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Ans dem Yorworte ziir ersten Auflage. 


Die Vorlesung tiber Dynamik bildet den Abschluss des 
Lebrgangs der tecbniscben Mecbanik an unserer Hocbscbnle. 
Sie fallt in das vierte Studiensemester der Ban- nnd der 
Mascbinen-Ingenienre. Bis zum Ende dieses Semesters miissen 
uberbaupt die zur Yorbereitung auf die engeren Fachstudien 
bestimmten mathematiscb-naturwissenscbaftlicben Lebrfacber im 
Wesentlicben erledigt sein, urn wahrend der beiden folgenden 
Studienjabre vor Allem der Ausbildung nacb der constructiven 
Seite bin vollstandig freie Babn zn lassen. 

In einer dreistiindigen Vorlesung wabrend des gewohnlicb 
obnebin nur recbt kurzen Sommersemesters lasst sicb freilicb 
nicbt alles yorbringen, was. icb in den yorliegenden Band auf- 
genommen babe. Mebr als bei den anderen bin icb yielmebr 
bei diesem Bande tiber den durcbscbnittlicben Inbalt der yon 
mir in Wirklicbkeit abgebaltenen Yorlesungen binausgegangen. 
Icb glaubte namlicb auf den zufalligen TJmstand, dass fiir die 
Vorlesung tiber Dynamik an der biesigen Hocbscbnle weniger 
!?;eit zur Yerftigung steht^ als ftir die librigen Tbeile der tecb¬ 
niscben Mecbanik; kein entscbeidendes Gewicbt bei der Ab- 
fassung des Bucbes legen zu sollen. Icb bielt es yielmebr fiir 
ricbtiger, den Band binsicbtlicb des Umfangs und der Eeicb- 
baltigkeit des Stoffes mit den tibrigen Banden des Werkes auf 
ungefabr gleicbe Stufe zu bringen. Der Inbalt des Bandes 
wtirde daber aucb ftir eine yierstiindige Winteryorlesung, wie 
sie der im dritten Bande bebandelten Festigkeitslebre gewidmet 
ist; nocb yollstandig ausreicben. Er umfasst so ziemlicb AlleS; 
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was von der Dynamik meiner Meinung nack fiir die AnsLiM,, 
der Ingenienre iiberhaupt in Betracbf koJZ kanf ' 
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einigen verwandten Fachern — eine Mittelstellung zwischen 
den mathematiscli-naturwissenscliaftliclien und den constructiyen 
Lelirfacliem^ nm deren relative Werthscliatznng es sicii dabei 
liandelt^ einnimmt, kann sick ein Vertreter der Meckanik einer 
deutlick ausgesprockenen Stellungnakme in diesem Streite nickt 
wokl entzieken. Darum bin ick anck sckon in den Yorans- 
gekenden Banden auf diese Frage wiederkolt eingegangen. 
Nackdem die Einricktung eines Studienplans fiir „teckniscke 
Pkjsiker^^ an nnserer Hocksckule neuerdings die Veranlassung 
abgegeben kat, den Streit von ISTenem wieder anzufacken^ 
inockte ick die Gelegenkeit nickt voriiber geken lassen^ micli 
auck kierzu knrz zu anssern. 

In manchen Kreisen der Grossindnstrie bestekt eine, sick 
dem Umfange nack freilick in besckeidenen Grenzen kaltende 
Nackfrage nack solcken Tecknikern, deren Konnen vorwiegend 
auf dem Gebiete experimentell-pkysikalischer Untersuckungen 
in Verbindung mit der zu einer erfolgreicken Durckfiikrung 
solcher Arbeiten erforderlicken tkeoretiscken Ausbildung liegt. 
Der Bedarf an constructiv gut' durchgebildeten Ingenieuren ist 
freilick weit grosser. Zur Zeit stekt aber jener geringen Nack- 
frage ein nock geringeres Angebot gegeniiber. Nun hat man 
sick zwar kie und da ganz gut damit zu kelfen gewusst, ftir 
solcke Arbeiten, die eine erkeblich weitergekende pkysikaliscke 
Ausbildung voraussetzen, als sie im regelmassigen Studiengange 
eines Masckinen-Ingenieurs erworben werden kann, Pkysiker 
anzustellen, die aus den Universitats-Laboratorien hervorge- 
gangen sind. Es wird sick aber kaum bestreiten lassen, dass 
die teckniscken Hocksckulen zur Ausbildung von Pkysikern, 
die ikr Arbeitsfeld in der Industrie sucken, besser geeignet 
sind, als die Universitaten. Aus dieser Erwagung sind die an 
der kiesigen Hocksckule fiir das Studium der teckniscken Pkysik 
vorgesekenen Einricktungen kervorgegangen. 

Es kann kaum uberrascken, wenn eine solcke Neuerung 
anfanglich nack vielen Seiten kin auf Misstrauen oder auf 
Widerstand stosst. Ick denke aber, dass der gesunde Gedanke, 
auf dem sie berukt, sick bald Bahn brecken wird. Erinnert 
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man sich der ungewolmliclien Erfolge der deutsclien chemisclieii 
Industrie, die znm ganz wesentliclien Tlieile auf die Beschafti- 
gung einer grossen Zahl Ton tlieoretiscli selir griindlicli vor- 
gebildeten Chemikern zuruckzufuliren sind, so kann man sich. 
kanm der Vermuthung erwehren, dass auch die Verwendung 
von technischen Physikern in der Industrie, sobald solche nur 
in ausreichender Gtite und in hinreichender Anzahl zur Ver- 
fiigung stehen, noch ein weiteres Feld als heute vor sich haben 
diirfte. Als „Generalstabsofficiere der Technik^^, wie sie gelegent- 
lich genannt wurden, werden diese Physiker an sich freilich 
niemals gelten konnen. Wenn man bei dem militarischen Bilde 
stehen bleiben will, wird man sie vielmehr als die gleich- 
gestellten Kameraden von einer andern Waffengattnng anzusehen 
haben. Der Generalstab dagegen setzt sich aus besonders be- 
fahigten Officieren von alien Wafifen zusammen; — wie ja iiber- 
haupt kein Zweifel dariiber moglich ist, dass es weit niehr 
von den personlichen Fahigkeiten eines Mannes, als von dem 
speciellen Bildungsgange abhangt, den er auf der Schule durch- 
gemacht hat, ob er im Stande ist, die hochsten Ziele zu erreichen. 

Der andere zur Ausbildung der vorerst wenigstens nur in 
geringer Zahl veiiangten technischen Physiker vorgeschlagene 
Weg, namlich jene absolvirten Maschineningenieure, die be- 
sondere Ifeigung und Befahigung dazu haben, zu einer Fort- 
setzung ihrer Studien nach der physikalischen Seite hin zu 
ermuthigen, ist nach mancher Bichtung hin vielleicht noch 
besser, obschon er nattirlich einen grosseren Aufwand von Zeit 
und Mitteln erfordert. Auch er steht Jedem, der ihn ein- 
schlagen will, an unserer Hochschule offen. 

Dass ein „technischer Physiker^^ meiner Meinung nach 
mit dem ganzen Inhalte dieses Buches und nicht nur mit 
jenem, freilich schon recht betrachtlichen Theile, der in der 
Vorlesung selbst behandelt wird, wohl vertraut sein sollte, 
moge hierbei ebenfalls Erwahnung finden. 

Miinchen, im Marz 1899. 


A. F8ppl. 
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Audi von diesem Bande meiner sidi 

sclion nach verhaltnissmassig knrzer Zeit eine neue Auflage 
nothig gemaclit. Fur die Ifeubearbeitung kamen mir mancbe 
Winke und Verbesserungsvorscblage zu Statten, die meist scbon 
nacb ihrer Herkunft sorgsame Beacbtung erforderten. In der 
Tbat sin-d aucb die meisten der jetzt vorgenommenen Aende- 
rungen und Zusatze auf solcbe Anregungen zuruckzufiihren. 
Icb erlaube mir, den Herren, von denen sie ausgingen, aucb 
an dieser Stelle meinen besten Dank auszusprecben. 

Gegen den Gebraucb, den icb in diesem und im ersten 
Bande der „Vorlesungen^^ vom Recbnen mit gericbteten 
Grossen gemacbt babe, ist in mancben Besprecbungen das Be- 
denken erboben worden, dass die Benutzung des Bucbes da- 
durcb fur die damit nocb nicbt Vertrauten erscbwert werde. 
Dabei ist aber meist zugleicb anerkannt worden, dass — wie 
es in einer der beacbtenswertbesten Besprecbungen beisst — 
„eine Reibe der wicbtigsten allgemeinen Satze der Mecbanik 
im Gewande der Vektoren eine Einfacbbeit und Verstandlicb- 
keit erlangt, wie sie nacb der alten Metbode nicbt zu er- 
reicben ist^^. 

Mir scbeint, dass mit einem solcben Zugestandnisse die 
Berecbtigung meines Vorgebens scbon anerkannt ist. Neue 
und bessere Darstellungen konnen nur dadurcb festen Fuss 
fassen, dass sie in die fiir weite Leserkreise bestimmten Lebr- 
biicber eingefiibrt werden. Freilicb lasst sicb bei alien Neue- 
rungen solcber Art nicbt vermeiden, dass sie anfanglicb den 
an die altere Darstellungsweise Gewobnten gewisse Scbwierig- 
keiten bereiten. Darum darf aber auf den Fortscbritt der 
Wissenscbaft nicbt verzicbtet werden. 

Im Uebrigen glaube icb, dass selbst solcbe Leser, die 
grundsatzlicb alle Stellen meines Werkes uberscblagen, an 
denen mit Vektoren gerecbnet wird, immer nocb mancben 
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Nxitzen daraus werden zielien konnen. Das Werthvollste sind 
in alien Biichern uber Meehanik meiner Ansicbt nach nicbt 
die Recbnnngen^ sondern das, was man ans den Biickern ent- 
nebmen kann, obne die Ansrecbnungen im Einzelnen zn ver- 
folgen. Dass die Reclinungen richtig durcbgeftilirt sind, darf 
man in der Regel getrost voraussetzen; viel wicbtiger ist es, 
zn verfolgen, wie der Ansatz gemacbt wird, welcbe Vorans- 
setzungen dabei mitspielen nnd wie die Scblnssergebnisse der 
Recbnung zn denten sind. Die Verwendnng der Vektoren zur 
Recbnnng bat aber in dieser Hinsicbt grade den Vortbeil, dass 
der Dmfang der Ansrecbnnng dadnrcb sebr vermindert wird, 
so dass man, wenn man will, den Recbnnngsgang nm so leicbter 
nberseblagen nnd den wesentlicben Inbalt der angestellten 
Deberlegnngen nm so besser iiberblicken kann. 

Der gnte Absatz, den die Bticber seitber scbon gefnnden 
haben, scbeint mir ancb zn beweisen, dass icb micb in der 
Erwartnng nicbt getauscbt babe, alien Ingenienren, namentlicb 
also ancb den mit den nenen Metboden nocb nicbt Vertrauten, 
damit etwas bieten zn konnen. 

Miincben, im April 1901. 


A, PoppL 
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Erster Abschnitt. 


Dyiiamik des materiellen Punktes. 


§ 1. Einleitende Bemerkungen. 

Der zweite und der dritte^Band dieses Werkes und die 
darin wiedergegebenen Vorlesungen des dritten Studiensemesters 
bescbaftigen sick fast ausscbliesslicb. mit der Lebre vom Gleicb- 
gewicbte der Korper. Nach. der kierdurch kerbeigefiikrten 
langeren Unterbrecknng kandelt es sick jetzt darum, die dyna- 
miscken Lekren des ersten Bandes Ton Nenem wieder auf- 
zunekmen und sie in solckem Uinfange zum Akscklusse zu 
bringeU; wie er mit Riicksickt auf die Bediirfnisse der studiren- 
den Teckniker geboten ersckeint. Freilick kann es dabei^ wie 
ick von vornkerein bemerken mockte, nickt meine Absickt 
sein^ den Gegenstand annakernd vollstandig zu ersckopfen. 
Wicktigere statiscke Betracktungen darf man in einem Lekr- 
bucke der teckniscken Meckanik nickt wokl iibergeken; da- 
gegen muss man es als unabanderlick kinnekmen^ dass sick 
der Vortrag in der Dynamik nur auf eine gewisse Auswakl 
der wicktigsten Untersuckungen erstrecken kann. Geboten 
wird diese Besckrankung einerseits durck den Mangel an Zeit, 
die auf eine weitere Yertiefung dieser Studien verwendet 
werden miisste^ andererseits durck die Eeickkaltigkeit des 
StoffeS; den die keutige Wissensckaft der Dynamik umfasst 
und zum Tkeile auck durck die Sckwierigkeit mancker Be¬ 
tracktungen. Es wird kiernack meine Aufgabe sein, das 

Fiippl, Dynamik. 2. Aufl. 1 
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Nothigste unci Wicbtigste aus der Fiille des Vorbandenen 
auszuwalilen und hierbei Sorge dafiir zu tragen, dass womog- 
licb nicbts ausser Acbt gelassen wird, was den Ingenieur in 
seinem Berufe wesentlicb zu fordern vermag. 

Dabei soil aber scbon jetzt betont werden, dass eine solcbe 
Forderimg nacb zwei Ricbtungen bin stattfinden kann: ausser 
der unmittelbaren Anwendung der dynamiscben Lebren in der 
spateren Berufstbatigkeit kommt namlich auch die tiefere Bin- 
sicbt in die Bewegungsvorgange in Betracbt, die durcb solcbe 
Studien gewonnen werden kann und die oft wenigstens eine 
ungefabre Abscbatzung ermoglicbt, wenn eine genauere Unter- 
sucbung aus irgend welcben Griinden nicbt durcbfiibrbar ist. 
In der That sind namlicb niancbe der bier Yorzutragenden 
Lebren zur unmittelbaren Losung Yon Aufgaben^ wie sie in 
der tecbniscben Praxis Yorkommen^ nur scbwer oder kaum 
Yerwendbar. ' Hiernacb allein darf man aber aus dein an- 
geftibrten Grunde den iSTutzen solcher TJntersucbungen nicbt 
bemessen. Ibr Feblen wiirde eine spater oft docb recbt ftibl- 
bare Liicke lassen^ wenn aucb ibr Ziisammenbang mit den 
Problemen der Praxis nicbt so eng ist^ als in anderen Fallen. 

Icb mocbte dies bier nocb an zwei wicbtigen Beispielen 
naber erlautern.^ So wtirde icb es nicbt fiir zulassig balten^ 
die Lebre Yon der Planetenbewegung in einem Vortrage liber 
tecbniscbe Mecbanik ganz unbeacbtet zu lassen^ obscbon man 
natiirlicb nicbt die Absicbt baben kaniij dabei auf die Bediirf- 
nisse zukiinftiger Astronomen Riicksicbt zu nebmen. Die you 
Newton fiir die Planetenbewegung gegebene Erklarung stebt 
dagegen in so engem Zusammenbange mit dem macbtigen 
Fortscbritte^ den die allgemeine Mecbanik durcb die Arbeiten 
dieses grossen Mannes erfubr^ dass man kaum auf diese Be- 
tra^cbtungen Yerzicbten kann^ obne das Eindringen in den Geist 
der Dynamik erbeblich zu scbadigen. Als zweites Beispiel 
fubre icb die Lebre you der Bewegung eines sicb selbst iiber- 
lassenen oder des um einen festen Punkt drebbaren starren 
Korpers an. Hier ist die Beziebung zu Yielen tecbniscben An- 
wendungen weit enger. Dagegen werden die Betrachtungen in 
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diesem Palle meist so scliwierig^ dass genaue Redinungen 
dariiber eine weit liber das gewohnlich zu erreichende Maass 
hmausgehende Schulung erfordern. In einer allgemeinen Vor- 
lesung liber Mechanik an einer technisclien Hochschule thut 
man bier wobl am besten daran, in moglichst anscliaulielier 
Form die wicbtigsten grundlegenden Betrachtungen und die 
ans diesen ableitbaren einfachsten Gesetze Yorzubringen^ ohne 
sich dabei als Ziel zu stecken, den Horer bis zur Yolligen Be- 
herrscbung des ganzen Gebiets zu flibren. Es muss bier yiel- 
mebr genligen, wenn die Mebrzabl der Horer eine qualitativ 
ziitreffende Vorstellung des BewegungSYorgangs gewinnt^ die 
sie gegen die grade bei dieser Frage nocb recbt baudgen und 
landlaufigen grobsten Irrtblimer scblitzt. Dabei wird man mit 
Recbt darauf boffen dlirfen, dass Einzelne, die solcben Unter- 
sucbungen ein lebbafteres Interesse' entgegen bringen^ durcb 
den Vortrag zu einem weitergebenden selbstandigen Studium 
der Frage angeregt und dazu aucb genligend Yorbereitet werden. 

Aebnlicb Yerbalt es sicb aucb nocb bei einigen anderen 
Beispielen. Immerbin war icb aber bei der Zusammenstellung 
des Vortrags sebr darauf bedacbt, mir in der Heranziebung 
Yon Untersucbungen, die nicbt in nacbster Beziebung zu den 
in der tecbniscben Praxis wirklicb . Yorkommenden Aufgaben 
steben; eine sorgfaltige Bescbrankung aufzuerlegen. Nur bier- 
durcb konnte Zeit und Raum flir das unumganglicb Notbige 
gewonnen werden. Dem liber diese Grenzen binaus Strebenden 
ist obnebin leicbt Gelegenbeit gegeben^ seine Kenntniss der 
allgemeinen Dynamik spater nocb durcb den Besucb einer 
SpecialYorlesung liber analytiscbe Mecbanik oder durcb das 
Studium eines SpecialwerkeS; etwa des Yor Kurzem in deutscber 
Uebersetzung erscbienenen zweibandigen Werkes liber Dynamik 
Yon Routb oder der Mecbanik Yon Scbell oder des Bucbes 
Yon Budde zu erganzen. 

Wegen der Anknlipfung an die Lebren des ersten Ban des 
dieser Yorlesungen wird es sicb empfeblen, zunacbst jene Satze 
des frliberen Vortrags zu bezeicbnen, die icb in der Folge am 
haufigsten Yerwenden werde und Yon denen icb daber Yoraus- 
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setzen muss, dass sie dem Leser bereits vollig vertraut ge- 
worden sind. 

In erster Linie steht bier das Tragbeitsgesetz^ das in der 
Form 

^ §!_0 fllr !|!-0 


angescbrieben werden kann, wenn t) die Geschwindigkeit eines 
materiellen Punktes, ^ die etwa an ibm angreifende aussere 
Kraft bedeutet. Hieran schliesst sich nnmittelbar die dyna- 
miscbe Grundgleicbung in einer der Formen 


wobei m die Masse, § die gericbtete Entfernung des materiellen 
Punktes von einem festen Anfangspunkte, 6 die Bescbleunigung 
ist. Bei Zerlegung in Componenten wird daraus 


X = m 


d-x 




Dann kommt das Parallelogrammgesetz in der Form 

91 = 2:^, 

wenn 91 die Resultirende der ^ ist, das sick ebenfalls wieder 
in Componentengleicbungen zerlegen lasst. Ferner sind zu er- 
wahnen die wichtigen Begriffe der Arbeit A und des statischen 
Momentes SW einer Kraft 

^=SP8 und aR=Vspr, 

von denen A als das innere Produkt des Weges § mit der 
Kraft tp und 9JI als das aussere Produkt aus Kraft und Hebel- 
arm t dargestellt wurde. Die eigentliche Bedeutung dieser 
Begriffe fiir die Mecbanik liegt in der Giiltigkeit der geome- 
triscben Multiplikationssatze 

= 27^8 und V Sftr = zY 

unter der Voraussetzung 91 = 27^. Was frliher liber diese 
Produkte und die zugehorigen Multiplikationssatze auseinander- 
gesetzt wurde, muss in diesem Bande xiberall als wohlbekannt 
vorausgesetzt werden. 
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• 

ScMiesslicli .erinnere ich noch an den Satz vom Antriebe 
iind an den Satz von der lebendigen Kraft. Der erste folgte 
ans der dynamiscben Grundgleichung durcb eine Integration 
nacb der Zeit in der Form 

j ^cU = mis — miio 

nnd der andere-wird durcb eine Verbindung der dynamiscben 
Grundgleichung 

(ij._ to 

mit der Gleicbung 

— isdt 

gewonnen, indem nacb Multiplikation beider Gleicbungen mit 
einander 

= misdis — md 

entstebt; woraus durcb Integration 



Oder, wenn § gradlinig und ^ constant ist, 

^ ^ 2 ^ 

folgt. — Ftirs Erste geniigt es, diese Satze in die Erinnerung 
zurlickzurufen. Im zweiten Abscbnitte treten dann nocb die 
Lebre von der Bewegung des starren Korpers und der Krafte- 
zusammensetzung an ibm und die Lebre vom Scbwerpunkte 
binzu. 


§ 2. Der Flachensatz. 

An allgemeiner Bedeutung und vielfacber Verwendbarkeit 
stebt den vorber von Keuem angefdbrten Satzen der Flacben- 
satz, zu dessen Ableitung icb jetzt tibergeben will, kaum nacb. 
Er ist aucb an sicb einfacb und leicbtverstandlicb genug, so 
dass er recbt wobl mit unter die ersten Elemente batte auf- 
genommen werden konnen. Das ist aber nicbt liblicb und icb 
babe es ebenfalls nicbt getban, weil dieser Satz nur von be- 
scbranktem Nutzen fiir die Dynamik eines einzelnen materiellen 
Punktes ist und seine voile Bedeutung erst bei der Dynamik 
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der starren Korper tind der Punkthaufen hervortritt, also bei 
Untersuchungen, die erst in diesem Bande ausfiibrlicber dar- 
gestellt werden konnen. Dagegen mnss ich. den Satz jetzt 
schon in diesem Abschnitte, in dem er nock wenig Verwendnng 
finden wird^ znr Spracke bringen^ um damit die spateren Unter- 
snchnngen bierdber auf eine feste Grrundlage zu stellen. 

Anck der Plackensatz gekt ans einer einfacken Umformnng 
der dynamiscken Grrundgleickung keryor mid er reikt sick 
damit eng an die beiden vorker erwaknten Satze vom Antriebe 


und von der lebendigen Kraft an. Man denke sick namlick 
einen festen Anfangspunkt gewaklt, von dem ans ein Radins- 
vektor r nack dem bewegten materiellen Pnnkte gezogen wird, 
Dann ist r mit der Zeit veranderlick und man hat fiir die 


Gresckwindigkeit tJ 


dx 

dt 


Erfolgt nun die Bewegung des materiellen Punktes unter dem 
Einflusse der Kraft so ist nack der dynamiscken Grand- 
gleichung ^ 

Beide Seiten diesef Gleickung seien mit dem Radiusvektor 
den wir in diesem Zusammenkange auck als einen Hebelarm 
bezeicknen konnen^ auf aussere Art multiplicirt. Wir er- 
kalten dann 

= ( 1 ) 


, Es bedarf jetzt nm* nock einer kleinen Umformung der 
reckten Seite dieser Gleickung, um zum Flackensatze zu ge- 
langen. Bildet man namlick ausserdem das aussere Produkt 
aus wb und r, also mit anderen Worten das statiscke Moment 
der Bewegungsgrosse und bestimmt dessen Aenderung in der 
Zeit, differentiirt es also nack t, so findet man 

rW** • = V I? • * + V«'‘' • • 

Pur das letzte Glied auf der reckten Seite kann man aber 
wegen u = — auck 
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Vmti • u 

schreiben und dies wird zu Null, weil beide Paktoren des 
ausseren Produkts gleich gerichtet sind^ also keine ausseren 
Componenten zu einander besitzen. Die yerausgehende Glei- 
chung yereinfaclit sick daker zn 

d-\j . \J dt) \jdn 

indem der ricktungslose Paktor m auck Yor das Zeicken V 
gestellt werden dark Hiermit sind wir aber genau zu dem 
Ausdrucke gelangt, der auf der reckten Seite yon Grl. (1) stand. 
Es ist damit bewiesen^ dass man diese Grleichung auck durck 
die init ikr identiscke 

V SPt = • X (2) 

ersetzen kann und diese Grieickung sprickt bereits den Placken- 
satz fiir den einzelnen materiellen Punkt in seiner allgemeinsten 
Form aus. Es ist auck leickt^ die Pormel in Worten wieder- 
zugeben^ denn die in der Gleickung yorkommenden Ausdrucke 
kaben sckon friiker bestimmte Bezeicknungen erkalten. Links 
stekt das statiscke Moment der Kraft die die Aenderung 
der Gesckwindigkeit oder der Bewegungsgrosse mb keryor- 
bringt und reckts stekt die zeitlicke Aenderung des statiscken 
Moments dieser Bewegungsgrosse, bezogen auf denselben Mo- 
mentenpunkt. Wakrend also nack der dynamiscken Grund- 
gleickung einfack die Kraft Jp der zeitlicken Aenderung der 
Bewegungsgrosse gleick gesetzt wird, sprickt der Plackensatz 
aus, dass eine solcke Gleickung -auck zwiscken den statiscken 
Momenten yon beiden erfiillt ist. Man kann daker sagen, dass 
der Plackensatz aus der Verbindung der dynamiscken Grund- 
gleickung mit dem Momentenbegriffe keryorgekt. 

Die ausfiikrliche Bezeicknung „statisckes Moment der Be- 
wegungsgrosse^^ fiir das aussere Produkt aus mb und t, mit 
dem wir uns in der Folge nock sekr kaufig zu befassen kaben 
werden, ist freilick etwas sckwerfallig. Urn zu einer kurzeren 
Passung zu gelangen, die sick an mancken Stellen als sekr er- 
wiinscht kerausstellen wird, erlaube ick mir, dafur ausserdem 
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nocli das Wort „Drair^ in VorseMag zu bringen und as ii; 
dieser neuen Anflage des Bucbes ofters zu gebraucben. 
das Wort nicbt gefallt, moge es sich iiberall durcb die <3a- 
neben auck nock beibekaltene iimstandlickere Bezeickn'U^ig 
^jStatisckes Moment der Bewegungsgrosse^^ ersetzt denken. Ala 
ein statisckes Moment beziekt sick der Drall immer auf einen 
bestimmten Momentenpunkt oder auf eine Momentenaxe. Iji 
den Formeln wird dafiir, wie sckon in der ersten Anflage dea 
Buckes^ der Buckstabe S3 (oder auck JB) gebrauckt werdoru 
Mit diesen Festsetzungen lasst sick Grl. (2) auck in der Form 


wiedergeben und in Worten dakin aussprecken^ dass £ilr 
jeden Momentenpunkt die zeitlicke Aenderung des 
Dralls gleick dem statiscken Momente der Kraft ist- 
Die Wicktigkeit des Satzes lasst es erwiinsckt ersckeinexiy 
den Beweis^ werm auck mit einiger Abkiirzung; nock einmid 
nack der Coordinatenmetkode zu wiederkolen^ damit auck jeJie 
ein festeres Yertrauen zu ikm gewinnen konnen, die sick ixx 
das Recknen mit gerickteten Grossen nock nickt kinreickend 
eingelebt kaben. In der That ist zu diesem Zwecke nur nothi^^ 
die vorigen Betracktungen sinngemass zu wiederkolen, nackdeixx 
zuvor die dynamiscke Gnmdgleickung in ikre Componenten 
zerlegt ist. Man gekt also aus von 


X = m 


cW ’ 





m 


d'Z 

ilt^ 


Als Momentenpunkt ist kier der Coordinatenursprung zu wakleri. 
Man beackte nun, dass die X-Componente des statiscken Mo¬ 
ments der Kraft X, F, Z oder, wie man auck sagen kanxi^ 
das statiscke Moment dieser Kraft in Bezug auf die X-Axe 
nack GL (52), Bd. I den Wertk 

111 -=^Yz — Zy 

kat. Setzt man nun kier fur Y und Z ikre Wertke aus der 
dynamiscken Grundgleickung ein, so erkalt man 
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Die reclite Seite ist aber^ wie die Ausfuliriing der DijBferen- 
tiatioii lehrt^ gleiclibedeutend mit 


und liiernach wird 


- im ^ 

dt \ dt 


dz \ 


Yz — Zy = ~ (mv^z — mv^y), 


( 3 ) 


wenu tv, ®,, die betreffenden Gomponenten von b sind. Diese 
Gleichtmg heisst in Worten; Das statiscKe Moment der 
Kraft tp fur d ie X“Axe ist gleicli der zeitlichen Aende- 
xuiig des statischen Moments der Bewegnngsgrosse 
fxir die gleiche Axe. Natiirlich liisst sich ftir die beiden 
andereu Coordinatenaxen Grleicbes nacKweisen. Grl. (3) ist daher 
imr eine der Oomponentengleichxingen, in die Gl. (2) jederzeit 
zeriegt werden kann. Die allgemeinere Passnng des Flaclien- 
satzoS;, die die oben angegebene als besonderen Fall mit ent- 
halt; lantet daher, wenn zugleich die iieue Bezeichnnng „Dralh^ 
dabei eingefuhrt wird: 

Das statische Moment der einen materiellen Pnnkt 
beschleunigenden Kraft in Bezug auf einen beliebig 
gewlihlten Monientenpnnkt oder auch in Bezug auf 
eine beliebig gewahlte Momentenaxe ist gleich der 
zeitlichen Aenderung des Dralls fiir denselben Mo- 
mentenpunkt oder ftir dieselbe Momentenaxe. 

In etwas geanderter Form lasst sich der Flachensatz auch 
noch darstellen, wenn man Gl. (2) mit dt multiplicirt und 
hierauf integrirt. Man erhalt dann 

fV^^xcU = Vmi) • r — Vmbo • , (4) 

oder in Worten: Das statische Moment des Antriebs der 
Kraft ist gleich der dadurch bewirkten Aenderung 
des statischen Moments der Bewegnngsgrosse, wobei 
die Wahl des Momentenpunkts oder der Momentenaxe wiederum 
freisteht. Bei dieser Fassung des Satzes ist freilich zu beachten, 
dass der Hebelarm r, der zu einem Elementarantriebe ^dt 
gehort, nicht wahrend der ganzen Dauer des Vorgangs con- 



10 Erster Abschnitt. Dynamik des materielleii Punktes. 

stant ist und dass daher das statische Moment des Antriebs 
nicht dadurcb. berechnet werden kann, dass man den ganzen 
Antrieb mit einem Hebelarme mnltiplicirt, sondern dass dieses 
Moment nur ans der Snmme der Momente der Elementar- 
antriebe berocbnet werden kann. Weim freilicb die bescbleu- 
nigende Kraft ^ nnr wabrend einer sehr knrzen Zeitdaner 
einwirkt; in der keine merklicbe Verscbiebung des materiellen 
Punktes zu Stande kommt, wie bei den StossYorg'angen^ lasst 
sick Gl. (4) aucb in der einfacberen Form 

V J"^dt ■ X • X —(5) 

anscbreiben, die aber gegeniiber dem Satze Yom Antriebe kaum 
etwas Neues lebrt, da sie aus diesem durcb anssere Multipli¬ 
cation aller Glieder mit demselben Hebelarme r berYorgebt. 

Icb babe bisber nocb nicbt erklart^ wober die Bezeicbnung 
des Flacbensatzes stammt^ denn nach dem, was bis jetzt dariiber 
Yorgetragen wurde, wiirde es Yiel naber liegen, ibn den Satz 
Yon den statiscben Momenten der Bewegungsgrdssen 
oder aucb den Satz Yom Dralle zu nennen. In der That ist 
diese Bezeicbnung eigentlicb die zutreffendere, denn die Be¬ 
zeicbnung des Flacbensatzes riihrt nur you einer speciellen 
Anwendung des Satzes ber und icb muss aucb binzufiigen^ 
dass Yiele Schriftsteller unter dem Flacbensatze grade nur 
diese specielle Anwendung und nicbt die Yorber abgeleitete 
allgemeine Aussage Yersteben. Ein so ungemein wicbtiger 
Satz, wie der, um den es sicb bier bandelt, muss aber eine 
kurze Bezeicbnung erbalten, die nicbt wie die Yorber erwabnte, 
eine Umscbreibung der gesammten Aussage des Satzes zu 
geben sucbt, sondem you der es Yollstandig geniigt, wenn sie 
nur an irgend eine kennzeicbnende Eigenscbaft des Satzes kurz 
erinnert, Dessbalb gebraucbe icb die Bezeicbnmig Flacbensatz 
fiir die allgemeinste Aussage des Satzes ebenso, wie fiir den 
besonderen Fall, in dem er in der That zur Betracbtung Yon 
Flacben fiibrt. 

Der besondere Fall, Yon dem icb bier spracb, tritt ein, 
wenn das statiscbe Moment der Kraft ^ zu Hull wird, sei es 
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null; weil ^ selbst verscliwindet; sei es, weil die Riclitungs- 
linie der Kraft ^ fortwabrend durch den Momentenpunkt geht. 
Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gl. (2) 

V«»ti • r = g, (6) 

worin 6 eine constante gerichtete Grosse^ namlich. den anfang- 
liclien Werth des Dralls bedeutet. Gl. (6) spricht znnaclist 
auS; dass die Bewegung im vorliegenden Falle in einer Ebene 
erfolgt; namlicb in jener Ebene, die recbtwinklig zn 6 dnrcli 
den Momentenpunkt gezogen ist, wie aus der Definition des 
statiscben Momentes von tj oder hervorgeht. Ferner liat 
das statische Moment von U (auf den constanten Faktor m in 
Gl. (6) konimt es kier niclit weiter an) nacli dieser Gleicbung 
auch stets denselben AbsolntAverth. Friiber babe ich aber aus- 
einandergesetzt; dass der Absolutwerth eines statiscben Moments 
durcb die Flacbe eines Momentendreiecks ziir Darstellung ge- 
bra'cbt werden kann. Denken wir uns also an verschiedenen 
Stellen der Babn die an diesen eintretenden Gescbwindigkeiten 
ti in irgend einem Maassstabe nacb Grosse und Ricbtung auf- 
getragen, so sind die Dreiecke, die diese Strecken als Grund- 
linien und den Momentenpunkt zur Spitze babeU; alle inbaits- 
gleicb. Einfacber wird diese Betracbtung nocb, wenn man 
Gl. (6) nacb Division mit m mit dt multiplicirt; so dass 

= (7) 

m ^ ^ 

entstebt. Unter dt moge dabei eine unendlicb kleine Zeit- 
dauer verstanden vs^erden^ die ein fur alle Mai wabrend der 
ganzen Betracbtung denselben bestimmt gewablten Wertb be- 
balt. Dann ist tsdt der Weg der wabrend dt zuriickgelegt 
wird und das statiscbe Moment dieses Weges ist obne Weiteres 
gleicb dem doppelten Inbalte des Dreiecks, dessen Grundlinie 
d% und dessen Spitze der Momentenpunkt ist. Die Gleicbung 
sagt biernacb auS; dass zu gleicben dt' wabrend des ganzen 
Bewegungsvorgangs gleicbe Dreiecksflacben geboren. 

Der grosseren Deutlicbkeit wegen moge dies aucb nocb 
in einer Zeichnung zum Ausdrucke gebracbt werden^ wobei 
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freilicli die unendlicli kleinen Wege tU durcli endliche Strecken 
angedeutet werden mussen. In Abl). 1 ist vorausgesetzt^ dass 
= 0 ist. In diesem Palle bewegt sicL. der materielle Punkt 
. in einer graden Linie mit gleichblei- 
bender Grescbwindigkeit. Alle cU, die 
zu gieicben dt an yerscbiedenen Stellen 
der Bahn gebdren, sind einander gleicb 
iind darans folgt aucb scbon aus ein- 
facben planimetriscben Satzen die 
Gleicbbeit der durcb Schraffirung ber- 
vorgebobenen Dreiecke. Die Wabl 
des Momentenpunktes ist bierbei 
gieicbgiiltig. — In Abb. 2 ist dagegen angenommen^ dass die 

Kraft Sp nicbt Yerscbwindet, dass vielmebr der materielle Punkt 

erne gekrumnite Bahn durchlauft, 
dass aber die Kraft wie es die 
besondere Voraussetzung yerlangt, 
von der wir bei .diesen Betracb- 
tnngen ausgingen, stets durcb den 
Momentenpunkt 0 geht. In diesem 
Palle sind die zu gieicben Zeiteii 
dt geborigen Wege an verscbiedenen Stellen der Babn ver- 
scbieden gross. Dagegen sind aucb bier nacb GL (7) alle Drei- 
ecke^ die man von 0 aus tiber den verscbiedenen errichten 
kann, von gleicbem Placheninbalte. 

Der durcb Abb. 1 erlauterte Pall bat kein weiteres Interesse; 
der Placbensatz wird bei ihm^ wie man sagt, trivial. Anders 

ist es aber mit dem durcb Abb. 2 dargestellten Palle, der fiir 
viele Betracbtungen von besonderer Bedeutung ist. Eine Be- 
wegung von der bier in Prage kommenden Art wird als eine 
Centralbewegung bezeicbnet. Dabei wird der zumMomenten- 
punkte gewablte Punkt S in diesem Palle aucb das Centrum 
der Bewegung genannt, weil die am bewegten Punkte wirkende 
Kraft nacb Voraussetzung stets durcb 0 geht und daher aucb 
als von 0 ausgehend angesehen werden kann. 

Besonders bervorzubeben ist ubrigens in diesem Zusammen- 
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hange; dass alle zu den verscMedenen d% gehorigen Dreiecks- 
flacken ancli umgekelirt nur dann unter sick gleick sein 
konuen, wenn das Moment von ^ versckwindet^ wie ans der 
allgemeineren Grl. (2) oder (2^) sofort gescklossen werden kann. 
Wenn also die Bewegung eines materiellen Pnnktes (z. B. eines 
Himmelskorpers) betracktet wird und es zeigt sick, dass sie 
erstens in einer Ebene erfolgt und dass zweitens die zu gleicken 
Zeittkeilcken dt gekorigen and von irgend einem Punkte 0 
aus gezogenen Dreiecke gleicke Flacken kaben, so folgt daraus 
mit Nothwendigkeit, dass an dein bewegten materiellen Punkte 
eine Kraft angreift, die stets durcli 0 kindurckgekt^ und von 
der wir daker auck sagen konnen, dass sie von 0 ausgekt. 
In der Tkat kann nur auf Grrund soldier Anwendungen des 
Flackensatzes z. B. bekauptet werden, dass die Erde bei ikrer 
Planetenbewegung von der Sonne angezogen wird, denn wir 
besitzen kein anderes Mittel, die pkysikaliscke Existenz dieser 
Kraft zu erkennen, als die Beobacktung der tkatsacklick im 
Sonnensystem vor sick gekenden Bewegungen. 

Ftir die in den Abb, 1 und 2 sckraffirten Dreiecke kann 
man iibrigens nock eine andere sekr treffende Bezeicknung ein- 
fiikren. Die Ffacken dieser Dreiecke werden namlick von dem 
Radiusvektor, der vom Momentenpunkte 0 aus nack dem be¬ 
wegten Punkte gezogen ist, wakrend der Bewegung vollstandig 
bestricken. Man kann daker den Satz auck in der Form aus- 
sprecken: 

Bei der Centralbewegung besckreibt der vom 
Anziekungscentrum nack dem bewegten materiellen 
Punkte gezogene Radiusvektor in gleicken Zeiten 
gleicke Flacken. 

Umgekekrt kann jede ebene Bewegung als eine 
Centralbewegung aufgefasst werden, wenn man in der 
Bewegungsebene einen Punkt so anzugeben vermag, 
dass die von ikm gezogenen Radienvektoren in gleicken 
Zeiten gleicke Flacken besckreiben. Jener Punkt ist 
dann das Anziekungs- (oder Abstossungs-) Centrum. 

Bei der Aussage dieser Satze ist nur von gleicken Zeiten 



14 


Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes. 


die Rede, ohne dass wie vorher die Beschrankung hinzugefugt 
wurde, dass diese Zeiten unendlicli kiein sein sollten. Man sieht 
namlicli leicM ein, dass die Uebertragung auf endlicbe Zeiten 
oline Weiteres moglich ist. Verstelit man unter n eine sekr 
ffi'osse Zab-l, sodass das Prodnkt ndt einen endliclien Werth 
erlangt, so werden n Elementardreiecke, die alle von gleiclier 
Grosse sind^ wabrend dieser Zeit ndt beschrieben. Alle diese 
Dreieeke bilden zAisaniinen genommen einen Sektor mit dem 
^ ^ Centrum 0, der zii dem vom 

bewegten Punkte inzwischen 
dnrcblanfenen Bogen gebort, 
Daraus folgt, dass ancb irgend 
Sektoren denselben Inbalt 
baben^ falls sie nur gleicb viel 
^ ^ Elementardreieckeentbalten^d.b. 

falls sie zu gieicben Zeiten ndt 
geboren. Umgekebrt vermag man bei einer Centralbewegung^ 
die etwa die in Abb. 3 angegebene Babn ABCJD dnrcblanft, 
sofort zu sagen, dass die zum Durcblaufen von AB erforder- 
licbe Zeit ebenso gross ist, als die zu CB geborige, wenn man 
weiss, dass die Sektoren AOB und COB gieicben Inbalt baben. 
Es folgt daraus z. B. sofort, dass sicb die Erde in ibrer 
Planetenbewegimg um die Sonne am langsamsten bewegt, wenn 
sie den grossten Abstand von der Sonne bat, im sogenannten 
Apbel, und am schnellsten im Peribel, d. b., wenn sie der 
Sonne am naehsteu stebt. 


Man kann scbliesslicb nocb einen anderen, sebr bezeicb- 
nenden Ausdruck fur diese Gesetzinassigkeiten wablen, indem 
man den Begiiff der Sebtorengescbwindigkeit einfiibrt. 
Man verstebt darunter die Placlie des Sektors, den der vom 
Bewegungscentrum 0 gezogene Radiusvektor wabrend der Zeit- 
einbeit iiberstreiebt. Die Aussage des Flacbensatzes lautet dann 
in unserem EaUe einfaeb: Die Sektorengescbwindig-keit 
ist bei der Centralbewegung constant. 

In alien jetzt besprocbenen Fallen ist die Bezeicbnung 
,,Placbensatz^^ offenbar sebr gut gewablt; icb erinnere aber 
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nochmals daran, dass in der Folge auch. der allgemeinere Satz 
unter dieser Bezeiclinung verstanden werden soll^ der angiebt^ 
wie sich das statische Moment der Bewegungsgrosse oder mit 
anderen Worten, wie sich die Sektorengescbwindigkeit oder 
die in der Zeiteinbeit iiberstricbene Flache andert^ wenn das 
statiscbe Moment der ansseren Kraft fur den gewahlten Mo- 
mentenpnnkt von Null verscbieden ist. 

§ 3. Das Potential. 

Der Begriff des Potentials^ zu dessen Erlauterung icb jetzt 
■iibergelie, ist zuerst in der Mechanik der Himmelskorper ein- 
gefuhrt worden, um die Untersucliungen tiber gravitirende Massen 
zu erleicbtern. Spiiter wurde dieser Begriff aucb auf andere 
Grebiete^ namentlich auf die Lehre von der Elektricitat und dem 
Magnetismus libertragen, Gerade bier bat er sicb so niitzlicb 
erwiesen^ dass er aus den bdberen Tbeorien, in denen er ur- 
sprunglicb %llein vorkam^ allmablicb bis in die elenientarsten 
Darstellungen libergegangen ist. Ueber einen aus der Mecbanik 
bervorgegangenen Begriff, der sicb auf ein so weit umfassendes 
Anwendungsgebiet zu erstrecken vermoebte, kann ein Lebrbuch 
der Mecbanik nicbt allzu flticbtig binweggeben, wenn aucb die 
unmittelbaren Anwendungen, die bier davon gemacbt werden 
soUen, nicbt gerade sebr zablreicb sind. 

Das Potential wird zur Untersucbung von Kraftfeldei-n 
verwendet. Man stelle sicb etwa vor, dass irgendwelcbe Massen 
in beliebiger Vertbeiluug iiber den Raum gegeben seien, von 
denen Krafte nacb irgend einem bekannten und der Zeit nacb 
constanten Gesetze auf einen sicb in diesem Raume bewegenden 
materiellen Punkt iibertrageu werden. Das einfacbste Beispiel 
ist, wie scbon erwabnt, das Gravitationsproblem, bei dem diese 
Massen den bewegten Punkt nacb dem Newton’scben Gesetze 
anzieben. Das ganze Gebiet, innerbalb dessen sicb die Wirkung 
dieser Massen nocb bemerklicb macbt, wird das Kraftfeld 
genannt. In dem genannten Beispiele kann die Kraft in jedem 
Punkte des Feldes als die Resultirende von Elementarkraften 
angeseben werden, die von den einzelnen Massenelementen aus- 
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sicli dalier auch daliin ausspreclien, dass fiir das wirbelfreie 
Kraftfeld die algebraiscbe Suxnme der an dem bewegten Punkte 
geleisteten Arbeiten ftlr jede gescblossene Curve zu ISTull wird. 

Wenn von Null verscbieden und etwa positiv ware, 

konnte man dadurcli, dass man die betreffende Babn wieder- 
bolt von dem bewegten Punkte in dem constanten Kraftfelde 
durchlaufen liesse, beliebig grosse Arbeitsmengen gewinnen, 
d. h. man ware im Besitze eines Perpetuum mobile. Ware 
negativ, so brauclite man nur den Umlaufssinn entgegen- 
gesetzt zu wablen, womit sicb die Vorzeicben aller Arbeiten 
umkebrten und man hatte dann ebenfalls ein Perpetuum 
mobile vor sicli. 

Nacb dem Gesetze von der Erhaltung der Energie konnte 
es liiernacb scbeinen, als wenn solcbe Kraftfelder iiberbaupt 
physikaliscb unmoglicli waren. In der That hat man diesen 
Schluss friilier zuweilen gezogen; er wird aber hinfallig, wenn 
man bedenkt, dass die an dem bewegten Punkte gewonnene 
Arbeit recht wohl durch eine Energiezufuhr von anderer, nicht 
mechanischer Form aufgewogen werden kann. Das schlagendste 
Beispiel dafiir ist ein gewohnlicher electrodynamischer Motor. 
Wir sehen, wie sich der Anker einer als Motor betriebenen 
Dynamomaschine fortwahrend umdreht und dabei Arbeit nach 
aussen abgiebt, wahrend das Kraftfeld, in dem er rotirt, con¬ 
stant bleibt. Wenn man sich hier ausschliesslich auf den 


Boden der Mechanik stellen und die elektromagnetischen Energie- 
strome, die daneben herlaufen, ausser Acht lassen woUte, hatte 
man in der That ein Perpetuum mobile mit alien mecha- 
nischen Eigenschaften vor sich, wie sie die alten Erfinder 
von einem solchen erwarteten. Wir wissen nun zwar, dass 
das Gesetz von der Erhaltung der Energie oder von der Un- 
moglichkeit eines Perpetuum mobile im neueren Sirme hier- 
durch nicht umgestossen wird; aber wir niiissen doch diesem 
Beispiele die Lehre entnehmen, dass in der That Kraftfelder 
vorkommen, fiir die f^d^ nicht gleich Null ist, die also nicht 
als wirbelfreie zu bezeichnen sind. 


F 5 p p 1, Dynaniik. 2, Aiifl, 
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Dagegen lasst sieli zeigen^ dass alle Kraftfelder, die auf 
Centralkrafte ziiriickgefiilirt werden konnen^ im ganzen Eaume 
wirbelfrei sind. TJni dies zu beweisen^ nebme man zunacbst 
an^ dass nur ein einziges Anziebungscentrum vorbanden sei. 
Wir denken ims um dieses Centrum eine Kugelflacbe von be- 
liebigem Halbmesser bescbrieben. Solange sich der angezogene 
Punkt nur auf der Oberflacbe dieser Kugel bewegt^ ist die 
von der Eraft ^ des Peldes geleistete Arbeit stets gleicb EuU^ 
denn ^ fallt in jedem Augenblicke in die Eicbtung des Eadius 
und stebt daber senkrecbt zu jedem Wege^ den der bewegte 
Punkt auf der Kugelflacbe bescbreiben mag. Lasst man da¬ 
gegen den Punkt auf eine concentriscbe Kugelflacbe ubertreten, 
deren Halbmesser etwa um dr grosser ist, so ist die von Jp 
geleistete Arbeit gleicb — Fdr^ wie aucb der TJebergang 
gewablt werden moge, denn von dem bescbriebenen Wege 
kommt immer nur die Projektion dr auf die Eicbtung des 
Eadius in Betracbt, Daraus folgt, dass aucb immer dieselbe 
Arbeit geleistet wird, wenn man den bewegten Punkt von dem 
Abstande zum Abstande r^ vom Anziebungscentrum liber- 
fiibrt, obne Rucksicbt auf den Weg, der bierbei im TJebrigen 
eingescblagen wird. Piir einen Weg, der wieder zum Aus- 
gangspunkte zuriickfdbi’t, bebt sicb biernacb die Summe aller 
^d^ binweg. — Dies gilt zunacbst fiir ein einzelnes Anziebungs¬ 
centrum. Hat man beliebig viele Kraftcentren, so beacbte man, 
dass sicb SJJ als die Eesultirende aller von diesen ausgebenden 
Elementarkrafte auffassen lasst und dass die Arbeit der Eesul- 
tirenden bei jeder beliebigen Bewegung gleicb der algebraiscben 
Summe aller Einzelarbeiten ist, Hiernacb zerfallt in 

ebenso viele Glieder als Kraftcentren vorbanden sind und jedes 
dieser Glieder ist nacb dem vorbergebenden Beweise fur sicb 
gleicb Null. Wir konnen biernacb in der That allgemein be- 
baupten, dass alle Kraftfelder wirbeHrei sind, die aus Central- 
fcraften zusammengesetzt sind und dass es ein ganz vergeblicbes, 
friiber freilicb oft versucbtes Bemiiben ist, solcbe nicbt wirbel- 
freie Kiaffcfelder, wie das, in dem z. B. der Anker einer Dynamo- 
mascbine rotirt, auf Centralkrafte zuruckzufiibren. 
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Weiterhin moge huil angenommen werden^ dass das Eraffc- 
feld in der That wenigstens innerhalb eines gewisseii Bezirts 
wirbelfrei ist, walirend es ansserhalh dieses Bezirks immer 
noch ein Wirbelfeld sein konnte. A 

Ganz allgemein folgt dann ans Gl. (8), 
dass die Arbeit^ die von der Kraft des 
Feldes geleistet wird, wenn der be- 
weglicbe Pnnkt von einem Punkte 0 
nacb einem Punkte A des Bezirks 
verscboben wird, unabbangig von dem 
dabei durcblaufenen Wege ist (falls 
dieser nur ganz innerbalb des Bezirkes 
selbst liegt). Denkt man sicb namlicb etwa den Weg I in 
Abb. 4 im Shine von 0 nacb A und bierauf den Weg II im 
umgekebrten Sinne durcblaufen, so entstebt eine gescblossene 
Curve, fiir die nacb GL (8) 

0 A 

ist. Die Umkebrung des Bewegungssinnes bat einen Wecbsel 
im Vorzeicben der Arbeitsbetrage zur Polge; biernacb ist 



und wenn man dies in die vorige Gleicbung einsetzt, folgt in 
der That 



was zu beweisen war. Es ist biernacb entbebrlicb, den Inte- 
grationsweg durcb ein besonderes Kennzeicben bervorzubeben, 
wie es in diesen Pormeln gescbeben war; im wirbelfreien 
Kraftfelde bat vielmebr scbon der unbestimmter gelassene 
Ausdruck 
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einen emdeutigen Werth. Der durch ilin angegebene Arbeits- 
betrag beisst der Potentialuuterscbied zwiscben den Punkten 
0 Tind A, Hierbei muss ich nocb erwabnen, dass keine all- 
gemeine Uebereinstimiming fiber die Wabl des Vorzeicbens 
dieser Grrosse bestebt. Um deutlicber bervortreten zn lassen^ 
wie dies zu yersteben ist, gebe icb sofort zn den Potentialen 
selbst fiber. Icb definite biernacb das Potential Va im Punkte 
A durcb die Grleicbnng 

A 

F, = (10) 

0 

Hierin ist Vo das Potential im Anfangspnnkte 0^ dein man 
sicb einen beliebigen Wertb g<^geben denken mag. Bis auf 
die Constante Vo, die willkfirlicb bleibtj ist hiermit jedem 
Pnnkte A des Bezirks ein eindentig bestimmter Wertb; den 
man das Potential nennt; zngeordnet. Mancbe Scbriftsteller 
wablen nun anstatt des Tor dem Linienintegrale stebenden 
Minuszeicbens ein Pluszeicben nnd definiren damit eine yon 
der yorigen abweicbende Grdsse; die ebenfalls als Potential 
Oder Potentialfunction oder aucb als Kraftefunction yon ibnen 
bezeicbnet wird. Sebr erheblicb ist der Unterscbied zwar 
nicbt; immerbin bat aber die Yorzeicbenwabl; der icb micb 
angescblossen babe, einen nicbt unerheblicben Vorzug yor der 
entgegengesetzten. Die Grosse 

A 

—f^dS 

0 

giebt namlicb den Arbeitsbetrag an^ der yon aussen ber (durcb 
eine der Peldkraft entgegengesetzte Kraft — aufgewendet 
werden musS; um den beweglicben materiellen Punkt entgegen 
der Kraft des Peldes yon 0 nacb A zu yerscbieben oder aucb, 
wenn das Vorzeicben des Ausdruckes nacb der yollstandigen 
Ausrecbnung negativ bleibt; den Arbeitsbetrag; der nacb aussen 
bin wabrend der Bewegung abgegeben werden kann. Hiernacb 
wu’d Va kleiner als Vo, wenn bei der Lagenanderung Energie 
nacb aussen bin abgegeben, die Energie des Feldes selbst also 
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— falls Energiestrome von nicht mechanischer Art ausgesclilossen 
sind — verraindert wird. Nach imserer Wahl des Vorzeichens 
kann hiernacli unter der Voraussetzung, dass die Constante Vo 
den Einzelbedingungen des besonderen Palles entsprecbend ge- 
wahlt wird^ die Grrosse Vj selbst geradezu als das Maass der 
potentiellen Energie des Peldes angeseben werden, die dadurch 
bedingt wird, dass sich der bewegte materielle Punkt gerade 
im Punkte A des Feldes befindet. Die Bezeicbnung Potential 
stellt sicb biernacb als eine Abkiirznng fiir die Bezeicbnung 
potentielle Energie beraus. 

Durcb XJmkebrung der Integrationsgrenzen lasst sicb 
tibrigens obne Aenderung der biermit getroffenen Vereinbarung 
aucb ein positives Vorzeicben in 61. (10) einftibren, denn die 
Gleicbung 

V 0 

K, = Vo 

A 

ist offenbar mit der friiberen identiscb. 

Der Vortbeil, den man mit der Einfubrimg des Potentials 
in die Untersucbung der Kraftfelder erzielt, bestebt darin, dass 
das Potential als ein Energiebetrag eine 6r6sse obne Ricbtung 
ist. Mit diesen ricbtungslosen Grossen lasst 
sicb leicbter recbnen, als mit den Kraften 
des Feldes selbst. Dabei gebt diese Verein- 
facbung der Recbnung keineswegs auf Kosten 
der Vollstandigkeit der Resultate, die man 
ableiten will, denn sobald das Potential iiber- 
all im Felde bekannt ist, kermt man damit 
zugleicb aucb die Kraft an jeder SteUe des 
Feldes nacb Grosse und Ricbtimg, wie icb sofort zeigen werde. 

Man denke sicb namlicb den beweglicben Punkt von der 
Stelle A aus, in der er sicb vorber befand, nacb irgend einem 
Kacbbarpunkte B (Abb. 5) verscboben. Dann ist das Potential 
Vb im Punkte JB nacb der vorber dafiir gegebenen Definition 

A B 

b * 
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denn fiir das Liniemntegral langs des Weges AS kann^ da 
dieser selir klein seiii sollte, emfacli das Elemeiit gesetzt 
werderij werm hierbei unter die Strecke AS selbst ver- 
standen wird. Bezeichnet man ferner die Aenderung^ die das 
Potential' V erfakrt, wenn man von A nack S iibergelit^ mit 
dYj so kann die vorige Gleicliung auch in der Form 
dT^ — ^d% 

angesckrieben werden. Aus dieser kann aber in der That 
sofort auf die Grosse der in die Richtung von AS fallenden 
Componente von ^ geschlossen werden^ wenn man weiss^ wie 
gross die zu d^ gehorige Aenderung von V ist. Bezeichnet 
man jene Feldcomponente, also die Projektioii von ^ anf d^ 
mit S' so ist namlich anch 

dV= — S'ds uiid daher P'= — (11) 


Hiermit allein ist nxin zwar noch nicht bestimmt; man 
beachte aber, dass diese Beziehungen fiir jede beliebige Ver- 
schiebnngsrichtung AS giiltig bleiben und dass man daher die 
Projektion der gesuchten Kraft ff} auf jede beliebige Richtungs- 
linie anzugeben vermag, womit auch ^ selbst gefunden werden 
kann. Am einfachsten ist es, die Projektionen von Sp auf drei 
rechtwinklig zu einander stehende Coordinatenaxen der xy^’ 
nach Gl. (11) zu berechnen. Man erhillt dann fur die drei 
Componenten von ^ 


il. . /:> — 

dx ’2 


P. 


dv 

dz 


( 12 ) 


und selbst wird als geometrische Summe dieser Compo¬ 
nenten, also mit Benutzung der Richtungsfaktoren i j I in 
der Form 



gefunden. Hiermit ist die Aufgabe gelost, ^ anzugeben, wenn 
V iiberall bekannt ist und man sieht, dass hiezu nur eine 
Ausfuhrung von Differentiationen erforderlich ist, die keine 
besonderen Schwierigkeiten verursachen kann. 
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Der mit dem negativen Vorzeichen versehene Differential- 
dV 

quotient — giebt an, um wie viel V in der Ricbtiing der 

X-Axe auf die Langeiieinbeit des Weges bezogen an der be- 
treffenden Stelle des Feldes abnimmt. Man bezeicbnet diese 
Grrdsse kiirzer als das Potentialgefall nnd fasst dann die 
Gl. (11) und (12) in der Anssage zusammen: 

Die Componente der Kraft in irgend einer ge- 
gebenen Ricbtung ist gleicb dem Potentialgefalle in 
dieser Ricbtung. 

Ancb die Ricbtung der Kraft ^ selbst lasst sicb mit Htilfe 
dieser Bezeicbnung in einfacber Weise angeben. Offenbar wird 
namlicb die Componente Yon ^ am grossten fur eine Ricbtung, 
die mit ^ zusammenfallt. Hieraus folgt in Verbindung mit 
der Yorigen Anssage: 

Die Kraft des Feldes gebt in der Ricbtung des 
grossten Potentialgefalles und ibr Absolutbetrag ist 
gleicb diesem Gefalle. 

Scbliesslicb erwabne icb nocb, dass man Gl. (13) zweck- 
massig in die abgekurzte Scbreibweise 

?P = —VF ^ (14) 

zusammenfassen kann, in der V ein „raumlicber Differential- 
operator^^ ist, namlicb an die Stelle Yon 

\7 _: ^ I t ^ I f ^ 

tritt und biermit jene Operation durcb ein einziges Symbol 
kennzeicbnet, durcb die das Gefall der Grosse V gefunden wird. 
Als zweckmassig ist iibrigens diese Bezeicbnung nicbt etwa 
bloss desbalb anzuseben, weil Gl. (14) mit weniger Scbrift- 
zeicben gescbrieben wird als GL (13) oder der damit gleicb- 
wertbige Verein der Gl. (12), sondern weil es die Einbeit der 
Vorstellung fordert, wenn einem an sicb einfacben BegTiffe, 
der selbst spracblicb durcb ein einziges Wort („Potential- 
gefalb^ oder Yielmebr nocb kiirzer „GefalF uberbaupt) wieder- 
gegeben werden kann, aucb in der Recbnung durcb ein ein- 
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faclies und nicht weiter znsammengesetztes Zeichen Ausdruck 
gegeben wi|-d. 

Zur "besseren Veransclianliclinng der vorausgelienden Be- 
trachtungen dient eine sekr bekannte geometrisclie Construction. 
Von einem Punkte des Kraftfeldes ausgeliend^ sucM man nam- 
lich alle Nacbbarpunkte auf^ in denen das Potential den gleicben 
Wertb besitzt. Alle diese Punkte liegen auf einem Flacben- 
elemente^ das senkreclit zur Feldkraft ^ gestellt ist^ denn nur 
fill* eine Verscbiebung cH senkrecbt zu ^ wird das zugehorige 
und Hermit dF zu Null. Gebt man Herauf in derselben 
Weise nacb alien Seiten bin weiter fort, so erbalt man eine 
Flacbe, die jene Punkte des Feldes mit einander yerbindet, fur 
die das,Potential denselben Wert F besitzt. Eine solcbe Flacbe 
wird als eine Aequipotentialflacbe oder kiirzer als eine 
Niveau flacbe bezeicbnet. 

Wir wollen annebmen, dass eine ganze Schaar von solcben 
Niveauflacben im Felde construirt sei und zwar der art, dass 
sicb das Potential von je aufeinanderfolgenden Flacben immer 
um den gleicben Betrag unterscbeidet. Man kann dann jede 
dieser Niveauflacben als eine Stufenflacbe und die Scbaar 
aller Stufenflacben als eine Potentialtreppe bezeicbnen. • Je 
steiler diese Treppe ist, d. b. je dicbter die Stufenflacben auf- 
einander folgen, um so grosser ist an der betreffenden Stelle 
die Kraft des Feldes, die ja, wie wir aus 61. (14) wissen, 
gleicb dem Potentialgefalle ist. Hiernacb kann man aus einer 
Zeicbnung der Potentialtreppe alle Eigenscbaften des Kraft¬ 
feldes ableiten Der Abstand aufeinanderfolgender Stufenflacben 
giebt ein der unmittelbaren Abscbatzung bequem zuganglicbes 
Maass filr die Grosse der Kraft und die Ricbtung der Kraft 
wird durcb die Normale zur Stufenflacbe angegeben. 

Haufig giebt man, um die Ricbtung der Kraft des Feldes 
besser bervortreten zu lassen, an Stelle der Potentialtreppe 
oder auci. neben dieser die Kraftlinien an. Das sind Linien, 
die von irgend einem Punkte des Feldes ausgebend, weiterbin 
uberall der Ricbtung von jp folgen. Die Ricbtung der Kraft 
an irgend einer Stelle wird biernacb durcb die Tangente an 
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(lie Kraftlinie angegeben. Die Kraftlinien scbneiden alle Niveau- 
flacben reclitwinklig. 

Aus dem BegriJBfe der Kraftlinie gebt aucb der Begriff 
der Kraftrobre bervor. Man verstebt darunter den robren- 
formigen Raum^ der von alien unmittelbar aufeinanderfolgenden 
Kraftlinien abgegrenzt wird^ die man dnrcb sammtlicbe Punkte 
des Umfangs irgend eines auf einer Niveauflacbe entbaltenen 
Placbenstlicks legen kann. Dieses Flacbensttick bildet biernacb 
einen Querscbnitt der Kraftrobre. Der Querscbnitt bleibt iin 
Allgemeinen nicbt constant^ sondern zu jeder folgenden Niveau- 
flacbe gebort ein anderer Querscbnitt. TJnter den gewobnlicb 
vorliegenden Umstanden (namlicb danii, wenn keine „Quellen 
des Kraftflusses^^ in der Kraftrobre entbalten sind) ist die 
Kraft des Feldes an jeder Stelle dem Querscbnitte der Kraft- 
rohre umgekebrt proportional. In solcben Fallen kann man 
die Grrosse der Feldkraft aucb danacb abscbatzen^ wie dicbt 
die Kraftlinien an der betreffenden Stelle zusammenriicken. 
Der Beweis der letzteren Bebauptungen wiirde mich weiter 
filbreU; als es bier meine Absicbt sein kann; icb erlaube mir 
daber^ den Leser, der sicb mit diesen knappen Andeutungen 
nicbt begniigen mocbte^ auf die im Jabre 1897 von mir ver- 
offentlicbte kleine Scbrift ,^Die Geometrie der Wirbelfelder^^ 
zu verweisen. 

Das Kraftfeld, mit dem man es in der Mecbanik gewobn¬ 
licb zu tbun bat, ist das Scbwerefeld der Erde. Innerbalb 
eines kleinen Raumes^ etwa innerbalb eines Zimmers, kann die 
Scbwerkraft nacb Grosse und Ricbtung gewobnlicb als con¬ 
stant angeseben werden, obwolil icb nicbt unerwabnt lassen 
mocbte, dass man besondere Beobacbtungsmetboden ausgesonnen 
hat, die selbst die Aenderungen des Feldes innerbalb so kleiner 
Raume erkennen lassen. Seben wir aber davon ab, oder be- 
tracbten wir, wie man aucb sagt, das Feld als homo gen, so 
sind die Kraftlinien unter sicb parallel; ihre Ricbtnng ist die 
der Lotblinie. Die Niveauflacben sind borizontale Ebenen und 
jeder kommt ein Potential zu, das um so grosser ist, je bober 
sie liegt. Die Potentialtreppe ist bier tiberall gleicb steil, da 
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die einzeluen Stufenflaclieii in gleicherL Abstaiiden iibei ein- 
ander liegen. 

In einem grosseren Bezirke maclit sicli aber die Kriim- 
mung der Mveauflacben bemerkbar. Streng wissenschaftlicb 
gesprocben verstebt man unter der Grestalt der Erde nicbts 
anderes, als die Grestalt jener Flacbe gleicben Potentials, die 
liber dem Meere nnter normalen IJmstanden mit der Wasser- 
oberflacke znsammenfallt. Darans erklart sick auch die Be- 
zeicknung der ISTiveanfiacken. Jene praktisck besonders wick- 
tige JSriTeanflacke wird anck als das Geo id bezeicknet. — 
Hier moge von diesen Dingen nur nock erwaknt werden, dass 
der Begriff des Hokemintersckiedes zweier Punkte der Erd- 
oberflacke (z, B. die Hoke einer Bergspitze tiber dem Meere) 
in der gewoknlicken Fassung einer strengeren Kritik nickt 
Stand halt. Eindeutig bestiminbar ist vielmekr nur der Poten- 
tialuntersckied beider Punkte. In der Tkat wird auck der 
Hokenuntersckied der Punkte, wenn er in gewoknlicker Weise 
durck ein genaues Mvelleinent bestimmt wird, etwas versckiedexi 
gefunden (auck abgeseken von den unvermeidlicken Beobach- 
tungsfeklern) je nach dem Wege, langs dessen das Mvellement 
erfolgte. Man mackt sick am einfacksten auf folgende Weise 
klar, dass dies gar nickt anders erwartet werden kann. Man 

denke sick durck beide Punkte, etwa 
A und By Abb. 6, deren Hoken¬ 
untersckied ermittelt werden soli, je 
eine Mveauflacke gelegt. Ein denk- 
barer Weg fiir die Ausfukrung des Mvellements wiirde dann 
darin bestehen, dass man zuerst von JB senkreckt in die Hoke 
steigt, bis B' die Erkebung BB' misst und dann stets kori- 
zontal von B' nack A fortsckreitet. Der Hokenuntersckied 
von A und B wiirde dann gleick BB' gefunden. Man siekt 
aber nun sofort, dass man anstatt dessen auck von B langs 
der Hiveauflacke bis A' fortsckreiten und dann erst von hier 
nach A kinaufsteigen konnte. Im letzten Palle wiirde der 
Hokenuntersckied gleick AA gefunden. Im Allgemeinen sind 
aber A A und BB' keineswegs gleick miteinander; wenn die 
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Fallbeschleunigung zwiscben A nnd A' kleiner ist^ als zwischen 
B und B\ muss, weil fur beide Streckeu gleieb ist, die 

Hohe A A' im selben Verbaltniss grosser sein, als die bei B 
gefundene Hobe BB\ — Die weitere Ausfiihruug dieser Be- 
tracbtungen gebort der boberen Greodasie an. 

Die Kraftlinien dtirfen librigens, wie icb bier nocb be- 
sonders betonen mocbte, niebt mit den Babnen verwecbselt 
werden, die ein im Kraftfelde frei beweglicber materieller 
Punkt einzuscblagen vermag. Wenn der Punkt obne Anfangs- 
gescbwindigkeit in das Feld gebracbt wird, fangt er zwar im 
ersteii Augenblicke seine Bewegung in der Ricbtung der Kraft- 
linie an. Aber nur dann, wenn die Kraftlinie gerade ist (wie 
es genau genug bei der gewobnlicben Fallbewegung zutriflPt), 
vermag der Punkt ibr dauernd zu folgen; im anderen Falle 
biegt er aus leicbt verstandlicben Grrunden alsbald von ibr ab. 

Durcb Vei-bindung der Grleicbung der lebendigen Kraft 
mit der Definitionsgleicbung fur das Potential gelangt man 
scbliesslicb nocb fur den im Felde frei beweglicben Punkt zu 
einem einfacben Resultate. Ftir die Bewegung von einer Stelle 1 
des Feldes nacb irgend einer anderen Stelle 2 bat man beim 
frei beweglicben Punkte nacb dem Satze von der lebendigen 
Kraft 

2 

= -- ^2 = — 4 ; 

1 

wobei zur Abkurzung die lebendige Kraft mit L bezeicbnet 
wurde. Andererseits ist aber nacb Grl. (10) 

2 

1 

und aus der Verbindung beider Gleicbungen mit einander folgt 

F,+4 = F, + 4, (15) 

d. h. die Summe aus potentieller und kinetischer 
Energie bleibt wabrend der Bewegung constant. 
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§ 4. Die harmonische Schwingung. 

Ein materieller Punkt sei einer Centralkraft nnterworfen^ 
die der Entfemuiig vom Anziehungscentruin direct proportional 
ist. So langre er mit dem Anzielningscentruni selbst zusammen- 
fallt, felilt jeder Anlass zu einer Bewegung. Sobald er aber 
durcb. irgend eine aussere Ursacbe ans dieser Gleichgewichts- 
lage entfernt und bierauf sicli selbst iiberlassen wird, fiibrt er 
Scliwingungen urn. die Gleicbgewiclitslage aus^ die man als 
liarmoniscbe oder aucb als einfacbe Sinusschwingnngen 
bezeicbnet und deren Gesetze bier naher untersucbt werden 
sollen. 

Vorber moge indessen nocb daranf bingewiesen werden, 
dass die Bedingungen fiir das Eintreten solcber Bewegungen 
sebr bantig gegeben sind. Vor allem sind es elastiscbe Krafte, 
nnter deren Einflnss liarmoniscbe Scbwingungen zn Stande 
konimen. Denkt man sicb etwa einen Eorper, der als mate¬ 
rieller Punkt aufgefasst werden kann, durcb elastiscbe Bander 
an einer bestimmten Stelle festgebalten, so vermag man ibn 
immer nocb ein wenig aus dieser Rubelage zu entfernen, Dabei 
werden die elastiscben Bander, durcb die er festgebalten war, 
etwas angespannt und diesen Formanderungen entsprecben 
elastiscbe Krafte, die unter Voraussetzung des Hooke’scben 
Gesetzes der Verscbiebung des materiellen Punktes proportional 
und nacb dem Anfangspunkte bin gericbtet sind. tliermit ist 
also in der Tbat das Auffcreteii einer der Entfernung direct 
proportionalen Centralkraft pbysikaliscb verwirklicbt. 

Gewobnlicb kann man freilicb einen Korper, von dem 
man sagt, dass er barmoniscbe Scbwingungen ausfitbre, nicbt 
obne Weiteres als materiellen Punkt anseben. Vielmebr treten 
unter den verschiedensten Umstanden Scbwingungen au£, die 
ibren Wirkungsgesetzen nacb vollstandig mit den barmoniscben 
Scbwingungen eines einzelnen materiellen Punktes zusammen- 
fallen und die man daber aucb selbst als barmoniscbe bezeicbnet. 
Dies trifft z. B. bei den sebr baufig vorkommei^den Dreb^ 
scbwingungen eines Korpers urn eine festliegende Axe, also 
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etwa eines Korpers zu^ der am unteren Ende eines Drahtes 
aufgeliangt ist \md unter deni Einflusse der Torsionselasticitat 
des Dralifces schwingt (Torsionspendel, DreEwaage). Audi selbst 
VorgangC; die ganz aiissertalb des BereicEs der MecEanik liegen, 
bezeicEnet man als harmoniscEe ScEwingungen^ weil sie den 
gleicEen zeitlicEen Verlanf neEiiien^ so dass die in der Dynamik 
des materiellen Punktes dafiir abgeleiteteii Formeln bei ent- 
sprecEender Deutung der darin vorkommendeii BncEstaben- 
grossen oEne Weiteres auf jene F'dle angeweiidet werden 
konneii. Dies trifft namentlidi bei gewissen elektriscEen ScEwin- 
gungen zii. So konimt es, dass die EarmoniscEen ScEwingungen 
eines einzebien materiellen Punktes nur das einfacEste Beispiel 
fiir eine ReiEe yerscEiedener ScEwingungsvorgange bilden^ bei 
deren UntersucEung von den Eier durcEzufiiErenden BetracE- 
tungen init geringen Aenderuiigen inimer wieder GrebraucE 
gemacEt wird. 

Nadi diesen Bemerkungen^ die niir erforderlich scEienen, 
um die grosse Tragweite Eervorzuhebenj die iEm zukomint^ 
wende idi midi jetzt zur BeEandlung des einfacEen Falles, um 
den es sicE Eier Eandelt. Dabei moge zunacEst ausserdem 
nodi angenommen werden, dass die ScEwingungen grad- 
linig erfolgeii. Dies wird sicEer gescEeEen, wenn der mate- 
rielle Punkt etwas aus der GleicEgewicEtslage verriid^t und 
Eierauf oEne Anfaiigsgeschwindigkeit sicE selbst uberlassen 
wurde, denn Kraft und GescEwindigkeit sind daiin waErend 
der ganzen Bewegung stets langs derselben Geraden gericEtet, 
auf der die Bewegung erfolgt. 

Es wird ntitzlidi sein, tiber das Kraftfeld, in deni sicE die 
Schwingung vollzielit, einige mit den im vorigen ParagrapEen 
^ingefiiErten BegriEen zusammeiiEangende Er5rterungen vor- 
auszuscEicken. Die Kraftlinien sind Eier sammtlicE gradlinig 
und nacE dem Anfangspunkte gericbtet. Die NiveauflacEen 
sind concentriscEe Kugelflachen. Die StufenflacEen der Poten- 
tialtreppe liegen um so enger zusammen, je weiter man sicE 
Yom Anfangspunkte entfernt. WaElt man die Constante Fo i^i 
Gl. (10), wenn 0 den Anfangspunkt bedeutet, gleicE Null, so 
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wird das Potential Va im Abstande a nacb jener Grleichunj 

a 

Va=J‘ 'ios • dx = c Y • 

0 

Hierbei ist namlicb die Kraftlinie als Integrationsweg gewablt 
c ist ein Proportionalitatsfaktor^ durch dessen Multiplikatioi 
mit X die Kraft im Abstande x gefimden wird^ also mit anderei 
Worten die Intensitat des Feldes im Abstande 1 vom Anfangs 
punkte. Das in 61. (10) Yor dem Integrale stebende Minus 
zeichen fallt bier weg, denn in unserem Falle ist ^ nacb den 
Anfangspunkte gericbtet und ist, weil wir Yon 0 nacb A 
bin integriren, entgegengesetzt gericbtet. Fiir erbalt mai 
daber bier — cx • dx, 

Der Ausdruck fiir das Potential F giebt zugleicb die 
elastisebe Formanderungsarbeit jener Bander oder Tbeile an 
die den materiellen Punkt in die Rublage zuriickzufiibrer 
sueben. In der That ist im Yorliegenden Falle das Potential 
nur eine andere Bezeiebnung fiir die in der Festigkeitslebre 
unter dem Namen Formanderungsarbeit so bilufig benutzte 
Grosse. 

Je weiter wir uns Yom Anfangspunkte entfernen, destc 
grosser wird F. Im Verlaufe der Bewegung eines sicb selbsi 
iiberlassenen Punktes bleibt aber nacb 61. (15) die gesammte 
Energie F-f- A constant. Daraus folgt, dass der Punkt immei 
innerbalb jener kugelformigen IsTiYeauflacbe bleiben muss, derer 
Potential grade gleicb dieser Gesammtenergie ist. Sebon bier- 
aus folgt, dass die Bewegung jedenfalls in einer Sebwingung 
besteben muss. 

Die djnamiscbe Grundgleicbung liefert sofort die Diffe- 
rentialgleicbung der Bewegung. Icb wable die Ge]*ade, langg 
der die Sebwingung erfolgt, zur X-Axe, bezeiebne die Mass€ 
des materiellen Punktes mit den Proportionalitatsfaktor, dei 
die Intensitat des Feldes besebreibt und der als gegeben zr 
betrachten ist, wie Yorber sebon mit c; dann lautet die Gleicbung 

(Px 
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Durcli das Minuszeiclien ist dem Umstande Redmimg getragen^ 
dass die Kraft nach dem Ursprunge geht, wahrend die Ab- 
scisse X nacb aussen bin wacbst. — Von Gl. (16) kennt man 
die allgemeinste, also mit zwei Constanten versebene Losung; 
sie lautet 

X =^Asmat -\-B cos at, (17) 

worin A nnd B die willkxirlicben Integrationsconstanten be- 
deuten^ a aber eine Constante ist, die aus Gl. (16) gefunden 
wird. Differentiirt man namlicb x zweimal nach t, so erbalt man 

= — a\A sin 6:3^ + cos at), 

also voni Minnszeicben abgeseben, das ci'^-facbe von x. Nacb 

3G C 

GL (16) soil dagegen-^ das —--facbe von x sein. Daraus 
folgt, dass jedenfalls 

“ -Vi ( 18 ) 

gesetzt w'erden muss. Weim dies gescbiebt, befriedigt aber 
GL (17) die Differentialgleicbung (16) identiscb. 

Es bleibt jetzt nur nocb ubrig, die Integrationsconstanten 
A und B aus den Grenzbedingungen zu ermitteln. Zu diesem 
Zwecke moge festgesetzt werden, dass die Zeit t von einem 
Augenblicke an gerecbnet Tverden soil, in dem x gleicb Null 
war. Dazu muss nacb GL (17) das den Cosinus der Zeit ent- 
haltende Glied verschwinden, also jB = 0 sein. Es bleibt 
biernacb 

x—A^mat (19) 

und die bier nocb vorkommende Integrationsconstante A bat 
eine einfacbe und leicbt ersicbtlicbe Bedeutung. Sie stellt 
namlicb den grossten Wertb dar, den x im Yerlaufe der Zeit 
periodiscb immer wieder annimmt, wenn der Sinus gleicb der 
Einbeit wird. Hiemacb ist A der grosste Scbwingungs- 
ausscblag oder die Amplitude der Scbwingung. Diese muss 
entweder direct gegeben sein oder sie muss sicb aus den Am 
fangsbedingungen, die bekannt sein miissen, wenn man im 
Stande sein soli, den weiteren Yerlauf der Bewegung voraus- 
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zusageH; bereclmen lassen. Ware z. B. die Grescliwmdigkeit Vq 
bekaimt, mit der der Punkt zu Anfang der Zeit durcb den 
Gleicbgewicbtspiinkt ging, so Latte man aus GL (19) 

aA cos cct, also 

nnd Lieraus folgte 

V . . V • 

A = -- und scLliesslicL x = -- sin at. 

a a 

Der WertL x in Gl. (19) nimmt otters wieder die fruLeren 
Wertbe an. Dies gescLieht jedenfalls immer dann -wieder^ 
wenn der Winkel^ von dem der Sinus genommen werden soil, um 
eine voile UmdreLung oder um 2% gewaclisen ist. Auch in 
der ZwiscLenzeit nunmt der Sinus nocL einmal den anfang- 
lichen WertL an. Je nacL der Lage, von der man Lierbei 
ausgeLtj dauert es aber bis daLin verscLieden lang. Man 
acLtet dalier nicht auf diese erste WiederkeLr des Punktes in 
die vorige Lage, sondern erst auf die folgende^ die stets nacL 
ZuwacLs des Winkels at um 2jr erfolgt und von der ab sicL 
nacLLer beiin weiteren Verlaufe der Zeit der Bewegungsvorgang 
genau wieder in derselben Weise wiederLolt. Man nernit die 
Zeit^ die waLrend dessen verstreicLt^ also jene Zeit^ die einem 
AnwacLsen von at um 2it entspricLt, die Dauer einer voilen 
ScLwingung. WaLlt man dafxir den BucLstaben I\ so Lat man 

= 2^1/7- (20) 

Besonders zu beacLten ist Lierbei^ dass T ganz unab'- 
Langig von A, also von der Amplitude der ScLwingung 
ist. Die ScLwingungsdauer Langt vielmeLr nur von der Masse 
des scLwingenden Punktes und von der durcL den Paktor c 
ausgedriickten Starke der elastiscLen Kraft ab^ die ihn nacL der 
GleicLgewicLtsIage LinzieLt. Man nennt solcLe ScLwingungen^ 
deren Dauer unabLangig von der Grosse des ScLwingungs- 
ausscLlags ist^ isochron und die Liermit ausgedriickte Eigen- 
schaft ist als die wicLtigste der harmonischen Schwingungen 
zu betrachten. 
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Zuweilen zieht man es vor^ die Schwingung nnr wahrend 
der Zeit zu betraclaten, in der die ganze Scliwingimgsbalm 
einmal in einein bestiinmten Sinne durcblaufen wird^ also die 
Riickkehr des Punktes gar nickt abznwarten nnd als Sckwin- 
gungsdauer nnr jene Zeit zu reclmen, in der sin you — 1 
bis -j- 1 wackst. Dabei nimmt der Winkel at um tc zu nnd 
diese einfacbe Scbwingnugsdauer, wie man sie zum Unter- 
sckiede von der vorigen nennt, ist genau die Halfte von T. 

Bisker war nur von der gradlinigen karmoniscken Sckwin- 
gftng die Rede, Der allgemeinere Fall, zn dem ick jetzt uber- 
geke, lasst sick aber in ganz aknlicker Weise erledigen. Er 
liegt immer dann vor, wenn der beweg- 
licke Punkt zu irgend einer Zeit einmal 
eine Gesckwindigkeit katte, deren Ric.k- 
tungslinie nickt durck den Anfangspnnkt 
ging, nnd weiterkin okne aussere Ein- 
wirkung den Kraften des Feldes uber- 
lasseu wurde. In Abb. 7 bedeutet 0 das Kraftcentrnm (oder 
die Gleickgewicktslage des beweglicken Punktes), A die Lage, 
die der Punkt zur Zeit t einnimmt und b die Gesckwindigkeit. 
Die elastiscke Kraft kann kier nack Grosse und Ricktung 
durck den Ausdruek 

— cx 

dargestellt werden, wenn c dieselbe Bedeutung kat wie vorker. 
Durck das Minuszeicken wird ausgedriickt, dass die Kraft dem 
Badiusvektor t entgegengesetzt gericktet ist. Die dynamiscke 
Grundgleickung lautet jetzt 

dH 

und deren allgemeine Losung ist 

r = 81 sin 35 cos atj 

wenn wiederum SI und 93 die Integrationsconstanten bedeuten, 
die aber jetzt als gericktete Grossen aufzufassen sind, wakrend 
cc dieselbe Bedeutung wie vorker kat, also gleick dem durck 
Gleickung (18) angegebenen Wertke zu setzen ist. In der 

Pi>ppl, ])yiiamik. 2. Aufl. 3 
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That liberzeug-t man sich durch Einsetzen des angegebeneB 
Ansdrucks in die Differentialgleichung leicht, dass diese durcb 
ibn fiir jede beliebige Wahl von 81 und S? erfilllt ist. — Zu 
A -n -Pang der Zeit t inoge r gleicb a und die Grescbwindigkeit ti 
gleicb tio gewesen sein. Hierdurcb bestimmen sick die Inte- 
grationsconstanten zu 

iB = a und 91 = ^, 

O' ^ • 

so dass nach Einsetzen des Werthes von a die voUstandig 
bestimmte Losung lautet ' 

r = (21) 

Auch diese Beweguug ist eine periodisclie;, denn sobald dei 

Wiuiel um 2 gewaclisen ist, wiederholen sich in der- 

selbeu Eeibenfolge wieder alle Werthe des Eadiusvektors r 
von Neuem. Der bewegliclie Pnnkt durclilauft demnacL. in 
steter Eeikenfolge nnbegrenzt oft eine in sick geschlossene 
Curve. Die Zeit, die er zu einem vollen Umlaufe brauckt, 
nennen wir wieder die Dauer einer vollen Scbwingung und 
bezeicbnen sie wiederum mit T, Dabei wird T aus der Be- 
dingung 

T'\/^ = 2%, also r=2;t]/™ 

gefunden. Dieser Wertb stimmt aber genau mit dem in Gl. (20) 
fiir die geradlinige Scbwingung gefundenen liberein. Wir er- 
kennen bieraus, dass die Scbwingungen aucb nocb im 
allgemeinsten Falle isocbron sind, d. b. dass die 
Scbwingungsdauer nicbt nur von der Grosse des Aus- 
scblags, sondern aucb von der besonderen Gestalt der 
Babn unabbangig ist. 

Es fragt sicb jetzt nocb, welcbe Form die Babn besitzt. 
Aucb diese Frage kann mit Hillfe von Gl. (21) sofort beant- 
wortet werden. Diese Gleicbung bildet namlicb in der Sprache 
der Vektorenrecbnung scbon von selbst die Gleicbung der Babn 
und zwar stellt sie die Gleicbung einer Ellipse dar, deren 



§4. Die harmonisclie Sciwingung. 


36 


Mittelpimkt mit deni Kraftcentrum 0 zusammenfallt. Da aber 
die analytiscbe Greometrie beutzntage an Stelle der Vektoren 
stets mit deren Componenten oder Coordinaten recknet, bleibt 
mir noch iibrig, Gl. (21) in zwei Componenten zu zerlegen^ um 
damit auf die ubliciie Darstellnngsform zu kommen. Um diesen 
Uebergang auf moglicbst einfache Art bewirken zu konnen^ 
nebme ich an, dass als Anfangspunkt der Zeitrecbnung, auf 
den sich aucb die zusammengehorigen Wertbe von a und tJo 
bezielien, ein Augenblick gewablt worden sei, in dem sick der 
beweglicke Punkt gerade im grossten oder auck im kleinsten 
Abstande vom Kraftcentrum befand. Dann stekt in diesem 
Augenblicke die Bewegungsricktung recktwinklig zum Radius- 
vektor, d. k. es ist J_ a. Hiermit entsprecken die beiden 
Glieder auf der recbten Seite von Gl. (21). sckon von selbst 
den beiden recbtwinkligen Componenten von r. Wenn wir 
dann nock die Ricktiing von a zur Ricktung der X-Axe waklen 
und die K~Axe in die Ricktung von IIq legen, erkalten wir aus 
GL (21) fur die Componenten x und y you x, d. k. ftir die 
Coordinaten des beweglicken Punktes die Gleickungen 


X — a cos t 



y = 




Aus diesen beiden Gleickungen eliminiren wir den verander- 
licken Winkel mit Hiilfe einer sekr bekamiten Umformung, 
indem wir 


sin^ t'l/ — -f" 
r on ' 



setzen. Damit sind wir aber in der Tkat zu der gewolinlicken 
Form der Mittelpunktsgleickung einer Ellipse gelangt, deren 

Halbaxen gleick a und gleick sind. Diese Ellipse 

bildet die gesuckte Bakn deis beweglicken Punktes. 

Nebenbei sei darauf kingewiesen, dass auck bei der karmo- 
niscken Sckwingung der vom Kraftcentrum gezogene Radius- 
vektor in gleicben Zeiten gleiche Flacken uberstreickt, da diese 
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Eigenschaft^ wie fruher bewiesen wnrde, alien Centralbewegungen 
zukommt. 


§ 5. Gredampfte Scliwingungen. 

Die bisher untersucbten Scbwingungsbewegungen miissten, 
wemi sie einmal angeregt waren und dann vor alien ausseren 
Storungen gescbiitzt werden konnten^ unbegrenzt lange an- 
danern, olme jemals zu erloschen oder sicb anch nnr irgendwie 
ZTi verandern. In Wirklicbkeit beobacbten wir aber stets^ dass 
eine einmal angeregte Schwingung allmablicb ^^abklingt^^^ d. b. 
dass die Scbwingungsanssclilage allmablicb immer kleiner wer¬ 
den, bis sie sicb zuletzt jeder Wabrnebmung entzieben. Der 
Grnnd dafiir ist in besonderen Bewegungswiderstanden, wie 
Reibung, Luftrwider^tand, nnvollkommene Elasticitat u. s. w. zu 
sneben, die bisber vernacblassigt warden. Um uns dem wirk- 
licben Vorgange mebr zu nabern, wollen wir jetzt annebmen, 
dass ausser der elastiscben Kraft des Feldes aucb nocb ein 
„dampfender Widerstand^^ von ,irgend einer Art auf den beweg- 
licben Punkt einwirke, der in jedem Augenblicke der Bewegung 
des Punktes entgegen wirkt. Zugleicb rniissen wir aber, uni 
die Aufgabe zu einer bestimmten zu macben, nocb eine nabere 
Voraussetzung iiber das Wirkungsgesetz dieses Widerstandes 
einfubren. Es stebt nun zwar frei, die Recbnung unter ver- 
scbiedenen Annabmen dieser Art durcbzufiibren und sicb im 
gegebenen Falle dann fiir jenes Widerstandsgesetz zu entscbeiden, 
bei dessen Wabl die Recbnungsergebnisse am besten mit der 
Beobacbtung ubereinstimmen. Man begniigt sicb aber fast 
stets mit der einfacbsten Annabme, die sicb macben lasst, 
namlicb dass der Widerstand in jedem Augenblicke der Ge- 
scbwindigkeit der Bewegung proportional sei. Wenn der dain- 
pfende Widerstand in der Hauptsacbe im Luftwiderstande be- 
stelit und die Gescbwindigkeiten der ’ Schwingungsbewegung 
nicbt sehr erbeblicb sind, trifft diese Annabme, wie aus der 
TJebereinstimmung der daraus abgeleiteten Formeln mit den 
Beobacbtungen zu scbliessen ist, in der That ziemlicb genau 
zu. Nocb besser ist die Voraussetzung erfiillt, wenn die Dam- 
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pfang etwa dadurcli erfolgt^ dass ein Magnet in der Nahe einer 
B^upfermasse schwingt^ wobei die elektriscben Strome, die durch. 
die Bewegung in deni Kiipferkorper inducirt werden, einen sekr 
kraftigen dainpfenden Widerstand anf die Sckwingungsbewegnng 
ausiiben. Dieser Pall liegt ^bei vielen pbysikalischen Mess- 
instrmiienten Yor. 

Wie dies aber ancb sei^ jedenfalls werde icb micb bier 
aiif die Untersucbnng des Falles bescbranken^ dass der dam- 
pfende Widerstand genau genug als proportional der Grescbwin- 
digkeit angeseben werden kann. Wenn ausserdem zunacbst 
der Einfacbbeit wegen voransgesetzt wird, dass es sicb um 
eine gradlinige Scbwingang handle, nimmt die dynamiscbe 
Grrundgleicbung bier die Gestalt an 


■m 


d-x 

lip 


= — cx 


j dx 

^li' 


( 22 ) 


Sie nnterscbeidet sicb von der friiberen nur dadurcb^ dass das 

d X 

Olied Jc anf der recbten Seite nen binzngetreten ist. Dieses 

Grlied entspricbt aber seinem Bane naeb der Annabme^ die wir 
fiir den dampfenden Widerstand macbten, denn es stellt das 
Prodnkt ans einem constanten Faktor h, der die Grosse der 
Danipfung im gegebenen Falle misst nnd der Gescbwindigkeit 

^ dar. Wenn man Ic = 0 setzt^ gebt die Gleicbung wieder 

in jene fur die nngedampfte barmoniscbe Scbwingung tiber. 

Das negative Vorzeicben^ mit dem das Dampfungsglied in 
die Gleicbung eingefiibrt ist^ recbtfertigt sicb damit^ dass fiir 

einen positiven Wertb von wenn sicb also der Punkt, wie 

man sagen kann^ anf der Ausreise befindet^ der Widerstand 
sicb dieser Bewegung widersetzt, also nacb dem Coordinaten- 
nrsprunge bin oder entgegengesetzt zur Ricbtung der positiven x 

gericbtet ist. Bei der Riickreise des Punktes ist an sicb negativ; 

damit wird das Dampfungsglied positiv und es zeigt eine Kraft 
an^ die im Sinne der positiven x gebt, die sicb also aucb bier 
der Bewegung-widersetzt. Man erkennt bieraus, dass die Glei- 
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chmig in der angescliriebenen Form in der That jederzeit die 
Bedingnngen der Bewegung richtig wiedergiebt. 

Urn Grl. (22) zn integriren, setze man 

X = Ae^^. 

Fuhrt man diesen Werth in die Gleicliung ein^ so geht sie 
iiber in 

m(a^Ae^*-{- c{Ae^^Be^^) -{-B^eP^) =0. 

Da diese Grieichung fur beliebige Werthe von A. und B idem 
tisch erfiillt sein soli, zerfallt sie in die beiden Grieichungen 

Ae^^ma?' -f- c + l^a) = 0, 

-J- c + Ti^) = 0, 

die fur jeden Werth von i und fiir beliebige Werthe von A 
und B erfiillt sein miissen. Hiernach mtissen, wenn der fiir 
X angegebene Ausdruck die richtige Losung der Gl. (22) bilden 
soil, a und ^ so bestimmt werden, dass die beiden Klammer- 
werthe zu Null werden, d. h. a und /3 sind die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 

c A" — 0 . 

Die Auflosung der Gleichung liefert 



also, wenn wir den hierin vorkommenden Wurzelwerth zur 
Abkurzung mit y bezeichnen, 

_ ^ ^ n _ ^ 

^ 2 m ' ^ 2 m 

Die Werthe von cc und p kdnnten zwar auch mit einander 
vertauscht werden, womit aber an der allgemeinen Form des 
Ausdruckes von x nichts geandert wiirde, da auch A und B 
vorlaufig nur zwei ebenfalls mit einander vertauschbare Syni- 
bole fiir ganz beliebig zu wahlende Werthe sind. — Die all¬ 
gem eine Losung von Gl. (22) ist demnach von der Form 

— ^ t — ^ t 

a; = Ae • er‘ + Be (23) 
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Hier sind mm zwei wesentlicli von einander verscMedene 
Falle zu -untersclieiden, je naclidem der mit y bezeiclmete 
Wurzelwerth reell oder imaginar ist. Im ersten Falle, den. wir 
zunaclist voraussetzen wollen, kaim die Losnng in der Form 
von GL (23) unmittelbar beibebalten werden. Diese Losung 
stellt aber liberhanpt keine ScKwingnng mebr dar, weil x Her 
als eine nich-tperiodiscke Function der Zeit gefunden ist. IsTebmen 
wir, um die femere Untersuchung zn vereinfachen an, dass zu 
Anfang der Zeit t der Punkt mit der Geschwindigkeit durcb. 
den TJrsprung gegangen sei, so erbalten wir fiir die Constanten 
A und 3 die beiden Grenzbedingungen 

woraus man durcb Auflbsen nacb A und J5 findet 

imd — 

Durcb Einsetzen der hiermit bestimmten Wertbe in GL (23) 
gebt diese liber in 

_±_t 

X = e 2^* — e- (24) 

Dieser Ausdruck kann sein Vorzeicben bei wacbsendem t 
nicbt andern, derm ist fur ein positives t immer ein ecbter 
Brucb, wahrend stets grosser als Eins bleibt. Der Punkt 
bleibt also, weim er diese Bewegung ausfiibrt, vom Augen- 
blicke ^ = 0 an stets auf derselben Seite der Coordinatenaxe. 
Fur t — oo liefert GL (24) wieder x = Q, denn aus der Defi¬ 
nition von y folgt, dass jedenfalls grosser ist als y. Der 

grosste Ausschlag, den der Punkt erreicbt, und die Zeit, zu 
der dies gescbiebt, kann nacb der gewobnlicben Tbeorie der 
Maxima und Minima aus GL (24) ermittelt werden, womit icb 
micb aber jetzt nicbt aufbalten will. Jedenfalls ist durcb die 
bisherigen Auseinandersetzungen der allgemeine Yerlauf der 
Bewegung bereits binreicbend gekennzeicbnet. Eine solcbe 
Bewegung beisst eine aperiodiscbe; sie ist dann zu erwarten, 
wenn die Dampfung sehr stark ist (z. B. beim sogenannten 
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baUistischen Galvanometer). Jedenfalls muss der Dampfung^ 
faktor mindestens den Wertk 

^ = 2'|/mc 

erkalten. Sobald k kleiner ist^ vrird der mit y bezeicknet 
Wurzelwertk imaginar und dana treten wieder Schwingunge: 
ein, die wir jetzt weiter untersucken wollen. . 

In diesem Palle ist die Wurzel 





ein reeller Wertk und fiir y konnen wir in den vorausgekeu 


den Entwickelimgen 


setzen. 


y = ^y 

Hiermit gekt Gl. (24) tiker in 




y' %i 

ISTack einer bekannten Formel der Analysis ist aber fiir dei 
kier als letzter Faktor auf der reckten Seite auftretenden Aus 
druck kiirzer siny't zu setzen. Wir erkalten so fur die ge 
dampften Sckwingungen die fertige Losung 


X — e 
7 


%my't. 


(25 


Uebrigens stekt es auck frei, wenn man diesen Uebergang voi 
den imaginaren zu den reellen Wertken vermeiden will^ di( 
Ricktigkeit von Gl. (25) unmittelbar durck Einsetzen in db 
Differentialgleickung (22) und Vergleick mit den vorgesckrie 
benen Grenzbedingungen nacbziiweisen. 

Der Hauptunterschied zwiscken Gl. (25) und der die un 
gedampften karmonischen Sckwingungen darstellenden Gl. (19 


X — A sin a t 


bestekt in dem Hinzutreten der Exponentialfunction e 




all 


Faktor. Solange nock wenig Zeit von Beginn der Bewegun^ 
an verstricken ist^ untersckeidet sick dieser Faktor nur weni^ 


von der Einkeit; die Bewegung erfolgt bis dahin fast ebensc 


wie eine ungedampfte. Wenn die Dampfting k sekr klein ist 
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kann sckon eine gauze Anzakl von Schwingungen verstreicken^ 
bevor sick eine Aenderung des Scbwingungsansscblags bemerk- 
licb macht. Sobald aber t einmal so gTOss geworden ist^ dass 
der ExjDonentialfaktor erbeblich von 1 verscbieden ist^ nimmt 
dann innerbalb Zeiten, die mit dieser vergleicbbar sind, der 
Scbwingnngsaiisscblag sehr scbnell ab. War z. B.- fiir eine 

gevrisse Zeit ^ Exponentialfaktor gieicb y? so ist er nacb 
2t^ gleich nacb 3^ gieicb scbon gieicb 

also in den meisten Fallen scbon ganz nnmerklicb ge¬ 
worden. Dieses rapide Erloscben ist ja iiberbaupt die bervor- 
stecbendste Eigenscbaft der mit Hulfe einer Exponentialfanction 
bescbriebenen pbysikaliscben Gesetzmassigkeiten, 

Die Definition einer vollen Scbwingung muss bier anders 
gefasst werden, als bei der ungedampften Bewegung. Wir wollen 
darunter eine Bewegung aus der Gleicbgewicbtslage nacb der 
einen Seite, die Rtickkebr von da, dann den Ausscblag nacb 
der anderen Seite, bis scbliesslicb der Punkt abernials in der 
Gleicbgewicbtslage angelangt ist, versteben. Es ist nun sebr 
bemerkenswertb, dass aucb die gedampfte Scbwingung 
isocbron ist. In die Gleicbgewicbtslage ist namlicb der Punkt 
immer dann wieder zuruckgekebrt, wenn siny't zu Null wird. 
Dies trifift zu, wenn der Winkel y't wieder um 7t oder ein Viel- 
facbes davon gewacbsen ist. Zur Dauer T einer vollen Scbwin- 
gnng gebort demnacb ein Zuwacbs des Winkels um 2^ und 
daraus folgt 

T = —,= . (26) 

Dieser Ausdruck ist in der Tbat ganz unabbangig von der 
Zeit, die seit Beginn der Bewegung verstricben ist oder von 
dem Wertbe, auf den sicb der Scbwingungsausscblag seitdem 
vermindert bat. Wenn die Scbwingungsausscblage kleiner wer- 
den, nebmen aucb die Gescbwindigkeiten entsprecbend ab, so 
dass zum Durcblaufen der kleineren Wege immer nocb eben- 
soviel Zeit gebraucbt wird, als vorber bei den grosseren. 
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Dagegen ist die Seliwingungsdauer der gedampften 
Scliwiiiguiig grosser als die der ungedampften. — Wenn 
nian A: = 0 setzt^ geht Grl. (26) wieder in Gl. (20) tiber. 

Die Geschwindigkeit v des bewegten Punktes folgt aus 
Gl. (25) durcb Differentiation nacb der Zeit 

k 

dx Vf. ( f 

^ = (y cosy #). 

Die Gescbwindigkeit wird jedesmal zu Null bei einer XJmkebr 
aus einer Bewegungsricktung in die andere. Fiir die Umkekr- 
zeiten kat man daker die Bedingung 


Oder 


y' cos y't — --- sin y't — 0 


, r, 2mr' t/Swc — /c“ 


Diesen Wertk nimmt die Tangente von y't inimer von 
Neuem v^ieder an, -wenn der Winkel y'i um it, 2:t; u. s. f. 
gewacksen ist. Daraus folgt aber, dass die Zeit zwiscken zwei 
aufeinanderfolgenden Umkekrpunkten immer gleick gross und^ 
wie aus Gl. (26) hervorgekt^ gleick der Halfte einer vollen 
Sckwingungsdauer ist. 

Aus der igy't berecknen wir zunaclist siny'if nack der 
ojoniometriscken Pormel 


Sin a ■■ 


tg a 


yi + ’ 

also in unserem Falle nack Einsetzen des ftir tg^'if gefundenen 
Wertkes 


* ' u 
smy t 



me — 
4mc 


(27) 


Wir braucken nur diesen Wertk in Gl. (25) einzusetzen,^ um 
danack die Grosse des Sckwingungsausscklags oder x^ax zu 
berecknen. Diese Sekwingungsamplitude sei mit a bezeicknet 
und ferner^ um sie mit den vorausgegangenen oder den folgen- 
den vergleicken zu konnen, mit cin, vs^obei n angeben soll^ der 
wievielte Sckv^ingungsausscklag seit Beginn der Zeit t grade 
vorliegt. Wir erkalten dann 
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^ y y ^mc ^ 

Oder, wenn man hier ausserdem noeli den Wertli yon y' 
einfiilirt, 



Den genaueren Wertli von muss man sich aus Grl. (27) be- 
reclinet und in den Exponentialfaktor eingesetzt denken. Beim 
naclisten Schwingungsausscblage, der nacli der entgegengesetzten 
Seite bin erfolgt, wird ebenso 

_ k , 

= V^y --- 


gefunden, denn die Bedingung (27) fur die Zeiten der Be- 
wegungsumkehr gilt fiir alle Scbwingungsausscblage in der- 
selben Weise. Geandert bat sicb daber in an^i gegeniiber 
nur der Exponentialfaktor, indein an Stelle von t die Zeit f 
getreten ist. Nun ist aber, wie vorber scbon bemerkt wurde^ 



y^mc — ^ 


biemacb kann anf einfacbe Weise aus 

werden, indeni man 


im ^ 


7tk 




= a, - e 


y 4mc — It?- 


abgeleitet 


(29) 


setzt. Das Verbaltniss ist biernacb constant, d. b. die 

aufeinanderfolgenden Scbwingungsamplituden bilden eine geo- 
metriscbe Reibe. Gebt man zu den natiirlicben Logaritbmen 
•iiber, so erbalt man aus (29) 




lga„4.i = 


7th 


■)/4wc — 


= . 

~ 4 m 


(30) 


Die Logaritbmen aufeinanderfolgender Scbwingungsausscblage 
unterscbeiden sicb demnacb immer um den gleicben Wertb. 
Dieser wird das logaritbmiscbe Decrement der Scbwingung 
genannb Es kann gewobnlicb leicbt durcb unmittelbare Be- 
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obaclituiLg der Bewegung ermittelt werden und Gl. (30) dient 
danE dazn, den Dampfungsfaktor h zii berecbnen. 

Beobacbtet man nur Ausscblage^ die nacb derselben Seite 
geben, so ist das logaritbmiscbe Decrement, wie ans Gl. (30) 
sofort folgt, doppelt so gToss als dort angegeben. Femer kann 
man anstatt der Ausschlage aiicb die Langen der aufeinander- 
folgenden ganzen Scbwingungsbabnen mit einander vergleicben. 
Fiir ein solcbes Verbaltniss hat man nach der Bedeutung 
von a den Ansdruck 


^*71 + 2 + ^71 + 3 

Bezeichnet man nnn voriibergehend zur Abkiirzung das Ver- 
haltniss zwischen zwei anfeinanderfolgenden Ansschlagen mit 
so wird a^j^i == { 1 % n. s. f. imd fiir den vorausgehenden Brucli 
erhalt man 

1 ^ JL 

ft- + ^ * 


d. h. das Verbaltniss von zwei anfeinanderfolgenden Scbwin- 
gungsbabnen ist ebenso gross als das Verbaltniss von zwei 
nacb derselben Seite bin gebenden Ansschlagen nnd das loga¬ 
ritbmiscbe Decrement ist bierfiir doppelt so gross, als der in 
Gl. (30) dafiir angegebene Wertb. 

Der Vergleicb dieses Gesetzes der Abnabme der Scbwin- 
giingsweiten mit der Beobacbtnng bietet ein einfacbes Mittel, 
nm die fiber den dampfenden Widerstand gemacbte Annabme 
anf ibre Ricbtigkeit oder ibre Genanigkeit in einem gegebenen 
Falle zii priifen. 


Anmerknng. Scbliesslich sei nocb bemerkt, dass man aucb 
die krummlinige gedampfte Scbwingung in ganz abnlicber Weise 
bebandeln kann, indem man an Stelle von Gl. (22) allgem ein er 


m 


cPv 

dt^ 


= — or — h 


dx 

dt 


setzt. Das allgemeine Integral dieser Gleicbnng lautet wiedernm 

X = -f S3 * , 

wobei fiir a nnd dieselben Wertbe wie im frfiberen Falle einzu- 
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setzen sind. Anch sonst lassen sich die friiliereii BetracMungen 
sinngemass wiederholen, was als niitzliclie TJebung bier empfoblen 
werden moge. 


§ 6. Erzwungene Scliwingungen. 

Bisher war zuerst angenommen worden, dass die elastiscbe 
Kraft Oder die „Kraft des Peldes^^ allein auf den beweglichen 
Punkt einwirke und dann, dass neben ibr nocb ein dampfender 
Widerstand zu beriicksicbtigen sei. Jetzt woUen wir iinsere 
Betrachtung nocb auf den allgemeineren Fall ausdebnen, dass 
ansserdem zugleicb nocb eine andere^ nnmittelbar gegebene 
Kraft an dem materiellen Punkte angreife. Die in diesem 
Palle zii Stande kommenden Scbiwingungen werden als ^,er- 
zwungene^^ bezeicbnet, im Gregensatze zu den „freien^^ oder, 
wie man gewohnlicb sagt, zu den ^,Eigenscb.wingungen^^ 
des Punktes. 

Die Lebre von den erzwungenen Scbwingungen ist; wie 
ich. zuYor bemerken mochte^ nacb Yersckiedenen Ricktungen 
liin Yon grosser Bedeutung fur die Erklarung pbysikaliscber 
Vorgange. Dabei handelt es sick freilick auck kier wieder 
meist um Falle, bei denen das einfacke Bild des materiellen 
Punktes zur Yollstandigen Besckreibung des Vorgangs nickt 
geniigt. Das kindert aber nickt, dass sick der zeitlicke Ver- 
lauf der Sckwingungen in alien wesentlicken Punkten mit jenem 
deckt, der bei einem einzelnen materiellen Punkte zu erwarten 
ware. Um mit dem Gregenstande Yertraut zu werden, tkut man 
daker am besten, diese Sckwingungsersckeinungen unter Voraus- 
setzung moglickst einfacker Verkaltnisse, also am einzelnen 
materiellen Punkte zu studiren. Man kann sick dabei immer- 
kin Yorbekalten, das Anwendungsgebiet dieser Betracktungen 
unter entspreckender Beriicksicktigung der Besonderkeiten des 
einzelnen Falles spater weiter auszudeknen. So ist es auck zu 
Yersteken, wenn icb jetzt zur Erlauterung der pkysikaliscken 
Bedeutung der uns kier besckaftigenden Untersuckung einige 
Palle erzwungener Sckwingungen als Beispiele anfiikre. 

Wenn man zwei Stimmgabeln von ungefakr gleicker Ton- 
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liolie anf einem TiscLe aufstellt imcl die eine ansctragt^ geratk 
aucli die andere ias Tonen. In diesem FaUe sind es die von 
der ersten Stimmgabel ausgebenden Scballwellen^ die beim 
Auftreffen anf die zweite Stimmgabel an dieser periodiscb 
wectLselnde Krafte ansuben^ die zn den elastiscben Eraften 
dieser Stimmgabel selbst nnd zn ibrem dampfenden Widerstande 
biaziitreten nnd eine Scbwingimgsbewegnng znerst einleiten nnd 
deren -weiteren Verlanf regeln. In solcben Fallen nennt man 
die Bewegnng der zweiten Stimmgabel ancb oft ein ^^Mit- 
sclLwingen^^ nnd die ganze Erscbeinnng fiibrt den Namen 
„Resonanz^^. In anderen Fallen wird der erste Korper^ von 
dem der Anstoss ansgebt, als der „Erreger^^^ der andere als 
der ^^Empfanger^^ bezeicbnet. So kommt bei den bebannten 
Hertz’schen Versncben mit elettriscben Scbwingnngen ein Er- 
reger oder ^^OscillatoF^ vor, von dem die elektriscben Wellen 
aiisgesendet werden nnd ein Resonator oder Enipfanger^ in 
dem erzwnngene Scbwingun’gen entsteben, die dnrcb die an 
ibnerL beobacbteten Erscbeinnngen einen Riickscblnss anf die 
Wellenziige im Lnftranme znlassen. 

Als ferneres Beispiel fiibre icb die Scbwingnngen eines 
Scbiffes an. Wenn dieses im rnbigen Wasser ans der Grleicb- 
gewicbtslage gebracbt nnd dann sicb selbst iiberlassen wird, 
fnlirt es pendelnde Bewegimgen ans, die im grossen Granzen 
den far die gedampften Scbwingnngen abgeleiteten Gesetzen 
folgen. Sobald nun das Wasser selbst in Wellenbewegnngen 
begriJSfen ist, kommen bierzn anssere Anstosse, die zn er- 
z-wongenen Scbwingnngen fiibren. Diese konnen sebr gefabr- 
licb. werden, wenn die Scbwingnngsdaner der WasserweUen 
znfallig ziemlicb genan mit der Scbwingnngsdaner der Eigen- 
scliwmgnngen des Scbiffes znsammenffflt. In diesem Palle 
spricbt man wieder von einer Resonanz der Scbwingnngen, 
womit biernacb ein besonderer Fab der erzwnngenen Scbwin- 
gnngen gekennzeicbnet wird. — Ancb im rnbigen Wasser kann 
iibrigens das Scbiff in erzwnngene Scbwingnngen versetzt wer¬ 
den, wenn eine Mascbine Jn ibm nmlanft, deren Massen nicbt 
so ausgeglicben sind, dass periodiscb wecbselnde Anstosse anf 
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den ScMffskorper vermieden werden. Hierher gehoren ferner 
aiicli die diircli taktmassiges Marsckiren einer Mensckenmasse 
iiber eine Briicke hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen*) 
iind noch manche andere Erscheinungen von verwandter Art. 

Um die erzwungenen Schwingungen naher untersuchen zu 
konnen^ muss man nattirlich zuvor wissen^ welchem Gresetze 
die anssere Ekaft folgt^ die diese Schwingungen hervorbringt. 
Wie aus den zuvor angefiihrten Beispielen hervorgeht^ handelt 
es sich dabei gewohnlich um periodisch der Richtung nach 
wechseliide Krafte. Das einfachste Gesetz eines solchen perio- 
dischen Wechsels wird durch eine Sinus- (oder, was im Wesent- 
liclien auf dasselbe hinauskommt, durch eine Cosinus-) Function 
der Zeit ausgesprochen. Ich werde daher jetzt annehmen^ dass 
auf den beweglichen materiellen Punkt ausser der elastischen 
Kraft und dem dampfenden Widerstande noch eine Kraft von 
aussen her einwirkt^ die gleich 

Psini^i^ 

ist, worin P, d. h. der grosste Absolutbetrag dieser Kraft, 
ebenso wie die Constante 7 ^, von der die Schwingungsdauer 
der Erregungsschwingung abhangt, beliebig gegeben sein 
mogen. 


In einer Abhandlung „Zur Dynamik des Facli-werks“ von 
H. Beissner, Zeitschr, 1 Bauwesen 1899, S. 478 wird z. B. der Versuch 
gemacht, die Schwingungen von Briickentragern auf erzwungene Schwin¬ 
gungen eines einzelnen materiellen Punktes zuruckzufiihren. Hierzu 
dient die Annahme, dass in jedem Augenblicke wahrend der Schwingung, 
die durch einen Stoss an irgend einer Stelle hervorgebracht wurde, die 
elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte aus der Gleichgewichts- 
lage stets derart mit einander zusammenhangen, dass dasselbe System 
von Verschiebungen auch durch eine an der Stossstelle angreifende, 
geeignet gewahlte Einzellast beim ruhenden Trager hervorgebracht 
werden konnte. Nattirlich ist diese Annahme keineswegs genau richtig, 
da die Gestalten, die das schwingende Fachwerk der Reihe nach durch- 
lauft, namentlich auch von der Art der Massenvertheilung abhangig 
sein mussen, auf die hier gar nicht geachtet wird. Zur Gewinnung 
einer ersten Annaherung ist die Annahme aber immerhin vielleicht ganz 
gut verwendbar. 
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An Stelle Yon GrL (22) ist mit Beriicksiclitigung des neu 
hinzutretenden Gliedes jetzt zu sclireiben 

+ = (^ 1 ) 

nnd alle Eigensctaften der erzwungenen Schwingungeii sind 
atis dem Integrale dieser Differentialgleicliuiig abzuleiten. 

Die allgemeine Losimg der GL (31) ist bekaimt; sie setzt 
sich aus drei Gliedem zusammen, von denen die beiden ersten 
mit den willkiirlichen Integrationsconstanten behaftet^ aber von 
P und ri unabbangig sind. Diese beiden Glieder bleiben tibrig^ 
wenn man P gleicb Nnll setzt^ d. h. sie entsprecben fiir sicli 
genommen^ den Eigenscbwingnngen des Pnnktes. Dazu kommt 
dann noeb ein drittes Glied^ das P nnd rj^ aber keine willkiir- 
licbe Integi-ationsconstante enthalt. Dieses Glied bleibt iibrig^ 
wenn die Integrationsconstanten in Folge der Anfangsbedin- 
gungen gleicb Nnll sind, d. b. es bildet ein partiknlares Integral 
der Gl. (31). 

Es erleicbtert die Uebersicbt liber die Recbnungen, wenn 
man dieses dritte Glied, das biemacb fiir sicb genommen, die 
Gleicbung scbon befiiedigen muss, fiir sicb betracbtet. Es 
moge mit bezeicbnet werden; dann ist 

aiy — C sin (r]t -j- 9 ?), (32) 

worin aber nun die beiden neu eingefiibrten Constanten C 
und g) nicbt willkiirlicb sind, sondern durcb Einsetzen von X, 
in die Gl. (31) so bestimmt werden miissen, dass diese Glei¬ 
cbung erfiillt wird. Man bat aus (32) 

= C'''?cos 

^=_ <792^3111(1?!!+ 9)) 

und Gl. (31) liefert daber beim Einsetzen dieser Wertbe 

— mCrj^ sm(7]t cp) cC sm(r]t -f- 9 ?) 

-i-I cCt] Gos(jjt(p) === P smrjt. 
Diese Gleicbung soil fiir beliebige Wertbe der Veranderlicben t 
erfiillt sein. Das ist aber nur mogiicb, wenn zwiscben den 
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CoBstanten gewisse Bezieliungen bestelierL^ zu deren Ableitung 
wir den Sinus und den Cosinus der Winkelsumme nach be- 
kannten gonioinetrisclien Formeln entwickeln. Bei passender 
Zusaminenfassimg der Glieder niinmt dann die Gleicbung die 
Form an 

sin r}t{ cos 9 cC cos <p — kCrj smcp — P} 

-(- cos — mCnq^ sin (p cC sin (p kCrj cos ^) = 0 . 

Damit diese Gleicbung fiir jeden Werth von t bestehe^ muss 
jeder der beiden in. den gescbweiffcen Klammern stebenden 
Ausdriicke^ die nur constante Grossen entbalten^ fiir sicb gleicb 
Null sein. Damit baben wir die beiden Bedingungsgleicbungen 
gewonnen^ aus denen die Constanten C und cp berecbnet werden 
konnen. Setzt man zunacbst die zweite Klammer gleicb Null^ 
so folgt (da C nicbt gleicb Null sein kann^ wenn P von Null 
verschieden ist) zunacbst fiir cp 

= (33) 

Hiermit ist cp als bekannt anzuseben. Aus der Bedingung^ 
dass aucb die erste Klammer verscbwinden muss^ folgt fiir C 

C = —.. ?- __ ("34") 

cos epic — mri^) — lcr\ sin cp ’ 

worin der Winkel (p auf Grund der vorbergegangenen Bestim- 
mung als gegeben zu betraebten ist. 

Mit diesen Wertben von C und 9 stellt Gl. (32) eine 
moglicbe Form der erzwungenen Sebwingungen dar, die aucb 
zur wirklicben wird^ wenn die Anfangsbedingungen passend 
gewablt werden. Da ausserdem die beiden anderen Glieder^ 
die in der allgemeinen Losung noch binzutreten, fiir sicb dem 
Falle P = 0 entspreeben^ also als Eigensebwingungen gedeutet 
werden konnen^ die sicb den durcb 61. (32) angegebenen bin- 
zufiigen; so beanspruebt grade diese particulare Losung unser 
besonderes Interesse und sie soil daber zunacbst weiter erortert 
werden. 

GL (32) stellt eine einfacbe ungedampfte barmonisebe 
Sebwingung dar. Ibre Sebwingungsdauer ist nur von 12 ^b- 

Foppl, Bynamik. 2. Aufl. 4 
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tangig, also imabhangig von cler Sdiwingnngsdauer der Eigen- 
scb-wingungen iind ancla nnabhangig von der Masse des beweg- 
licben Punktes, von der Grosse der elastischen^ Kraft nnd der 
Grosse des dampfenden Widerstandes. Der grosste Ausscblag 
tritt aber nicbt zur selben Zeit ein, in der die erregende Kraft 
ihren grossten Werth P annimint, denn x h*angt nacb Gl. (32) 
von sin('?y?J 9 ?) anstatt von smrjt ab. Ini Uebrigen durclilauft 
aber sin ( 1 ; ^ 9 ) dieselbe Wertbereibe wie sinrjt, wobei zn 
gleicben Wertben immer derselbe Zeitnnterscbied von der 

Grosse — geliort, Man driickt dies dabin ans, dass zwiscben 

n ^ 

der erzwungenen und der sie erregenden Scb^vingung des 
Wertbes von P ein Pbasenunterscbied bestebt. Der zn- 
geborige Winkel 9 ?, der ans Gl. (33) zn ermitteln ist, wird 
der Pbasenverscbiebnngswinkel genannt. Ans dieser Glei- 
cbnng folgt feiner, dass die Pbasenverscbiebnng im Allgemeinen 
klein wird, wenn die Dampfnng h sebr gering ist; wenn sicb 
die Dampfnng ganz vermeiden liesse, wtirde mit ibr ancb der 
Pbasennnterscbied verscbwinden. Pm Fall ist indessen bierbei 
gesondert ins Ange zn fassen, namlicb der, dass rj grade einen 
solcben Wertb bat, nm den Nenner in GL (33) znm Ver¬ 
scbwinden zn bringen. 

Dies triflft zn, wenn 

ist. Vergleicbt man diesen Ansdrnck mit GL (18) in § 4 , so 
erkennt man, dass rj in diesem Falle gleicb der dort mit a 
bezeicbneten Grosse wird, d. b. dass die erregende Scbwingnng 
gleicbe Scbwingnngsdaner mit der Eigenscbwingnng des be- 
weglicben Pnnktes obne Dampfnng bat. In diesem Falle (d. b. 
im Falle der Resonanz, wie icb bier gleicb bmznftigen will) 
wn*d tgg) = 00 y der Pbasenverscbiebnngswinkel also ein recbter. 
Wollte man ancb jetzt Jc = 0 setzen, so wiirde tgq) freilicb in 

der nnbestimmten Form — anftreten. Da aber eine Dampfnng 
tbatsaclilicb niemals ganz vermieden werden kann, ist von 
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diesem Falle abznsehen. Vielmelir rniissen wir ftlr den Fall 
selir geringer Dampfung sagen^ dass bei kleiner Schwingungs- 
daiier der erregenden Schwingiing, also bei grossem der 
Pbasenverscbiebiingswinkel <p positiv und wenig von Null ver- 
scbieden ist. Erst wenn die Scbwingungsdauer der erregenden 
Sckwingung grosser gewahlt wird^ so dass sie der Eigen- 
sckwingungsdauer des beweglicken Punktes nahe rlickt, fangt 
der Winkel cp plotzlicb stark zn wacksen an^ bis er fiir rj = a 
zii einem rechten geworden ist. Wird die Scbwingnngsdaner 
der erregenden Schwingung noch grosser gewahlt^ so wird tg (p 
negativ und nimmt bei binreicbendem Unterscbiede zwiscben r] 
und a bald wieder bis nabezu auf Null ab. 

Scbon ans dieser Betracbtung erkennt man die grosse 
Bedeutung des besonderen Falles, dass rj gleicb oder uabezu 
oieicb mit a wird. Sie tritt aber nocb inebr bervor, wenn 
wir uns jetzt zur Besprecbung der Constanten C wenden^ die 
nacb Gl. (32) die Amplitude der erzwungenen Schwingung 
darstellt. Zunachst lebrt 61. (34)^ dass unter sonst gieicben 
TJmstanden C proportional mit der Scbwingungsausscblag 
also proportional der erregenden Kraft wacbst. Ausserdem 
hangt aber C aucli von der Grosse des Nenners und hierinit 
ganz wesentlicb von also von der Scbwingungsdauer der 
erregenden Kraft ab. 

Eiir ri == a, also im Falle der Resonanz, wie icb diesen 
vorber scbon nannte^ wird der Winkel cp zu einem rechten^ 
sin^ also gleicb der Einbeit und cos^ gleicb Null. Fiir G 
erbalt man daber^ voin Vorzeichen^ das bier gleicbgliltig ist^ 
abgeseben^ 

Dies wird aber fiir den Fall eineS binreicbend kleinen Dam- 
pfungsfaktors A: ein sebr grosser Wertb und wir sind damit 
zur Erklarung der bekannten Erfahrungsthatsacbe gelangt, dass 
sebr grosse Schwingungen namentlicb dann erzwungen w^erden^ 
wenn die erregende Ursache genau oder nabezu in denselben 
Intervallen periodiscb auftritt^ wie sie den Eigenschwingungen 

4 '= 
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des erregten Korpers entsprechen. Auch dann, wenn rj nicht 
genau gleicli a ist, wird 0 noch verhaltnissmassig gross sein. 
Bei einem grosseren Untersctiede zwischen rj xind a wird aber 
C bald sebx viel kleiner; auf diese weitere Diskussion der 
Ponneln kaim icb jedoch rerzicbten. 

Ich komme jetzt zur voUstandigen Lbsung der Differential- 
gleicbung (31), also zum allgemeinsten Falle der erzwungenen 
gradlinigen Sch-vringungen. Jene Griieder, die zar partikularen 
Losuag in Grl. (32) hinzuti-eten, um die allgemeine Lbsung 
fur die gradlinige Schwingung berzustellen, seien zu iUj zu- 
sammengefasst, so dass also 

X = a'j + X.2 

zu setzen ist. Um zu erkennen, welcbe Bedingungen von :i\ 
erfiillt werden miissen, seize icb -j- an Stelle von x in 
die Differentialgleicbung (31) ein. Diese gebt dann iiber in 


[m- $ + 6-.Ui + k + [,n ^ ^ ^]=0. 


Da aber x .2 die Differentialgleicbung scbon selbst erfullte, 
fallen die in der zweiten Klammer zusammengefassten Glieder 
gegen einander fort und man bebalt 


Diese Gleicbiing stimmt aber mit der Differentialgleicbung (22) 
fiir die gedampften Eigenscbwingungen vollstandig iiberein und 
es ist damit die scbon vorber aufgestellte Bebauptung be- 
wiesen^ dass der Bewegungsantbeil^ der durcb dargestellt 
wirdj aus Eigenscbwingungen bestebt. 

Die allgemeine Losung Yon Gl. (22) wurde in Gl. (2b) in 
Exponentialform angegeben. Da aber der Exponent y in 
nnserem Falle als imaginar zu betracbten ist^ fubrt man die 
Exponentialfunctionen besser sofort auf trigonometriscbe Func- 
tionen zuriick. Mit Hulfe der Formeln 

= cos iT + sin X und e- = cos x — i sin x 
erbalt man aus GL (23) 
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X — e [A (cos yt -|- i sin yt) B (cos y't — i sin y't )} 

=: e {{AB) Qo^y't(A — J?) ^ sinT^'^}. 

Daniit clieser Aiisdruck reell wird^ muss man sich unter den 
willkurlichen Constanten A und B jetzt zwei complexe Werthe 
denken, deren reelle Bestandtheile gleich und deren imaginare 
Bestandtheile von gleicher Grosse aber entgegengesetztem Vor- 
zeicben sind. An Stelle der Summe und der niit i multipli- 
cirten Differenz von beiden fubrt man dann besser zwei neue 
Bezeidinungen A^ und B^ ein^ die zwei neue ganz willktirliche 
reelle Constanten bedeuten. Fiir hat man dann 

k ^ 

— e [A^ siny't + B^ cosy'^} (36) 

imd hiermit wird auch die vollstandige Losung der Differential- 
gleichung der erzwungenen Schwingungen bekannt^ namlich 

k 

x = e sin/it-j-^i<^<^s/^j + (7sin(')2i( + 9)- (S'?) 

Dass die Losung vollstandig ist, geht daraus hervor, dass sie 
die beiden willkiirlichen Integrationsconstanten A^ und B^ ent- 
halt^ womit man die Bewegung jedem beliebig gegebenen An- 
fangszustande anzupassen vermag. 

Aus Gl. (37) ist nun sofort ein wichtiger Schluss zu 
ziehen. Man denke sich den Anfangszustand beliebig gegeben 
iind bestimme hiernach A^^ und Dann wird beim weiteren 

Fortschreiten der Zeit der Einfluss des ersten Gliedes wegen 
/.* 

__ f 

des Faktors e , mit deni es behaftet ist, immer kleiner, 
wahrend die Beitrage, die das letzte Glied zu den Ausschlagen 
liefert, constant bleiben, da sich C nicht andert, so lange die 
erregende Ursache unverandert bestehen bleibt. Man erkennt 
hieraus, dass wegen der Dampfung die Eigenschwingungen 
allm*ahlich abklingen und dass der Punkt, nachdem er dem 
Einflusse der erregenden Ursache hinreichend lange libeiiassen 
war, schliesslich nur noch die durch das partikulare Integral x^ 
angegebene Bewegung ausfiihrt. 
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Wir wollen ferner noch den Fall ins Aiige fassen^ dass 
der Punkt zur Zeit ^ = 0 in Ruhe war und erst von da an 
durch die erregende Ursacke zimi Scliwingen gebraclit wurde. 
Die Integi'ationsconstanten und sind dann aus den Be- 

dingiingen zu bestinimen; dass fiir t — 0 , sowokl x als ^ 

gleick Null zu setzen sind. Die erste Bedingung liefert die 
.Grleichung 

0 — C sin cp. 

_ fl rji 

Fiir y-- hat man ferner 
at 


dx 

Jt 


{sin A, + + cos — } 

-f- Cri cos {rit -f- (p) 


und fiir t —() hat man daher die Bedingung 
~ Tm "^1 + 


Die Aufldsung nach den beiden XJnbekannten liefert 

A = (4 cos <p + ^ sin <p )) ^ 

B^— — C sin cp j 


(38) 


Nach Einsetzen dieser Werthe in Gl. (37) kann man aus dieser 
sainmtliche Erscheinungen des Schwingungsverlaufs ableiten. 
Urn nicht zu weitlaufig zu werden^ inochte ich dies jetzt nur 
unter der Voraussetzung thun^ dass die Dampfung sehr gering 
ist^ so dass sie fiir den ersten Anfang vernachlassigt werden 
kann. Mit k — 0 vereinfacht sich dann GL (37) nach Ein¬ 
setzen von und 2?^ aus Gl. (38) zu 


X == (J |.— -A cos cp sin y't — sin cp cos y't -j- sin {rji -j- 99 ) | • 

Zugleich ist aber fiir den Pall A* = 0 aus den Gleichungen (33) 
und (34) zu entnehinen 

ji 

tg (jD == 0 oder oo = 0 und C —-^ • 

. ° ^ ^ c — mri- 

Setzt man auch diese Werthe ein^ so wird 
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a; = {- 7 sm Y't + sin 7?^} ■ (39) 

Beachtet man nodi^ class fiir Z; = 0 

y' =l/-^- 

' } m 

gesetzt werden kann und fuhrt man fur diesen Werth wieder 

die friihere Bezeicknung a ein^ so ertalt man 

JP f . , r] • ,1 

X = —^r“> sin Tj t - - sm at 

m (a- — 7]-) I ' O' J 

Die Bewegung setzt sich liiernacli aus zwei einfachen liarmo- 
nischen Sckwingungen zusammen^ yon denen die eine in der 
)Scliwmgungsdauer mit den Eigenschwingungen, die andere 
mit den erregenden Schwingungen ubereinstiniint. Die beiden 
einfachen Schwingungen interferiren^ wie man sich ausdriickt^ 
mit einander. 

Urn zum Falle der Resonanz xiberzugehen^ nehme ich nun 
weiter an, dass rj und a nur wenig von einander yerschieden 
seien. In diesein Falle wird der Faktor yor der Klammer sehr 
gross. Zugleich wire! freilich unmittelbar nach Beginn der 
Bewegung auch der Ausdruck in der Klammer sehr klein. 
Wenn die Zeit t fortschreitet, andert sich dies aber und es 
kominen dann abwechselnd sehr grosse und sehr kleine Schwin- 
gungsausschlage zu Stande. Dilferentiirt man niimlich x nach t 
und setzt den Differentialquotienten gleich Null, so erhalt man 
als Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum (d. h. fiir 
einen Schwingungsausschlag nach der positiyen oder negatiyen 
Seite der X-Axe) 

0 , 0 ^ rit = cos at 

Diese Gleichung hat zur Folge, dass 
sin = + sin 

sein muss. Wahlt man das obere Vorzeichen, so gelangt man 
nur zu kleinen Werthen des Schwingungsausschlags. Fiir 
solche Werthe yon Z, bei denen das untere Vorzeichen zutriflft, 
kommen dagegen, falls hier zugleich sin at oder sineinen 
der Einheit hahen Absolut werth hat, die ginssen Ausschlage 


I 


'h! 

Jt, 
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zu Stande. Diese abweehselnden Anschwellimgen nnd Ver- 
mindertuigeii der Scbwiiigujtigsaiissclilage (oder der Tonstarke^ 
wenn es sicli um Schallwelleii kandelt) werden in der Aknstik 
als die ^Schwebungen'" der erzwungenen Schwingiing be- 
zeicknet. 

Wenn die Dampfung Ic niclit klein genug ist^ muss natiir- 
lich auf die genaiiere GL (37) zuriickgegrifiPen werden. Ebenso 
muss dies auck bei kleinem I imnier dann geschehen^ wenn 

die Zeit scbon so weit fortgeschritten ist, dass sick ■— merk- 

lick von Null untersckeidet. Die Sckwebungen konnen sick 
daker iminer nur zu Anfang der Erregung bemerklick macken; 
spaterkin eiidscken die Eigensckwingimgen und es bleibt nur 
die Sckwingiing von der Sckwingiingsdauer (oder der Tonkoke) 
der Erregungsquelle zuriick. 

Anmerkung. Aucb fiir den Pall der erzwungenen Schwin- 
gungen kann man (ebenso wie am Scklusse' von § 5 bei den ge- 
dampffcen Scbwingungen) von der gradlinigen Sckwingung, die bier 
vorlaufig uberall voransgesetzt wurde, okne Weiteres zu den Bcbwin- 
gungen in krununlinigen Babnen tibergeben. Die Dilferentialglei- 
cbung der Scbwingung gebt dann in eine Vektorgleicbung uber, 
obne dass sick sonst etwas Wesentlicbes anderte. An Btelle von 
GL (31) bat man bier 

ZU scbreiben imd die partikulare Ldsimg in GL (32) gebt liber in 
tg = ® sin(??^ + 9?), 

wobei fiir cp ebenfalls der Wertb in GL (33) einzusetzen, 6- da- 
gegen als gericbtete Grosse aufzufassen ist, die parallel zu ^ gebt 
und deren absoluter Wertb mit dem frliberen C in GL (34) liber- 
einstimmt. 

Ebenso tritt an Btelle von bier und zwar in Ueberein- 
stimmung mit der Losung fiir die krummlinige gedllmpfte Scbwin- 

wobei % und ® die als gericbtete Grossen auffcretenden Integrations- 
constanten bedeuten. Natiiiiick kann man bei kleiner Dampfun<T 
die zu imaginaren Wertben von a und fiibrt, wieder von den 
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§ 7. Dit? Plant*t(‘.nl}ewegmig. f>7 

♦^xpontaiiinlfunrfzu trigojionietnschfm Functioncn ilber- 

lM‘rn» r rrkennt itiuii aus tl(*r allg<‘ni(»irH»n Ijuming 

r r, -f- r,. 

ass (li<‘ Buhn «l<‘r krtuuiiilitHgcii crzwungcm*!! Schwinguiig iin All- 
(‘inaiiH'n t’urvi* vihi Knhninung biidtd. Nur vvt^nn 

t, f zuOlIHg in rinr Kb<*ni* fullniu ist db* Buhn niin^ tdanit* 
'ur\a‘. Niirli Briusrhtni tii*r KigtniHrhwingungtni gt'ht abur <ii(^ 
wnngnnt* Srhwingung au«’h in allgfuiudnnran I''alh^ in 

rudlinig<‘ Ubfr. 


§ 7. Dio Planotonbowegung, 

Von Kojilnr warnn unf (inunl dor B<M>bachtting dic^ dnd 
nset/iO \^urd^nl: 1) Dio Bbinotoii bovvt^gon Hu*h in 

lllipseiK in oinoni Brcnmjnuikto di(^ S<»nrn» ntobt, 2> <lor 

(ni dor Stnino nach oinoni Planotini goicngtnio liadiuHvoktor 
nHohroibt in gloitdnni Zoiton glotoln» Flib’bon, Bj dio (^uadnito 
in* rnilmtfHzoiinn '/Avni<*r I*binoton vorlialton nicdi wl(^ dio 
ulnni dor gnmson \xm iliror liahnon. Dioso Siitzo gonCigtini 
ir BoHcdiroibung dor IBnnotonbowogung; nio wuron ab(*r roin 
inonuitiwdi nnd orst Nowitut liat oino nioohanistdio Krklilrung 
ir dioHo Bowogungon gt*gobon, iridoin or sio nnf dio Wirkung 
ni AnziohnngHknifton zurdokfOhrto. Wir widlon uiih hi(T 
iostdbi* Atd'giilH* ntollon, wio nio Now ton vorlag. 

Zuniiolist kdnnon wir auf Urund don FlnohonHidzt^H si'ldiosHoiiy 
iSH inndi doni z.woiton K <»|»1 or’nolion Uonot/.o <lio Bowogung tdiioH 
Innottni dnroli oiin* <Vntrulkraft: orkliirt wtwdon kann, dit‘ von 
n* Htnnio auf «loii Planoton auHgoCibt wird. Dan Kc^pIcM*’ 

ho (lOHolz iniWH uns danii dazu ditnion, das Uonotz zu tunnittohu 
i(‘h tloni dioHo Kraft von d(*r KntftTnung dos Planoton von 
n* B(»nno iddiilngt. UaH dritto Ki^plorVho tbwdz ondliob 
lirt tins, in wobdtor Boziohnng di(* Kriifto zn oinainifu* ntolion, 
0 vtni dor Sonno anf vormdiiodono IManoton ill>ortragon word<»n. 

Jotlonfalls kiinnon wir oinntwoilon dio Kraft di<‘ an 
loin Plaiioton angroift, in dor F<»nn 

^ ■ r/Yri (40j 
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darstelleii, in (iw f\r\ t>iin‘ vorliintisi' nulH-kuiiat.' Kiun'ti.ni ,1,-r 
EntfernrniK r 'l<nvn Kriniltcliiii^r iinsciv nil. iisl.- Anfi,n»li,. 
bildet. Ido (Jhdcluiiif;- spriolit .Miistw.nl.ii niir aus, dass f 
ill jodein Auf>-oiil)li<-ko imoli dfin An/.iohimir-.vuinuii Inn I,''- 
riclitet ist. 

Wir hnuiolion '/imiiolist cino anf den Bivnn|>iuikt inv..u:..u.- 
(rleioliunn- dor JOIlipso. Ks winl ho.ssor -mmii. «onn loli dioso 
iiicdit ointiioii aiis dor anaivtisolion (ionniotrio illiornohino. sniid.>rii 

. Sir aiif In* 



Al»l.. M 


kuiinirsi < 
lirr Mllipsr aiiH ilni |»ri 
ilru Brrnn|»Hiik!i‘ii iiii! 
!! srlliht 

ahlriltv In Abb, ■'*" is! S 
liir Smihh*. // tirr 
HmujfMifikl. J »*Hi br 
brl'MU*M' Ibiiikl «irr Kl 
b|»si% t ill*!' |{im!ius \ rktur 

SJ. ib*r \ //J 

siHH antirmi llrriiit 
j»utlk!«‘ lull’ll J tb!|Xt 
HUN ilrill I b'uiri’kr J 


/HI r-"““"2C; vvobei auch <li<* Kxriuitrintiit C. u u* huh liiu* \b 
hiklimg zu (uitiiuhiueu, aln j^rrirlitutr liWiNw* ist. 


AnclererseitB hat alxn* A H <!i«^ biingt* 


limn *b*r i4'jiii/4' 


Paden SAB ist gluicli 2 a. I in uuH/jnlrH«'k«ni, t|iUMinr« 


ich den Vektor ./i/1, wndun’h i<*h zu ninur rtrlilniii^Nlusiui 
Grosse melange, die nur nuidi dun Quadrat dm* abNiiliitni Lhii*xi' 
angieht. I(di setze also 


(r 2f r - 


{ Zil 


f r 


nnd erha,lte mw'h Aunfilhrung dm* Quudririmg, vun 

und Division in it 4 

'■ er d'" r- ■■ (r m, 

Weuii man A am Kmio des Henkrrrlilf*ii lliilbiiifssiu'r 

wilhlt, erkennt man uber, dans 
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ist und die vorige Gleichung kann daher einfacher 

tx = ar — W (41) 

geschrieben werden. Das ist die Ellipsengleichung, die ich 
ableiten wollte., Ehe icb weiter gelie^ mochte icb indessen 
nocb darauf hinweiseH; dass cr aiich gleich er cos g? geschrieben 
werden kann, so dass man durcb Auflosen von Grl. (41) anch 
die gewolmliche Grieichnng der Ellipse in Polarcoordinaten 

. __ 

a — e cos 9 

erhalt, die an Stelle der Benntzung der Vektoren aucb sehr 
leicht aus dem Cosinnssatze fiir das Dreieck SAB abo’eleitet 

o 

werden kann. Fur die weitere Rechnnng ist es aber be- 
qiiemer, die Gleichung in der Form (41) zu benutzen. 

Mein nachstes Ziel ist jetzt die Aufstellung eines Aus- 

d'^x 

druckes fur die Beschleunigung die der Planet erfahrt. 

Dazu differentiire ich Gl. (41). Die eininalige Differentiation 
liefert 

dx dr 

C a -jr, 

dt dt^ 

denn c und h sind constant. Durch nochmalige Differentiation 
erhalte ich 

<rr-r d-r 

dt- dt- 

Oder nach Multiplikation mit m 

d-X d-r 

e . m -ttt = com -r^ • 
dt- at- 

Fiir das Produkt aus Masse und Beschleunigung kann 
man auf der linken Seite die Kraft ^ setzen und wenn man 
hierfiir den in GL (40) gegebenen Ausdruck einfiihrt, geht die 
Gleichung uber in 

./■ , d^-r 

—-txfir) = amj^- 

Damit sind wir auf der linken Seite zu dem inneren 
Produkte aus c und t zuriickgelangt, fiir das man nach der 
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EUipsengleicliuiig (41) seinen Wertli einsetzen kann. Man 
erlialt so 

f{:r){h^-ar) = am%- (42) 

Hiennit sind wir zu einer Gleickung gelangt^ die neben 
der unbekannten Function f(r) noch den gleichfalls unbekannten 

Differentialquotienten ~ enthalt. Diese Gleichimg allein reielit 

daker zur Ermittelung you f{r) nocli nicht aus. Wir miissen 
vielmelu* nock eine Betracktimg zn Htilfe nekmen fiber das 
Gesetz, nack dem der Planet auf seiner Bakn im Yerlaufe der 
Zeit fortsckreitet. 

Zu diesem Zwecke sei der Satz von der lebendigen Kraft 
beniitzt. Die lebendige Kraft des Planeten ist zimackst 

L = vhJj- 

Oder, wenn wir ims die Gesckwindigkeit tJ in zwei Compo- 
nenten zerlegt denken, von denen eine in die Richtung des 
Radiiisvektors ffflt und die andere dazu senkreckt steht, 



Hierin ist u die Winkelgesckwindigkeit, niit der sick der 
Radiusvektor drekt. Ffir diese kann aber auf Grund des 
zweiten Kepler’scken Gesetzes ein einfacher Ausdruck an- 
gegeben werden. Im Zeitelemente dt wird namlich der Sektor 

~ r^udt 

uberstricken und das Produkt ist demnack eine Con- 

stante, die ick mit c bezeicknen will; sie ist nickts anderes 
als die „Sektorengesckwindigkeit" Ikr Wertk folgt iibrigens 
sofort aus der Umlaufsdauer T des Planeten und dem Flacken- 
inkalte der Ellipse, d. k. aus der Gleickimg 

cT=7cah zu c = 

Einstweilen sei aber daffir die einfackere Bezeicknung c bei- 
bekalten. Man hat nun 
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— 

und wenn man dies einsetzt^ geht der Ausdruck fiir die 
lebendige Kraft tiber in 



Die Aenderung der lebendigen Kraft ist nroi gleicb der von 
der Kraft ^ geleisteten Arbeit. Um dies in Form einer Glei- 
chung auszusprechen, differentiire icli L nach t nnd erbalte 

dL _ /dr d-r dr\ 

dt \dt dt^ r® dt) 

Die von ^ im Zeitelemente dt geleistete Arbeit ist gleicb 
— t/*(r) • dx Oder gleicb — rf{r)dr^ 
denn dr ist die Projektion von dx auf x, Nacb Division mit 
dt mnss dieser Wertb gleicb dem DijBferentialquotienten von L 
sein, Hebt man bei der Grleicliung, die so entsteht^ nocb den 

gemeinsamen Faktor auf beiden Seiten weg^ so bleibt 

(If ~ 

Das ist nun eine zweite Gleicbung, die grade wie Grlei- 
cbung (42) ausser f(r) nur nocb den unbekannten Wertb von 

d'^ r 

entbalt. Wir konnen daber beide Grleicbungen nacb diesen 

TJnbekannten auflosen. Es gentigt^ wenn icb bier nur den 
Wertb von f{r) anscbreibe^ der hierbei erbalten wird. Multi- 
plicirt man Gl. (43) mit a und addirt sie zu Gl. (42), so 
entstebt 

f(r) (b^ — ar) — am ^ = — arf(r) 

und bieraus 

f(r) = am ■ 

Scbliesslicb setzen wir nocb den vorber ermittelten Wertb 
der Sektorengeschwindigkeit c ein und finden 
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•» Hiennit ist unsere Aiifgabe iin Wesentliclien gelost. 
die Kraft wird jetzt durct. den Aiisdmck 


Derm 

(45) 


genau nach Grrosse imd Riclitimg angegeben. Icb babe diesen 
Aiisdruck sofort in drei Faktoren zerlegt. Nur der erste Faktor 
ist veranderlicb. Da t ebenfalls die Grosse r besitzt iind nur 
daneben nocb die Ricbtung zuin Ausdrncke bringt^ erkennen 
wir^ dass die Grosse von ^ dem Quadrate des Abstandes von 
der Sonne nmgekebrt proportional ist. Der zweite Faktor ist 
die Masse m des Planeten. Die Bedeutung des dritten Faktors 
bedarf nocb einer besonderen Besprecbung. 

Zu diesem Zwecke zieben wir nun aucb nocb das dritte 
Kepler’scbe Gesetz beran. ITacb diesem ist fur alle Planeten 

das Verlialtniss ^ constant. Nacb Gl. (45) heisst dies, dass 

abe Planeten, wenn sie in gleicbe Abstande von der Sonne 
gebracbt wiirden, gleicbe Anziebung in Bezug auf die Massen- 
einbeit erfabren mussten. Hiernacb sind alle Planeten aus 
Stoffen zusaminengesetzt, die in Bezug auf die Eigenscbaft der 
Gravitation gleicbwertbig untereinander sind. Oder mit anderen 
Worten: Gleicben tragen Massen auf den verschiede- 
nen Planeten entsprecben aucb gleicbe gravitirende 
Massen. 

An dieser Stelle ist nainlicb darauf binzuweisen, dass die 
Bezeicbnung Masse, die bei alien tibrigen Anwendungen der 
Mecbanik stets in dem Sinne gebraucbt wird, den icb ini 
I. Bande dieser Vorlesungen auseinandergesetzt babe, in der 
Mecbanik der Himmelskorper nocb auf einen anderen Begriff 
iibertragen wird, der aber von jenem scbarf auseinander zu 
balten ist. Dies ist im vorbergebenden Satze dadurcb ge- 
scbeben, dass in ihni zwiscben tragen und zwiscben gravi- 
tirenden Massen unterscbieden ist. Die tragen Massen sind jene, 
die auf Grund der Tragbeitserscbeinungen der Materie erkannt 
und gemessen werden konnen, also jene, mit denen wir uns 
frliber ausscbliesslicb bescbaftigten. Der Begriff der „gravi- 
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tirendeii^ Massen ist dagegen neu emgefiilirt. Es sind jene 
Masseri; die nach dem IsTewton’sclaeii Gesetze anziehend auf- 
einander wirken und deren Grosse auf Grund der Gravitations- 
ersdieinungen abgescliatzt wird. An und fur sicli ware es 
durcliaus moglicli; dass man zu ganz yerschiedenen Werthen 
fur gegebene Massen gelangte^ jenaclidem man sie auf die eine 
Oder auf die andere Art abscliatzte. Erst das dritte Kepler- 
sche Gesetz lehrt uns, dass wenigstens innerbalb der Planeten 
kein soldier Untersdiied besteht^ dass yielmelir die nach den 
Anziehungskraften^ die sie aufeinander ausiiben^ abgeschatzten 
Massen ebenso gross (oder im gleichen Verhaltnisse zu ein- 
ander) gefunden iverden, als wenn man diese Massen auf 
Grund des Tragheitsgesetzes ermittelt, Hiermit erklilrt es sich^ 
dass man gewohnlich keinen Unterschied zwischen der tragen 
und der grayitirenden Masse niacht. 

Zugleich weise ich nocli darauf bin, dass es keineswea’s 
im Widerspruche niit den allgemeinen Grundsatzen der Me- 
cbanik ware, wenn etwa plotzlicb auf unserer Erde irgend ein 
Stoff (yielleicht ein seltenes Metall o. dgl.) entdeckt wtirde^ 
yon dem sicb herausstellte, dass das Verhaltniss zwischen gra- 
vitirender Masse und trager Masse bei ihm anders ware, als 
bei alien ilbrigen uns seither bekannten Korpern. Wir wollen 
uns zunacbst tiberlegen, woran man ein abweicbendes Ver- 
balten dieser Art erkennen konnte und um micb dabei be- 
stimmter ausdriicken zu konnen, will ich etwa annehmen, der 
Kdrper heisse X und seine grayitirende Masse ware im Ver¬ 
haltnisse zur tragen doppelt so gross, als bei anderen StofPen. 
Ich denke mir zunacbst auf einer Waage 1 kg dieses Stoffes 
abgewogen. Hierbei kommt die grayitirende Masse in Frage, 
denn das Gewicht, das am Waagebalken mit dem Gewichte 
eines 1 kg-Stiicks im Gleichgewichte steht, kommt yon der 
Anziehung her, die die Erde auf den Korper X ausiibt 
und diese erfolgt nach dem Gesetze der allgemeinen Massen- 
anziehung. 

Xun denke man sich das abgewogene Stuck des Korpers 
X gleichzeitig mit dem gleich schweren eisemen Gewichts- 
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stilcke^ das zuni Abwagen diente^ dem freien Falle libeiiassen. 
An beiden wirkt die gleicbe Ejraft, aber nach der Yorans- 
setznng; die wix tiber die Sonderstellung des Stoffes X ge- 
macbt kaben, ist die trage Masse des Z-Stiickes nur halb so 
gross, als die trage Masse des gleicli scbweren Eisenstiicks. 
Die trage Masse ist es aber, die in der dynamiscben Grrund- 
gleicbimg auftritt. Wii* schliessen, dass die Beschleunigung 
des Stoffes X doppelt so gross sein miisse, als die des Eisen- 
stiicks Oder als die aller librigen irdiscben Kbrper, die man 
bislier darauf bin nntersucbt bat. In der Tbat ist es also die 
durcb die Beobacbtung festgestellte Tbatsacbe der gleicben 
Fallbescbleunigung am gleicben Orte fur alle Korper, die uns 
das gleicbe Yerbaltniss zwiscben trager und gravitirender Masse 
flir die irdiscben Korper verbiirgt. Das dritte Kepler’scbe 
Gesetz debnt diese Erfabrung anf den Raum des Planeten- 
systems aus. 

Kewton war sicb iibrigens, als er das Gravitationsgesetz 
anfstellte, offenbar recbt wobl bewusst, dass trage und gravi- 
tirende Massen nicbt obne Weiteres mit einander verwecbselt 
werden diirfen, dass vielmebr eine besondere Priifung erforder- 
licb sei, inwieweit beide mit einander proportional sind. In 
der That bat er aucb eine Reibe von Fallversucben mit ver- 
scbiedenen Korpern ausgefubrt, um sicb zu llberzengen, ob die 
Fallbescbleunigung in Wirklicbkeit bei alien genau gleicb 
gross sei. Was Kewton notbig erscbien, wird beute meist 
als entbebrlicb angeseben. Man bat in dem jetzt zu Ende 
gelangten Jabrbundert mancbes neue Element entdeckt und 
sobald ein soldier Fund gelungen war, bat man sicb beeilt, 
alle librigen pbysikaliscben Constanten des neuen Ankomm- 
lings zu erforscben. Einen Nacbweis, dass aucb die Fall¬ 
bescbleunigung des neuen Korpers mit dem Wertbe g iiber- 
einstimme, bat man aber wobl in keinem Falle fiir notbig 
gebalten. Es ist freilicb aucb hocbst unwabrscbeinlicb — 
wenn aucb keineswegs unmoglicb —, dass man einmal eine 
Abweichung von dem Gesetze der Constanz von g fiir alle 
Korper entdecken konnte. 
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Ob das Verhaltniss zwischen tragen mid gravitirenden 
Massen auch noch ausserbalb unseres Sonnensystems den glei- 
cben Wertli hat^ als bei uns^ Termag ISTiemand zu sagen. Man 
nimmt dies freilich stillscbweigend gewohnlicb an^ aber nur 
rein hypothetisch, denn Niemand vermag eine Beobachtung 
anzngeben^ die zum Beweise dafiir dienen konnte. Ich babe 
sogar friiber einmal darauf binweisen konnen (in einer Ab- 
handlungj die in den Berichten der Bayer. Akad. d. Wissenscb., 
Bd. 27, 1897 erschien), dass dieses Verbaltniss zwischen beiden 
Arten von Massen ausserbalb des Sonnensystems gelegentlicb 
sogar das Vorzeicben wechseln konnte, so dass sicb gewisse 
Massen nicht anzogen, sondern abstiessen, obne dass diese 
Voranssetznng auf einen Widersprnch mit den vorbandenen 
Beobacbtungen am Fixsternhimmel zu stossen brancbte, wab- 
rend sicb zugleich gewisse Wahrscbeinlichkeitsgrilnde anftibren 
lassen, die einer solchen Vermutbung giinstig sind. 

Innerhalb unseres Sonnensystems kann aber die Propor- 
tionalitat zwischen tragen und gravitirenden Massen im All- 
gemeinen als sicber festgestellt betrachtet werden. Wenn wir 
nacb dieser Erkenntniss zur Deutung von Grl. (45) zurtick- 
kebi:en, kann kein Zweifel mehr daruber besteben, was fiir eine 
Rolle der fiir das ganze Planetensystem constante letzte Paktor 
in dem dort gefundenen Ausdrucke fur die Anziebnngskraft 
spielt. Offenbar hangt namlicb diese Anziehung nicht nur von 
dem Planeten, dessen Masse m schon als Faktor in der Forniel 
auftritt, .sondern auch von den Eigenscbaften der Sonne ab. 
Wenn wir annehmen, dass auch die Sonne aus Stoffen bestebt, 
die in dieser Hinsicht jenen der Planeten gleichen, miissen wir 
schliessen, dass die Kraft ^ auch der Sonnenmasse proportional 
sein muss. Der letzte Paktor, dessen Bedeutung wir nocb 
sucbten, stellt daber entweder die Sonnenmasse selbst oder 
ein Vielfacbes derselben vor. Wenn wir die Sonnenmasse 
mit M bezeicbnen, lasst sicb demnach 61. (45) auch in 
der Form 

= _ 1 . ^. mM 


Foppl, Dynainik. 2. Aufl. 


(46) 
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anschreiben und damit baben wir das Newton sclie Gravita- 
tionsgesetz. Der Faktor K ist eine Constante, die eine be- 
sondere, aus Gl. (46) leicht festzustellende pbysikalische Dimen¬ 
sion bat nnd deren Zablenwertb daber von den gewablten 
Fundamentaleinbeiten abbangt. In astronomiscben Recbnungen 
pflegt man, tmter Uebergebung der in der irdiscben Pbysik 
iiblicben Fundamentaleinbeiten die Maasseinbeiten so zu wablen, 
dass die Constants K in Gl. (46) den Zablenwertb 1 annimmt. 
Mari scbreibt dann Gl. (46) aucb in der Form 

^ 

muss aber dabei wobl beacbten^ dass diese (xleichung nicht 
mehr bomogen in den Dimensionen ist und nur fiir das spe- 
cielle Maasssystem gultig bleibt. Legt man aber dieses zu 
Grunde, so folgt nun auch 

(47) 

womit die Sonnenmasse berecbnet werden kann. Diese Glei- 
chung wird aucb benutzt^ um die Masse Ton Fixsternen zu 
berecbnen^ die einen Begleiter baben^ dessen Bahn sicb be- 
obacbten lasst. Nacb dem^ was icb Torber bieriiber bemerkte^ 
findet man aber bierbei nur die gravitirende Masse und es 
bleibt zweifelbaft^ ob die trage Masse jenes fernen Central- 
korpers dazu in dem uns gewobnten Verbaltnisse stebt. 

Im Wesentlicben bin icb jetzt mit der Untersucbung^ die 
icb tiber die Planetenbewegung mitzutbeilen gedacbte^ zu Ende 
gelangt. Es bleibt mir nur nocb ilbrig, ein paar kurze er- 
ganzende Bemerkungen nacbzutragen. 

Zunacbst erwabne icb^ dass man die Aufgabe nattirlicb 
aucb umkebren, also die Gtiltigkeit des Newton’scben Gravi- 
tationsgesetzes voraussetzen und danacb die Planetenbahnen 
berecbnen kann. Man findet dann als bemerkenswertbe Er- 
ganzung, dass ein in den Anziebungsbereicb der Sonne gekom- 
mener Korper aucb eine Hyperbel oder Parabel als Babn 
bescbreiben kann. In dieser Form macbt die Losung der Auf¬ 
gabe etwas mebr Scbwierigkeiten, weil es sicb dabei um eine 
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Integration lianclelt^ wahrend wir nur mit Differentationen zu 
thnn batten. In der That riilirt aneh die Losmig dieser urn- 
gekehrten Anfgabe gar nicbt von Newton selbst lier, son- 
dern diese Erganzung der Newton’sclien Theorie gelang erst 
Bernoulli. 

Ebenfalls erst nacli Newton (zuerst von Euler) wurde 
darauf bingewiesen^ dass eine Verbesserung der Tbeorie imter 
Beriicksicbtigung des Gesetzes der Aktion und Reaktion er- 
forderlicb sei. Wenn namlicb die Sonne eine Kraft auf den 
Planeten auslibt^ so muss umgekebrt auch der Planet die Sonne 
mit einer ebenso grossen Kraft anziehen. Daber kann auch 
die Some nicht in Rube bleiben. In Rube bleibt vielmehr 
der Schwerpunkt beider Korper und beide bewegen sich in 
Ellipsen um den Schwerpunkt. Wegen der viel grosseren 
Masse der Sonne ist indessen die von der anziehenden Kraft 
an ibr hervorgebrachte Beschleunigung weit geringer als beim 
Planeten und es genilgt daber in erster Annaherung, die Sonne 
als feststehend zu betrachten. 

Auch diese erweiterten Untersucbungen machen beute gar 
keine Scbwierigkeiten mehr. Dagegen ist es bisher noch nicht 
gelungen, das beruhmte Problem der drei Kdrper zu losen. 
Es bandelt sich dabei um die Aufgabe^ die Bewegungen von 
drei materiellen Punkten anzugeben^ die nacb demNewton’scben 
Gesetze auf einander wirken, wenn die Anfangslagen und die 
Anfangsgeschwindigkeiten beliebig gegeben sind. Die Scbwierig- 
keit der L6sung ist indessen nicht in Mangeln der Mecbanik 
begriindet, sondern von rein mathematiscber Art. Die dyna- 
miscbe Grundgleichung liefert namlicb sofort die Differential- 
gleicbungen der Bewegung^ aber die Integi'ation der Gleicbungen 
ist bisher nicht gegltickt^ trotz aller Anstrengungen^ die seit 
langer Zeit von den bervorragendsten Mathematikern auf die 
Losung dieses Problems verwendet wurden. Bei der Tbeorie 
der Mondbewegung und der Storungstheorie^ wo es sich um 
die Beriicksicbtigung der von mehr als einem beweglicben 
Anziebungscentrum ausgebenden Krafte bandelt^ muss man sich 
daber mit Annaberungen begnugen^ die besonders dadurch 
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ermogiiclit werden, dass eine Kraft gegeniiber den anderen 
weit iiterwiegt. 

Anmerkung. Scbliesslich soil noch eine zweite Ableitung 
des Gravitationsgesetzes aus den KeplePschen Gesetzen gegeber 
werden, die vor der vorigen den Yorzug bat, dass sie allgemeiner, 
namlicb aucb anf andere Arten der Centralbewegung anwendbai 
ist und dass sie zugleicb erkenneu lasst, wie die umgekebrte Anf- 
gabe gelost werden kann, die Babn des bewegten Punktes zu be- 
stimmen, wenn das Anziebungsgesetz gegeben ist. — Zuerst scbliesst 
man wieder nacb dem Flacbensatze anf Grnnd des zweiten Kepler- 
scben Gesetzes, dass die beobacbtete Bewegung dureb eine Central- 

d"X 

kraft zu erklaren ist. Die Bescbleunigung des bewegten Punktes 

fallt daber jedenfalls in die Ricbtungslinie des vom Anziebungs- 
centrum nacb ib m gezogenen Radiusvektors. In dieser Ricbtung 
sei ferner nocb ein Binbeitsvektor gezogen, so dass 

r == rti 

gesetzt werden kann. Daraus erbaJt man durcli Differentationen 
nacb der Zeit 

dx _ clx^ , 

dt ^ dt ' dt 

dH _ 19 ^’ ^ I dh‘ 

d¥~'^' dP * " 'dt dt dr- ‘ 

Da der letzte Wertb in die Ricbtung von fallt, erbalten 
wir seinen absoluten Betrag, wenn wir ibn auf X^ projiciren, d. h. 
wenn wir den Ausdruck auf der recbten Seite gliedweise mit 
auf innere Art multipliciren. Wir finden 

dH dH . dr dx. , d-r 

Das zweite Glied auf der recbten Seite verscbwindet, da 
der Grosse nacb constant und nur der Ricbtung nacb veranderlicb 
ist, daber 

, dx. 

dt 

stebt und das innere Produkt aus beiden gleicb Kull ist. Pur das 
erste Glied erbalt man dureb einfacbe Umformung 
dH, ^ d f dx^\ 

*■ dt^ dt Y dt) dt dt 

oder, da das erste Glied der recbten Seite nacb der vorbergebenden 
Bemerkung verscbwindet, 

“ dtli ~ Tt V'u ^ *^1 di) ^ V'W/ ■ 
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Setzt man dies ein, so findet man 



Der Differentialquotient giebt seiner Grosse nacb die Winkel- 


gesciiwindigkeit u an, mit der sicb der Eadiusvektor r oder 
drebt und da es bei dem Quadrate nur auf die absolute Grosse 
ankommt, erhalten wir daher scbliesslicb fiir die Bescbleunigung 
des bewegten Punktes den einfacben Ausdruck 





(47a) 


Diese Gleicbung gilt fiir jede Centralbewegung, also fiir jede 
Bewegung, von der wir entweder aus der Beobacbtung wissen, dass 
die Sektorengescbwindigkeit constant ist oder bei der von vorn- 
herein vorausgesetzt wird, dass sie durcb eine Centralkraffc bervor- 
gebracbt wird. 

Urn auf die Planetenbewegimg 7 ai kommen, nebme man die 
scbon vorber erwabnte Gleicbung der Ellipse in Polar-Coordinaten 

_ 

a—e cos 9 

binzu, aus der durcb Differentation nacb der Zeit zunacbst 


(It 


(ci—e cos 9 )- 


y • e sin (p • u ■■ 


r- 

— -p sm 9 


tblgt. Hierbei ist aber nocb zu beacbten, dass rhi nacb deni 
Placbensatze constant ist und gleicb dem Doppelten 2 e der Sektoren¬ 
gescbwindigkeit c gesetzt werden kann. Man bat daber aucb 
dr 2 ce . 


und daraus durcb nocbmalige Differentation 

dS' 2 ce 

==-cos 9 • w 

d tr O- ^ 


oder, indem man fiir cos 9 seinen Wertb aus der Ellipsengleicbung 
einsetzt und u in r ausdriickt, 

(Pr _ 2 c <.ir — 1)- 2 c 

~ ¥ r ¥ ‘ 


Setzt man diesen Wertb in GL (47a) ein und druckt aucb 
dort in c aus, so erbalt man 


4c^ ar — 

_ if!)_t 

4c-a 


JT ' ^8 - 

,.3 ) — *1 

• — - 

*1 


wenn zuletzt nocb fiir c der friiber scbon dafiir aufgestellte Wertb 
eingesetzt wird. Multiplicirt man nocb mit der Masse m des Pla- 
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neten, so erlialt man wieder die frlilier schon auf anderem Wege 
abgeleitete Eormel (45) fiir das Gravitationsgesetz. 

Um ferner die nmgekelirte Aufgabe zu losen, die zn 
einem angegebenen Anziehungsgesetze gelidrige Babn des 
bewegten Punktes zn finden, gebt man ebenfalls von GL (47a) 
ans, indem man sie mit dem fur das Anzieliungsgesetz gegebenen 
Ansatze verbindet. Pilr das Newton'scbe Gravitationsgesetz z. B. ist 

d-x /i* 

dt- r-’ 

wenn k eine von den Massen (und den gewablten Einbeiten) ab- 
bangige Constante bedeutet. In Verbindung mit GL (47a) folgt 
darans 

A- _ d-r 



Hiermit bat man scbon eine Differentialgleicliung, die r als 
Fnnktion der Zeit darstellt. IJni darans die Bifferentialgleicbung 
der Babn zu finden, betracbte man den Winkel cp als die nn- 
abbangige Yeranderlicbe, von der t und r unbekannte Eunktionen 
sind. Aus 

dcp _ _ 2 c 


folgt dann zun^cbst 
dt _ 
d(p 


2c 


Oder aucb 


2 c 


iL 

dcp 


und wenn man dies in GL (47 b) einsetzt, 




wofiir aucb 

" ^ \dt) ^ r 

Oder aucb 

. d (dr dqp\ , ^ 4 c- 

und scbliesslicb 

aucb 




(47c) 


gescbrieben werden kann. Hiermit ist die Zeit eliininirt und man 
bat die Bifferentialgleicbung der Babn, durcb' die r als Eunktion 
von 9 dargestellt wird, vor sich. Die Integration kann leicbt 
ausgefiihrt werden. Man fiibi'e dazu eine neue Yariable ^ ein, 
indem man 


1 
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setzt, wobei z ebenso wie r als Funktion von 9 zu betracbten ist. 
Bann folgt 

(U _ 1 dr 

dcp dcp 


und Gl. (47c) vereinfaclit sick kiermit zu 

1 '“■) d~z I 7 1 9 

“ ^ d 9^ + /^ = 4 

deren allgemeines Integral 

r ^ ^ sin 9 ~|- cos go 


(47 d) 


(47e) 


lautet, worin A und JB die aus den Anfangsbedingungen zu er- 
mittelnden Integrations-Constanten bedeuten. Die Gleickung der 
Baku lautet daker 

= -^y-.... (47 f) 

A sin (p £ cos cp 


und dies ist allgemein die Gleickung eines Kegelscknitts. Die 
weitere Diskussion der Gleickung katte an dieser Stelle keinen Zweck. 


§ 8. Nakerungstkeorie fiir das einfacke PendeL 

An einem Faden, der als gewicktslos und iinausdeknbar 
betrachtet werden kanii^ hange ein kleiner sckwerer Korper 
herab^ den man als materiellen Punkt ansehen kann. Man 
soil die Bewegung angeben^ die dieser Punkt unter dem Ein- 
flusse der Schwere^ aber ohne Beriicksichtigung des Luftwider- 
standes und anderer Nebenumstande ausfiihrt, wenn er aus 
seiner Gleickgewichtslage gebracht und nack Ertheilung einer 
niit den Bedingungen der Aufkangung vertraglicken^ sonst 
aber beliebigen Geschwindigkeit sick selbst iiberlassen wird. 

Anck das durck die erwaknten Voraussetzungen verein- 
fackte Problem der Pendelbewegung mackt nock erkebliche 
Schwierigkeiten. Diese verringern sick aber bedeutend^ wenn 
man sick ferner nock anf die Untersuckung unendlick kleiner 
Pendelsckwingungen beschrankt. Wirklick unendlick kleine 
Schwingungen konnen nun freilick keinen Gegenstand der 
Beobacktung bilden und iiberhaupt keinen Anspruch au£ pky- 
sikalische Bedeutung macken. Sekr kaufig sind aber die 
Scliwingungsbaknen wenigstens ziemlick klein gegentiber der 
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Lange des Aufhangefadens unci man gelangt dann zu einer 
angenaberten Losimg der Aufgabe^ die um so besser zu- 
trifft^ je kleiner jenes Verhaltniss in Wirklichkeit ist. Dess- 
lialb soUen die Scliwingungen bier unter der Voraussetzung 
untersucbt werden, dass sie als iinendlicb klein angeseben werden 
konnten. 

Scbliesslicb soil zunacbst ausserdem nocb aiigenommen 
werden, dass die Pendelscbwingungen in einer dnrcb den Auf- 
bangepunkt gelegten lotbrecbten Ebene erfolgen. Dass eine 
solcbe Bewegung iiberbaupt moglicb ist, siebt man sofort em; 
sie muss immer dann zu Stande kommen, wenn die Anfangs- 
gescbwindigkeit des materiellen Punktes in der durcb den 
Faden gelegten lotbrecbten Ebene entbalten ist. 

Die Babn des Punktes ist ein unendlich kleiner Kreis- 
bogen, der durcb die tiefste Lage gebt, die der Punkt iiber- 
baupt einnebmen kann und sie wird unter dem Einflusse von 
zwei Kraften, namlicb dem Grewichte des Punktes und der 
Fadenspannung bescbrieben. Der Punkt erfahrt beim Durcb- 
laufen der Babn neben Horizontalverscbiebungen aucb Hebungen 
und Senkungen, die aber von bdberer Ordnung unendlicb klein 
sind. Man kann daher von der Vertikalbewegimg des Punktes 
abseben, falls man sicb uberall nur mit der Untersuchung der 
von der ersten Ordnung unendlicb kleinen Grossen begniigt. 
Freilicb darf man dann z. B. den Satz von der lebendigen 

o 

Kraft nicht beranzieben, denn da aucb die Gescbwindigkeit in 
jedem Augenblicke unendlich klein bleibt, ist die lebendige 
Kraft, die von dem Quadrate der Gescbwindigkeit abhlingt, 
ebenfalls unendlicb klein von der zweiten Ordnung. 

Zunacbst scbliessen wir, dass die Resultirende aus Gewicht 
imd Fadenspannung keine Vertikaleomponente von endlicher 
Grosse baben kann. Die Horizontalcomponente ist gleich 
F smcp ( Abb. 9) und daher mit 9 ? unendlich klein von der 
ersten Ordnung. Die Fadenspannung F kann hiernacb von 
dem Gewichte Q nur unendlich wenig verschieden sein, so dass 
wir an Stelle von F sin (p aucb Q sin 99 scbreiben konnen, oder 
mit Rucksicbt auf die Bedeutung von 99 aucb 
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Q 


wenn I die Fadenlange bedeutet. Die Horizontalbewegung des 
Pnnktes erfolgt iinter dem Einflusse dieser Horizontalconipo- 
nenten der Resnltirenden aus imd Q, Wir sehen, dass die 
Kraft proportional mit dem Aiissclilage x und 
nacli der Gleichgewiclitslage bin gericbtet ist. 

Alls § 4 wissen wir aber^ dass eine Kraft, die 
dieses Gresetz befolgt, zu einer einfachen barmo- 
niscben Scbwingnng fiibrt. Wir konnen daber 
die Lebren jenes Paragrapben obne Weiteres auf 
den iins jetzt bescbaftigenden Fall iibertragen. 

Dabei ist nnr an Stelle der dort mit c bezeicb- 
neten Constanten bier 


zn setzen nnd die Masse m im Gewicbte Q aiis- 
ziidriicken. Fiir die Dauer einer vollen Scbwingnng 
erbalt man daber nacb Gl. (20) 

/T^ 

^ * 



T= 2nr)/ 


Ahh. 9. 


Freilicb wird grade bei Pendelscbwingimgen sebr liaufig 
nacb einfacben Scbwingnngen oder „Pendelscblagen^^ gerecbnet. 
So verstebt man iinter einem Sekiindenpendel ein Pendel, das 
die ganze Scbwingungsbabn einmal in einer Sekunde znriick- 
legt, obne die znm Dnrcblanfen der Scbwingungsbabn auf dem 
Riickweg erforderlicbe Zeit mitzurecbnen. Unter der Dauer 
eines Pendelscblages ist daber die Halfte des in Gl. (48) an- 
ffegebenen Wertbes zu versteben. 

o o 


Die Pendelscbwingungen sind biernacb, solange sie tiber- 
haiipt nur als unendlicb klein angeseben werden konnen, 
isochron, also unabhangig yon dem besonderen Werthe des 
unendlicb kleinen Ausschlags. Auch die friiheren Betrachtungen 
liber gedampfte und erzwungene Scbwingnngen lassen sicb sofort 
auf die unendlicb kleinen Pendelscbwingungen iibertragen. 

Ferner konnen wir jetzt auch die Voraussetzung fallen 
lassen , dass die Pendelbewegung eine ebene sei. Sofern nur 
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die Entferniing aiis der Gleicligewiclitslage stets imeiidlicli kleiii 
bleibt, ist die Resultirende aus F und Q iiach der Gleicli- 
gewichtslage bin gerichtet nnd der Entfernimg von ilir pro¬ 
portional. Die Horizontalprojektion der Balm des beweglichen 
Punktes beschreibt demnacb; wie wir aus § 4 wissen^ eine 
Ellipse, deren Mittelpunkt mit der Gleichgewichtslage zu- 
sammenfallt nnd die Scliwingungsdaiier ist ebenso gross wie 
im Palle der ebenen Scbwingungen. 

§ 9. G-enauere Tlieorie der ebenen Pendelschwingungen. 

Die vorigen Betrachtungen reicben zwar gewobnlicb fiir 
die Anwendungen aus. Bei grossen Ausscbliigen werden sie 
aber unzuverlassig nnd es ist daber eine Erganzung notbig, 
die jedocb nur fiir den einfacberen nnd praktiscb besonders 
wicditigen Fall der ebenen Scbwingungen gegeben werden soil. 

Wir mussen bier vor Allem auf die Wege acbten, die 
der materielle Punkt in lotbrecbter Ricbtung zuriicklegt. In 
Abb. 10 sei a der Ausscblag des Pendels, cp gebe die augen- 
blicklicbe Stellung an. Der Hobenunterscbied beider Lagen 
ist in der Abbildung mit ^ bezeicbnet. Er 
ist gleich dem Unterscbiede zwischen den 
Vertikalprojektionen der Fadenlange / in l)ei- 
den Lagen und daber 

0 — 1 (cos 95 — cos a). 

Wir wenden jetzt den Satz von der leben- 
digen Kraft an. Die Padenspanniing F leistet 
keine Arbeit, da sie in jedem Augenblicke 
senki*echt zur Bewegungsrichtung steht und 
die Arbeit von Q ist fiir eine Bewegung aus 
der Lage a in die Lage 9 (oder umgekebrt) 
gleicb Qz (oder — Qz). In der Lage cc ist 
die Gescbwindigkeit und mit ihr die leben- 
dige Kraft gleich ifull. Wenn also von Be- 
wegimgswiderstanden abgesehen wird, muss die lebendige Kraft 
m der Lage w gleich Qz sein. Wir haben also 
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unci berechnen daraus die Greschwindigkeit v in der Lage cp zu 
V = y2gz = y2gl (cos cp — cos a). (49) 

Der Weg im Zeitelemente dt ist vdt Wir kdnnen dafiir 
auch Idp schreiben, so dass also dcp die zur Zeit dt ge- 
horige Richtungsanderung des Fadens bedentet. Hiermit er- 
Ralten wir 

ld(p = dty2gl (cos p — cos a). 

Diese Grieichung losen wir nacli dt anf^ da es uns vor 
Allem darauf ankommen muss, die Zeit zii berechnen, die 
wahrend der Bewegung aus einer Lage in die andere ver- 
streicbt. Wir finden 



dcp 

y cos q) — COS O' 


\50) 


Die ganze Zeit, die der Punkt brauclit, um etwa aus der 
Lage p in die Lage a zu gelangen, folgt hieraus durch eine 
Integration zwischen den Grenzen p und cc. Man wird sicb 
besonders fur die Zeit interessiren, die zum Durchlaufen des 
halben Schwingungsbogens von p = 0 bis p = a erforderlicb 
ist. Wir bezeichnen diese Zeit mit t’ sie ist der vierte Tbeil 
der Dauer einer vollen Schwingung. Denn es ist klar, dass 
bei der Bewegung in umgekebrter Richtung (von p — a bis 
(p = 0) ebensoviel Zeit vergeht als auf clem Hinwege, da die 
Gescbwindigkeit in jeder Stellung nur von ^ abbangt und 
daher in beiden Ffflen gleich gross ist. * Das Gleicbe gilt aucb 
fiir die Bewegung auf der anderen Seite der Gleichgewicbts- 
lage. Fiir t haben wir also 

(( 

i = r . (51; 

" 1/cOS <P — COS CC 

i) 

Die einzige Schwierigkeit der genaueren Theorie der 
Pendelbewegung besteht nun darin, dass dieses Integral nicht 
auf die gewohnlichen einfachen Functionen zuruckgefiihrt werden 
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kann^ sondern ein elliptisches ist. Da jedoch Tafeln der ellip- 
tiscken Integrale bereclinet imd in vielen Formelbuehern ab- 
gedmckt sind, ist darauf niclit viel Gewiclit zu legen. Es 
wird sich nm* dariim handeln, das Integral so umzuformen, 
dass sein Zahlenwerth in eineni gegebenen Ealle obne Weiteres 
in den Tabellen aufgesclilagen werden kann. Ein Techniker^ 
der fiir theoretiscbe Untersnclinngen dieser Art gut veranlagt 
ist^ that auch wegen mancher anderen Anwendungen der ellip- 
tischen IntegTale gut daran, sich an iliren Grebrauch etwa ebenso 
zu gewolmen^ wie an den der trigononietrischen Functionen 
Oder der Logarithmen. 

Zuin Zwecke der vorzunehmenden Uinformung mache ich 
zunachst von der goniometrischen Formel 


cos gp = 1 ■ 


sin 


2 


% ' 2 
Gebrauch. Mit ihrer Hiilfe geht GL (51) iiber in 


t ■■ 



dq) 


a . (p 
sm- Y Y 


(52) 


An Stelle der Veranderlichen go wird jetzt eine neue Ver- 
anderliche eingeftihrt mit Hiilfe der Substitution 


sm - 


sin -- sin 


(53) 


Hiermit wird cp zu cc, wenn f ein rechter Winkel ist. Urn 
dq) in dll) ausdriicken zu konnen, ditferentiiren wir die Gleichung 
und erhalten 

d cp cos = dt sin cos ip 

und hieraus, wenn wii- cos | in sinausdrucken und Grl. (53) 
beriicksichtigen; 


d(p 


2 sin y cos 1 /) 




:df. 


sin-1/j 
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Durch Einsetzen dieser Werthe in Grl. (52) geht diese uber in 

TC 




2 sin cos a}) 


(lip. 


sin^^l sin^ V (1 — sin^ap) 


Hier hebt sich al^er cos ip im Zahler gegen den gieicliwerthigen 
Faktor im Nemier weg u. s. f. unci man behalt 





(54) 


Damit ist die verlangte Umformimg vollzogen^ denn das 
hier noch vorkommende Integral kann bei gegebenem a ohne 
Weiteres in den Tafeln aufgeschlagen werden. Es wird nach 
Legendre^ von clem auch die erste Bereclinting der Tafeln 
herriihrt, die Normalform des elliptischen Integrals erster 
Gattung genannt und mit dem Buclistaben bezeichnet^ wobei 

man den Wertli von sin-^- und die obere Grenze ^ die an- 

deutet; dass das Integral ein vollstandiges ist^ in Klammern 
beifiigt. An Stelle von Gl. (54) kann claker a\ich 

*) ( 66 ) 

gescbrieben werden^ wobei noch zu bemerken ist, dass in 
manchen Tafeln an Stelle von siny kiirzer ein einziger Buch- 

stabe, gewohnlich 6 geschrieben ist. Es wird gut sein, wenn 
ich hier auszugsweise wenigstens eiu paar Werthe der Func- 
^ , tion F anfiihre. Man hat fiir 


o 

o 

II 

2,5« 

5« 

10“ 

F(sin|,f) = 1,5708 

1,5715 

1,5738 

1,5828 

= 30« 

45« 

60« 

75« 

= 1,6858 

1,8541 

2,1565 

2,7681 


20 « 

1,6200 

90 ^. 


oo 
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Man erkennt liierans^ (lass die Pendelbewegung bei grosseren 
Atisscblagen nicbt melir isochron ist. Wenn der Aiissclilag a 

nnr 5^ betriigt (^also y = , ist zwar F nur etwa um 

des Werthes, den es fiir cc = 0^ anninimt^ yergrossert; nachhei 
wachst aber F yiel rascher imd mit ihni die Schwingungsdauer 
Die Daner einer vollen Schwingiing ist iibrigens^ wie schor 
vorher beinerkt wurde^ das Vierfache von t, also 

T^4y'|j’(sinf ,f)- (56: 

Fur unendlich kleine Schwingungen stinimt dies mit GL (48^ 
des vorigen Paragraphen ziisammen^ derm F geht in diesena 
Falle, wie auch aus der Meinen Tabelle entnommen werdei 
kann, in tiber. 

Fur solche Falle scliliesslich, bei denen a zwar noch ziem- 
lich klein ist (yielleicht zwischen 5^ und 30^); bei denen mar 
sich aber mit der Genauigkeit der Annaherungsformel (48^ 
nicht begnugen karm^ benutzt man haufig eine andere Formel 
die eine viel grossere Annaherung gewahrt und die Benutzun^ 
einer Tabelle tiber die Function F entbelirlich macht. Diest 
soil jetzt auch noch abgeleitet werden. Hierzu knupfe ich ar 
GL (54) an und mache darauf aufmerksam^ dass der unte] 

dem Wurzelzeichen im Nenner stehende Ausdruck sin^y sin^i^ 
stets ein ziemlich kleiner echter Bruch bleibt. Hochstens kani 
namlich dieser Bruch den Werth sin^ y annehmen und wem 
z. B. der Ausschlag cc selbst 30^ betragt^ so ist doch sin^™ 

nur etwa 0^067, also jedenfalls gering gegeniiber dem anderi 
Gliede 1 unter dem Wurzelzeichen. In solchen Fallen kani 
man mit geringem Fehler die Wurzel durch einen einfacherei 
Werth ersetzen. Ist namlich m eine Grosse^ die klein ist voi 
der ersten Ordnung, so ist bis auf Grossen von der zweitei 
Ordnung genau 

Oder = 1 + 

- yi — ^ 
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wovon man sich am einfadasten dnrcli Ausquaclriren liberzeugt. 
Sonst kann man aber aucb sagen, dass es sick kierbei nur um 
eine Reikenentwickelung nach dem binomischen Lekrsatze iiir 
gebrockene iind negative Exponenten kandelt^ die wegen des 
an iind filr sick sckon kleinen Wertkes von m sekr scknell 
convergiert, so dass man sckon mit dem zweiten Grliede ab- 
brecken kann. Zugleick erkennt man kieraus auck, dass sick 
die Reike okne Weiteres fortsetzen liesse, wenn etwa nock 
eine kokere Genanigkeit, als wir sie jetzt anstreben^ verlangt 
werden sollte. 

Macken wir von dieser Nakerungsformel Gebranck^ so er- 
kalten wir an Stelle von Gl. (54) 

< = ]/y J (l + ./ 2 sinV) (H’- 

0 

Diese Integration kann aber sofort ausgefiikrt werden; dabei 
ist zu beachten, dass 

TC 

J = Y 

0 

ist^ eine Formel^ die auck sonst so kilufig (namentlick in der 
Elektrotecknik^ bei der Lehre von den Weckselstromen) ge- 
brauckt wird^ dass man gut tknt^ sie sick besonders zu merken. 
Sie sagt aus^ dass der durckscknittlicke Wertk von Sinus- 
quadrat fiir alle Winkel von ISTull bis zu einera rechten gleich 

ist^ und dass dies so sein muss, erkennt man sofort, wenn 

man beachtet, dass der Cosinus in diesem Intervalle, wenn 
auck in umgekekrter Reikenfolge, dock dieselbe Wertkreike 
durcklauft, wie der Sinus und dass daker der durckscknittlicke 
Wertk von Cosinusquadrat ebenso gross sein muss als der 
von Sinusquadrat. Da nun die Summe aus Cosinusquadrat 
und Sinusquadrat stets 1 liefert, folgt, dass jeder von beiden 

Mittelwerthen gleich ^ sein muss. Um das obenstekende 
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Integi'al zu erhalten^ braucht .man nun bios den Mittelwerth 
^ init dem ganzen Bogen ~ , nach dem integrirt wird^ zu 
multipliciren, iim das Resultat finden. Mit dieser Be- 

griindung, die ohne Rechnung angestellt werden kann^ merkt 
man sick die Formel am besten^ denn wenn man auch ver- 
gessen haben sollte^ wie viel das Integral ausmaclit, kann man 
dies nacb kurzem Besinnen auf Grnnd der vorausgehenden 
Ueberlegung sofort wieder angeben. 

Piihren wir nun die IntegTation aus^ so erhalten wir 

~\ / I / 7C , Tt . 0 CC\ 

^=y7(T+8-®^^ t)- 

Wenn a nicbt zu gross ^ — hiermit erst recht nicht gross ist, 

kann man an Stelle des Sinus^ wenn man will^ aucb den Bogen 
setzen, Nimmt man ausserdem noch das Vierfache, so erhalt 
man fur die Dauer einer yollen Schwingung 

r_2«l/I(l+i). (57> 

Das letzte Glied in der Klammer bildet das Correctionsglied 
der mehr angenaherten Formel gegeniiber der gewolinlich ge- 
brauchten einfachen Formel (48). 

§ 10, Schwingungen auf der Cycloide. 

Beim Pendel ist der beweglicbe Punkt genotliigt, auf einem 
Kreise zu bleiben. Man gelangt zu Bewegungen^ die den Pendeb 
scbwingungen ganz nahe verwandt sind, wenn man den Kreis- 
bogen durcli irgend eine andere Curve ersetzt. Von besonderem 
Interesse ist bier namentlich die Bewegung auf der Cycloide. 

Man untersucbt diese genau nacb derselben Methode wie 
die Pendelbewegung. Zunacbst sei eine Gleicbung der Cycloide 
abgeleitet^ wobei von der bekannten Erzeugungsweise der 
Cycloide durch Rollen eines Kreises auf einer Geraden aus- 
gegangen werden soil. Der Winkel (p, den die Tangente mit 
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der X-Axe bildet (siebe Abb. 11)^ ist gleich dem Winkel^ den 
die Sehne vom Beriibrungspiinkte des Erzeugungskreises nach 
dem Cycleidenpunkte mit der y 


K-Axe bildet^ denn dieseSebne 


i 

L_ jrr 

geht durch den augenblick- ^ 





— r“ 

lichen Drebpunkt des Erzeu- i 





y 

gungskreises und stebt daher 


i 

^ \ 

\ /> 

/ 

senkrecht auf dem Wege des 

c 




erzeugenden Punktes^ also 



ii Y 

r 

h 

senkrecht auf der Tangente. 1 

i 

, 1 



y 


Jtiieraus loigt 

CL C Zj 



wobei die dem Winkel (p gegenubeiiiegende Kathete einstweilen 
mit u bezeichnet ist. Ftir u selbst findet man nach dem Satze 
tiber die Proportionen der Abschnitte von Kreissehnen^ die sich 
schneiden 

M =yy(2r — y) 


nnd hiermit erhalt man als Dififerentialgleichung der Cycloide 


^ /_y ___ 

dx r 2r — 2 /^ 


(58) 


mit deren Integration wir ims bier nicht aufznhalten braneben. 

Icb nebme jetzt an^ dass ein materieller Pimkt (selbstver- 
standlicb ohne Reibung!) Yon einem Piinkte in der Kobe h 
berabrolle oder anch — was fiir die Vorstellung gewobnlich 
beqnemer ist^ weil dann die Coordinaten mit der Zeit wachsen —^ 
dass der Punkt anf der Cycloide binanfrolle und [dass h die 
grbsste Hohe sei^ die er hierbei erreicht. Dann kann nacb 
dem Satze von der lebendigen* Kraft die Gescbwindigkeit v in 
der Hobe y genan wie beim Pendel 


v=y29Q>’.— y) 

gesetzt werden und die Zeit dt, die beim Durchlaufen eines 
Bogens yerstreicht^ ist 

POppl, Dynamik. 2. Aufi. G 
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dt 


ds _ -i/ dx^ + dy^ 

IT ~ r 2g(h~-y) 



oder wenn man den reciprcj^ken Wertli von ^ aus Gl. (o8) 


einsetzt _ 


Die Zeit^ die der Pimkt braucht; nm die lialbe Schwingnngs- 
babn von y = 0 bis y = h einmal zuriickznlegen^ sei wieder 
niit t bezeichnet. Dann ist 

h 

f (59) 

Hier ist aber das IntegTal viel leicbter ausznfiibren^ als 
bei den Pendelschwingungen. Allgemein ist namlich 

h 



woven man sich dnrcli Ansfiihrung der Differentiation leiebt 
tiberzeugt. Ninimt man nun das Integral zwischen den Grenzen 
0 nnd h, so erhalt man 

— arc sin (— 1) + arc sin (+ 1) — ^ 

nnd biermit gebt Gl. (59) iiber in 

Die Dauer einer vollen Sebwingung auf dem Cycloidenbogen 
ist das Vierfacbe biervon_, wofiir man sebreiben kann 

r=23r']/y. (60) 

Zunaebst erkennt man hieraus^ dass die Schwingungsdauer aucb 
fiir Ausschlage von beliebiger endlicber Grosse streng isoebron 
ist^ walirend dies bei den Pendelschwingungen nur filr kleine 
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Schwingungen aiinaliernd zutraf. Ferner'lehrt der Vergleich 
mit Grl. (48)^ dass die PendeUange^ die bei kleinen Schwingungen 
211 dein gieichen Werthe der Schwingungsdauer fiihrt^ wie die 
Sehwingung auf der Cycloide^ I = 4r gewahlt werden muss. 
Es ist aber eine liier als bekannt vorauszusetzende Eigenschaft 
der Cycloide^ dass der Kriimmungshalbrnesser im Scheitel gleich 
dem Vierfachen Yom Radius des Erzeugungskreises ist. Dies 
zeigt uns, dass wir nur so lange auf einen Isochronismus der 
Pendelschwingungen rechnen konnen, als wir uns den Kreis- 
bogen durch einen kleinen Cycloidenbogen vom gieichen Kriim- 
mungsradius ersetzt denken konnen. Je grosser der Ausschlag 
des Pendels wird, um so mehr weichen die Cycloide und ihr 
Kriimmungskreis von einander ab, und um so ungenauer wird 
es^ wenn wir die eigentlich nur ftlr die Cycloide gultige Pormel 
fiir die Schwingungsdauer auch bei der Pendelbewegung als 
giiltig betrachten, 

Es sei noch erwahnt, dass man einen schweren Punkt 
leicht zwingen kann, auf einer Cycloide zu schwingen^ wenn 
man ihn an einem .Faden aufhangt, der sich beim Schwingen 
an zwei beiderseits vom Aufhangepunkte angebrachte Backen 
anlegt^ die nach der Evolute der Curve begrenzt sind. Ver- 
suche mit solchen Cycloidenpendeln werden haufig in Vor- 
lesungen iiber Experimentalphysik vorgefuhrt, um durch den 
Versuch nachzuweisen, dass die Schwingungsdauer unabhangig 
von der Grrdsse des Ausschlags ist. 

Wegen der seither besprochenen Eigenschaft pflegt man die 
Cycloide auch als die Tautochrone zu bezeichnen. Sie hat 
aber zugleich noch eihe andere Eigenschaft^ zu deren Be- 
sprechung ich jetzt iibergehen will und der sie den Namen 
Brachistochrone verdankt. Sie ist namlich jene Curve^ auf 
der ein Punkt in kiirzerer Zeit als auf jeder anderen von einer 
gegebenen Stelle zu einer anderen gegebenen Stelle^ die tiefer 
liegt als die erste^ hinabrollt. 

Um die Aufgabe in moglichst anschaulicher Form vorzu- 
bringen* erinnere ich an den Rucklauf, den man bei Kegel- 
bahnen anwendet, um die Kugeln den Spielern wieder zu- 
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ziifilhren. Man konnte diesen Riicklaiif znnaclist gradlinig 
anordnen; dabei wiirde es aber ziemlicli lange dauern, bis die 
Kngel den Weg zuriickgelegt batte. Dessbalb pflegt man den 
Rticklauf im Amfange viel steiler anzulegen und ibn nachher 
flacber yerlaufen zu lassen. Der Grewinn, den man bierdurch 
erzielt, liegt obne jede Reebnnng auf der Hand. Wenn die 
Kngel namlich scbon zu Anfang ibrer Babn uni ein grosses 
Stuck der yerfiigbaren Hobe berabsinkt^ so erlangt sie sebr 
bald eine verbaltnissinassig grosse Greschwindigkeit^ init der 
sie dann die ganze weitere Babn durcbeilt^ wabrend sie bei 
gradlinigeip Riicklaufe eine so grosse Gescbwindigkeit erst gegen 
Ende ibrer Babn erlangen konnte. 

Soweit es sicb nur urn die Kegelbabn handelt^ ist damit 
die Sacbe im Wesentlicben scbon erledigt. Man wird gut thun^ 
dem flacberen Theile der Babn ein solcbes Gref all zu geben^ dass 
die Bewegungswiderstande dadurcb ungefabr aufgehoben werden 
und den biernacb Terfiigbaren Rest des Gefalles am Anfange 
des Riicklaufes in einer steilen Curve, auf deren besondere 
Form praktiscb nicbt viel ankommt, zusammenzudrangen. So 
wird es aucb in der Regel ungefabr gemacht. 

Man wird sicb aber auf Grund dieser Uebeiiegungen sofort 
die weitere Frage steilen, welcbe Gestalt man der Curve des 
Rticklaufs geben miisste, um ^bei Vernacblassigung von Be- 
wegungswiderstanden u. dgl. die allerkiirzeste Zeit fiir die Rtick- 
laufbewegung zu erbalten. Dabei bemerke icb noch, dass 
bierbei aucb von der Rotation, die die Kug^ in Wirklicbkeit 
erlangt, abgeseben werden soli, damit wir sie mit Recbt als 
materiellen Punkt anseben konnen. Wenn die Kugel niemals 
auf der Unteiiage gleiten konnte, wiirde die gdnstigste Form 
der Curve biervon freilicb nicbt beeinflusst, da das Verbaltniss 
zwiscben Rotations- und Translationsenergie immer denselben 
Wertli batte und die Zeitdauer der Rticklauf bewegung in jedem 
Falle nur im Ganzen in einem entsprecbenden constanten Ver- 
baltnisse vergrossert wiirde. Das ist aber, wie scbon aus 
Bd. I, Aufg. 29, S. 277 der 2. Aufl, bervorgebt, im Allgemeinen 
keineswegs zu erwarten. Dessbalb scbon miissen sicb zwiscben 
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der ^tlieoretisclien^^ Losiing des uiiter den einfachsten Be- 
dingungen behandelten Problems und den anf die Neben- 
ximstande wenigstens scbatzimgsweise Riicksicht nebmenden 
j,praktischen^^ Erwagnngen Unterscbiede einstellen, die den 
Werth der theoretiscben Untersncbnng stark einscbranken. 
Desshalb pflege ich aucb in den Vorlesungen selbst diese Be- 
traebtung nicbt mit vorznbringen; icb denke aber, dass es gut 
sein wirdj wenn icb wenigstens in dem gedriickten Bucbe die 
Aufgabe lose^ da sicb docb wobl der 
Eine oder der Andere dafiir inter- 
essiren diirfte. 

In Abb. 12 sei also A die Stelle, 
in der der materielle Pnnkt seinen 
Lanf obne Anfangsgescbwindigkeit 
beginnt und B sei der Pnnkt^ nacb 
dem er in moglicbst kurzer Zeit langs 
der Curve AB binabgleiten soli. Die 
Gescbwindigkeit iin Punkte xy ist, wie wir schon wissen^ 



die Zeit^ die znm Durcblaufen eines Babnelementes ds gebraucbt 
wird, 



und die gauze Zeit fur das Durcblaufen der Curve AB wird 

O 


a 



wenn a die Abscisse des Punktes B ist. Dieser Ausdruck soli 
nun durcb eine geeignete Wabl der Curvenform zu einem 
Minimum gemacht werden. Die notbwendige Bedingung dafiir 
besteht darin, dass die Variation des Wertbes von die zu 
einer willkurlichen unendlicb kleinen Aenderung der Curven- 



86 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes. 

form ffehort, zu Null wii-d. Wenu wii- uns die Curve AB 
durch irgend eine benaclibarte ersetzt denken^ wird sick jede 
Ordinate y urn ein Ideines Stlick dy andern und wir haben 
zunacbst einen Ausdruck fiir die Aendernng aufziistellen^ die 
dadurcb in dem Werthe von t berbeigeftihrt -wird. Znnaclist 
ist klar^ dass die Gresamtanderung des Integrals gleicb der 
Summe der Aenderungen aller seiner einzelnen Elemente ist. 
Wir bilden also zunacbst die Variation 



Der Ausdruck^ der sich verandert^ ist aber eine bekannte 
Function von y und ~ und wir kdnnen daher die Aenderung 
des ganzen x4usdrucks nach den Regeln der Ditferentialrechnung 
in den Variationen von y und ~ ausdriicken. Allo'emein 
gesagt ist 



und wenn wir dies auf den vorliegenden Fall anwenden^ er- 
halten wix 



ifun ist aber nach dem Begriffe der Yeranderung, um die es 
sich hier handelt, 

^ ^y. — ^y) ^ 2 /_ iid if 

dx dx dx dx 
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Wir haben daher jetzt fur die Variation von t vorlaufig den 
Ausdruck 


a 



Um ihn weiter umzugestalten^ nehmen wir am zweiten 
Gliede in der Klammer eine partielle Integration vor. Dies 
kommt darauf hinaus, dass wir nach dem Satze uber die 
Differentiation eines Produkts setzen 


dy 

dx 




d^y 

dx 


d 


dx 


‘h 

dx 


. d 

dy 

dx 

y y (i + 

)■) j 

-H-irx 

^ 

1 

j 

i + 

_1 


und nun auf beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und a 
integriren. Wir erhalten dann 


dy 



0 


Beim ersten Gliede auf der rechten Seite liess sich namlicli 
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die Integration sofort ansfilliren nnd das bestimmte Integral 
ist gleich. der Differenz der Klanimerwertlie fiir ^' = 0 und 
X = a. Non sind aber die Pnnkte A und JB der Curye fest 
creffeben: wie wir also aucb die Grestalt der Curve sonst andern 

O O 1 

mogen^ an diesen beiden Stellen ist jedenfalls dy — 0. 

Da nun 8y m deni Klammerwerthe als Paktor yorkommt, 
erkennen wir^ dass dieser Wertb an der oberen Grenze x = a 
jedenfalls yerschwindet. An der unteren Grenze ist dieser 
ScMuss freilich nicbt ohne Weiteres zulassig^ weil bier aucb y 
im Nenner zu Null wird. Fur den unbestimmten Ausdruck 

yon der Form setzen wir daber nacb bekannten Regeln 

■ '_ Ti (fi*!') 

Nun ist aber 



Das Verbaltniss beider Wertbe wird daber 



und dies liefert wegen des Faktors y jedenfalls Null. In der 
Tbat fallt also das erste Glied auf der recbten Seite yon 
GL (63) yollstandig fort und das auf def linken Seite stebende 
Integral kann obne Weiteres durcb das Integral im zweiten 
Gliede der recbten Seite ersetzt werden. Mit Riicksicbt bier- 
auf erbalten wir daber jetzt an Stelle yon GL (62) 
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Dieser Ansdruck soli miii fur die Curve, die wir sucheu, zu 
Null werden. Dabei ist dy sonst ganz beliebig wablbar uud 
nur an die Bedingung gebunden, dass es an beiden Grenzen 
verschwindet. Das Integral kann daher nur dann fiir jede 
Walil von Sy zu Null werden, wenn der Ansdruck in der 
eckigen Klammer selbst Null ist. Denn ware dies nicbt an 
jeder Stelle der Curve der Fall, so konnte man dy uberall so 
wahlen, dass es gleiclies Vorzeichen mit dem Ausdrucke in der 
eckigen Klammer hatte und dann wiirde das Integral als eine 
Summe von lauter positiven Gliedern jedenfalls nicbt zu Null. 
Fiir die durcb diese Verscbiebungen dy neugewonnene Nacbbar- 
curve ware dann dt jedenfalls negativ, d. b. die zuerst ge- 
gebene Curve beansprucbte eine langere Fallzeit t als die neu- 
gefundene. Als notbwendige Bedingung fiir die Bracbistocbrone 
baben wir daher 



Durcb Ausfiihrung der Differentiation im zweiten Gliede und 
nacb einer Reibe elementarer algebraiscber Umformungen des 
zunacbst ziemlich weitlaufig herauskommenden Ausdrucks auf 
der linken Seite geht die Gleicbung iiber in 



Da sie fiir alle Wertbe von x giiltig sein soil, kann dies nur 
dadurcb gescheben, dass der Zabler iiberall zu Null wird. — 
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Wir haben also fiir die gesuchte Curve die Differeutialgleichuug 


2.;g + ©’+i 


1 _ 


0 . 


(65) 

Urn sie zu integriren^ inultii3lieireii wir zunachst mit 
und erkalten 

dx (Ix" ' \d xj ‘ dx 


Die beiden ersten Glieder der linken Seite lassen sich mm zu 
einem einzigen Differentialquotienten nach x zusammenfassen, 
so dass die Gleichung in der Form 



geschrieben werden kann. Die Integration liefert 



also bei Aiiflosung nach dem Differentialquotienten 


Der Vergleich mit GL (58), die wir fruher als Difterential- 
gleichung der Cycloide ermittelt batten^ zeigt schon^ dass die 
gesuchte Curve eine Cycloide ist. Man muss dabei nur auf 
die jetzt etwas anders gewahlte Bezeichnung achten. Schreibt 
man an Stelle von C — y ktirzer so geht GL (66) fiber in 



und diese Gleichung fiir die von unten her gezahlte Ordinate ‘s 
stimmt nun ganz mit GL (58) iiberein^ wenn man G — 2r 
setzt. Die Integrationsconstante G giebt hiernach den Durch- 
messer des Rollkreises an^ durch den man sich die Cycloide 
erzeiigt denken kann. 

Audi die endliche Gleichung der Cycloide kann aus 
GL (66) sofort durch eine einfache Quadratur gefunden werden. 
Man schreibt die Gleichung in der Form 

da-=dyy ^ ; ^ ^ 
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nnd erhalt hieraus diirch Integration 

X — K — yCy — y^— ~ arc sin ^ (67) 

Die neu anftretende Integi'at ions const ante K folgt ans der 
Bedingung^ dass die Curve durch den Piinkt A gehen soli. 
Piir X ==0 muss daher auch y — 0 sein, also 

0 = K —^ are sin (1) 

und hieraus 

K = ~la 

Durch zwei Punkte A und JB kann man unendlich viele Cy- 
cloidenhogen mit senkrechter Axe legen. Unter diesen hesitzt 
aher nur ein einziger die von uns verlangte Minimumseigen- 
schaft^ denn auch die andere Integrationsconstante C wird 
durch die Bedingung bestimmt^ dass die Curve durch den 
Punkt JB gehen soil. Anstatt aher die Coordinaten von B in 
die Cycloidengleichung einzusetzen und die sich hieraus er~ 
gehende transcendente Grleichung nach C aufzulosen^ bedenkt 

man einfacher^ dass nach GL (66) fiir y = 0 jedenfalls ^ oo 

werden muss, d. h. dass die Tangente der Curve dort in loth- 
rechter Richtung geht. Der materielle Punkt beginnt daher 
seine Fallbewegung auf der Curve zuerst lothrecht nach ab- 
warts. Oder mit anderen Worten: die Horizontal durch A 
ist die Gerade, auf der der Erzeugungskreis vom Durchmesser 
C rollen muss, um die Cycloide zu beschreiben. Denkt man 
sich nun alle Cjcloiden, die dieser Bedingung geniigen, vom 
Punkte A aus gezogen, so sind alle ahnliche und ahnlich 
liegende Curven und nur eine von ihnen geht durch den 
Punkt B. Man findet aber diese sofort heraus, wenn man 
zuerst nur irgend eine Cycloide construirt und dann die Ver- 
bindungsgerade AB zieht (vgL Abb. 13 a. f. S.), deren Schnitt- 
punkt mit der Cycloide B' heissen moge. Wenn etwa AW 
kleiner ist als AB, muss man hierauf die Cycloide im Verhalt- 
nisse AB:AB' vergrossern (vom Aehnlichkeitscentrum A aus), 
worauf die gesuchte Bi'achistochrone gefunden wird. 
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Wenn die liorizontale Entfernimg beider Piinkte erbeblich 
grosser ist als die yertikale (wie bei der Kegelbahn) erlangt 
die Bracbistochrone die in Abb. 13 angegebene Gestalt. Die 



Kugel sinkt zuerst viel 
tiefer^ erlangt dadnrch 
eine erheblich grossere 
Geschwindigkeit nnd 
kann daber den etwas 
grosseren Weg dock in 
kiirzerer Zeit zurilck- 


legen, als bei einer flacheren Form des Rilcklaufs. Die Zeit 
die min niindestens notbig ist^ mn den Punkt auf der giinstigsten 
Curve bios durcb den Einfluss der eigenen Scbwere von A 
nacb jB gelangen zii lassen, folgii leicbt aus Gl. (59). Flir die 
in Abb. 13 angegebenen Verbaltnisse wird diese Zeit 

o o 


^ = 1/7 {¥ + arcsin 



wobei h' direct gegeben nnd r ans der vorber bescbriebenen 


Construction zu entnebnien ist. 


Ein Zablenbeispiel moge dies nocb naber erlautern. Die 
borizontale Entfernung der Punkte A. und JB sei 10 m, der 
Hobenunterscbied 1 m. Dann ist die zum Durcblaufen einer 


gradlinigen Babn zwiscben A und JS erforderlicbe Zeit^ wemi 
auf Bewegmigswiderstande und auf die durcb das Rollen der 
'Kugel berbeigefubrte langsainere Bewegung wie seitber scbon 
keine Riicksicbt genommen wird, gleich 4,52 sec. Verbindet 
man dagegen A und JB durcb eine Kreisbabn, die in jB eine 
borizontale Tangente bat, so wird die Zeit gleicb 3,57 sec. 
Flir die Bracbistocbrone endlicb berecbnet sicb die Zeit auf 


2,06 sec. 

Will man die rollende Bewegung beriicksicbtigen, nimmtr 
aber dafiir an, dass in keinem Falle ein Gleiten der Kugel 
vorkame, so beacbte man, dass zur Geschwindigkeit v des 
Kugelmittelpunktes eine Winkelgeschwindigkeit gehort, wenn 

^ den Kugelradius bedeutet. Die ganze lebendige Kraft L der 
Kugel ist daber 
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s — 


9 ' 2 

Oder, wenn man fur das Tragheitsmoment S der Kugel seinen 
Werth 




^ g ^ 


einsetzt (ygL Bd. I, S. 278, 2. Auflage), so folgt 

L = 0,l^v\ 

Die lebendige Kraft ist gleicli der von der Schwere geleisteten 
Arbeit, also ebenso gross als die lebendige Kraft des mate- 
riellen Punktes sein wtirde, wenn er nur gleitete imd nicht 
roUte. Daher wird v jetzt iiberall gegenilber dem friilier vor- 

ausgesetzten Falle im Vorhaltnisse verkleinert nnd die 
Zeit zum Durchlaufen der Balm in alien vorher betrachteten 
Fallen im Verlialtnisse j/y== 1,183 vergrossert. 

Schliesslicb sei nocli darauf hingewiesen, dass die Cycloide 
ihre Eigenschaft als Brachistoclirone auch zwischen irgend zwei 
beliebig' auf ihr ausgewalilten Punkten behalt, wie schon daraus 
hervorgebt, dass es sonst moglich sein miisste, aucb bei der 
ganzen vorber betracbteten Babn durcb eine Abanderung der 
Curve zwiscben diesen beiden Punkten eine kilrzere Fallzeit 
berbeizufiibren. Man muss nur beacbten, dass in diesem Falle 
der materielle Punkt, wenn er in den Anfangspunkt des be- 
fracbteten Curvenstiicks gelangt, scbon eine gewisse Gescbwindig- 
keit besass, wabrend seitber immer vorausgesetzt wurde, dass 
die Bewegung vom oberen Punkt A aus mit der Anfangs- 
gescbwindigkeit Null beginnen sollte. 

Wird also die Aufgabe gestellt, eine Brachistochrone 
zwiscben zwei Punkten A und B anzugeben, unter der Vor- 
aussetzung, dass der bewegliche Punkt mit einer gegebenen 
Anfangsgescbwindigkeit Vq in A auf die Babn gebracht wii*d, 
so berecbne man zunacbst 
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Diese Grosse h" giebt an, nm wie viel die Abscissenaxe oder 
mit anderen Worten die Gerade, auf der der Erzeugungskreis 
der Cycloide rollt, fiber dem Pimkte A liegt. Dann bat man 
eine hierzu geborige Cycloide durcb die Pimkte A und B zn 
legen; diese ist die verlangte Bracbistocbrone. Die Aufgabe 
ist durcb die genannten Angaben eindeutig bestimmt und 
kann auf constructivem Wege mit Beriicksicbtigung des Urn-' 
standes, dass alle Cycloiden einander ahnlich sind, leicbt gelost 
werden. 


Aufgaben. 

1. Aufgahe, Was folgt axis dem Fldchensatze, wenn man ihn 
auf den schiefen Wurf eines Staines im luftleeren Raume anwendet? 

Losung. Als aussere Kraft wirkt an dem Steine nur die 
Scbwere. Wir kdnnen ims diese vom „Mittelpunkte‘^ der Erde 
ausgehend denken und sie sonacb als eine Centralkraft autfassen, 
Dann muss fiir diesen Punkt als Momentenpunkt das statische 
Moment der Bewegungsgrosse constant sein. Um dieses Moment 
ftir irgend eine Stelle der Wurfbabn zu berecbnen, denken wir uns 
den Hebelarm dabin gezogen und die dazu senkrechte Componente 
der Gescbwindigkeit mit ibm multiplicirt. Gegeniiber dem Erd- 
lialbmesser sind aber die Erbebungen der Wurfbabn nur sebr klein 
und wir konnen daber die Hebelarme fiir alle Stellen der Wurf¬ 
babn als gleicb gross anseben. Daber muss aucb der andere Eaktor 
des statiscben Moments constant sein, d. b. die Horizontalcompo- 
nente der Gescbwindigkeit wird wabrend des Wurfes nicbt ge^ndert. 

Hiermit sind wir freilicb nur zu einem Resultate gelangt, das 
Yorber scbon aus einfacberen Betracbtungen bekannt war. Wie 
scbon friiber bemerkt wurde, zeigt sicb aber der ISTutzen des Elacben- 
satzes erst bei Aufgaben tiber Punktbaufen oder fiber starre Korper 
im recbten Licbte. Bei der Dynamik des einzelnen materiellen 
Punktes kann er gewbbnlicb leicbt entbehrt werden. 

Wenn die Wurfbabn als sebr bocb im Vergleicbe zum Erd- 
balbmesser vorausgesetzt wird, ist es freilicb nicbt mebr zuliissig, 
den Hebelarm fiberall als gleicb gross anzuseben. In der That 
wird aber aucb dann die ganze Bewegung geandert. Der Stein 
(z. B. ein Meteorstein, der in die Habe der Erdoberflacbe gelangt) 
bewegt sicb dann im Allgemeinen nicbt mebr in einer Parabel, 
sondem langs eines elliptiscben Bogens, wie es bei der Planeten-. 
bewegung besprocben wurde (oder aucb langs einer Hyperbel). 
Die Wurfbabn darf daber immer nur so lange als Parabel auf- 
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gefasst werden, als ihre Abmessungen wirklicb als klein gegentiber 
dem Erdhalbmesser vernacblassigt werden konnen. 

2, Aufgahc. Yon eincm Anziehungscentrum gelit eine Kraft 
aus, die im Ahstande a die Grosse hat und dem Quadrate der 
Entfernung umgehekrt projportional ist Wie gross ist das Potential 
des Kraftfeldes im Ahstande x, wenn die willMrliche Consiante, die 
darin vorhommt, so gewdhlt wird, dass das Potential in unendlicher 
Feme m Null tvird? 

L6sung. Wir wablen als Integrationsweg eine vom An- 
ziebungscentrum ausgehende Gerade und als Anfangspunkt 0 den 
unendlicli fernen Punkt dieser Geraden. Dann ist in GL (10) 

Vj = Fo 

die Constante Vo gleich ISTull zu setzen. Wir baben daber 



00 X 


Hier sind und d^ entgegengesetzt gericbtet. Im Abstande jS ist 



und, wenn wir fur dS jetzt d0 scbreiben, erbalten wir 
00 

riir den Pall der Abstossung anstatt der Anziebung, wie er 
bei elektrostatiscben Untersucbungen vorliegt, wird dagegen V 
positiv. Es giebt dann sofort die potentielle Energie an, die da- 
durcb bedingt wird, dass sicb der beweglicbe Punkt im Abstande x 
von dem Abstossungscentrum befindet. In diesem Palle wird n^m- 
licb die potentielle Energie bei unendlicher Entfernung des beweg- 
licben Punktes zu Null und dadurcb wird die Wabl, die fur die 
willktirlicbe Constante getroffen wurde, gerecbtfertigt. Eiir den Pall 
der Anziebung dagegen wird die potentielle Energie um so grosser, 
je mebr der Abstand wacbst und das mit derselben Wabl der Con- 
stanten berecbnete V kann daber nicbt mebr als Ausdruck fiir die 
potentielle Energie angeseben werden. Immerbin ist es aucb in 
diesem Palle gebraucblicb, das Potential derart zu bestimmen, dass 
es in unendlicher Entfernung verscbwindet. 
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Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes. 


3. Aufgahe. Man soli fur heliehig vertheilte gegebe^ie Massen, 
die nach dem Gravitationsgesetze auf einen anderen MassenpmM 
dnwirTcen, das Potential des von ihnen erzeugten Gravitationsfeldes 
herechnen. 

Losung. Ein Volumenelement der Massenvertbeilung sei mit 
dx bezeiclinet (Abb. 14), die Dicbte der Massenvertbeilung an 

dieser Stelle mit und ihr Abstand 
von dem Punkte A, fur den man daa 
Potential Fberecbnen soil, mit r, Dann 
ist nacb der Losung der vorigen Auf- 
gabe das von der Masse fjidx fiir sicb 
berrtibrende Potential bekannt und man 
braucbt nur die Summe aller dieser 
Wertbe fiir die einzelnen Massenelemente 
zu nelimen, um V zu erbalten. — Eecbnet 
jnan ferner mit astronomiscben Massen- 
einbeiten, so wird fiir die Masse 1 im 
Abstande a=l das von ibr berrubrende zu 1 und man kann in 
der Losung der vorigen Aufgabe die Paktoren streicben, wo- 

gegen die Masse (adr, die an Stelle der Masse 1 tritt, als neuer 
Paktor beizufugen ist. Man erbalt daber 




wobei sicb die durcb das Integralzeicben angedeutete Summirung 
liber den ganzen von Massen erfuUten Eaum zu erstrecken hat. — 
Bei elektrostatiscben Aufgaben kebrt sicb aucb bier das Vorzeicben 
des Potentials um, da sicb elektriscbe Massen gleicben Yorzeicbens 
abstossen. 

4. Auf gale, JDrei feste Punlcte A,B,C, die mit den Massen 
m^, leJiaftet sind, uben auf einen in derscllen JSbene liegen- 



Abb. 15. 


den leweglicJien Pmht CentraTJcrdfte aus, 
die den Massen p'ojgortional, von den Ent- 
fernungen aler imalhdngig sind. Man soil 
das Potential dieser Krdfte lerechnen wnd 
ferner ermiUel/n, an %veleher Stelle es zu 
einem Minimum wird. 

Losung. Wir berecbnen zunacbst 
das Potential, das von einer einzigen 


Masse berriibrt. Den Anfangspunkt 0 
des Integi'ationswegs lassen wir mit zusammenfallen und inte- 


griren von da aus langs einer graden Linie weiter bis zum Ab¬ 


stande In der Pormel 
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ist jetzt ^ constant und die Suinme aller liefert Hierbei 
ist nnr zu beacbten, dass ^ und d0 entgegengesetzt gerichtet sind, 
das Prodnkt ^d'6 daher negativ ist. Perner ist proportional 
mit m^, Hierbei wtirde nock ein Proportionalitatsfaktor auftreten, 
den wir uns aber durch eine passende Wabl der Masseneinbeit der 
Einfacbbeit balber vermieden denken wollen. Die Anziebung, die 
von jedem w. ausgebt, soli also unmittelbar durcb den Wertb von 
w selbst angegeben werden.' Dann wird 

^1 = Vo + 

Das Potential des von alien drei Massen berriibrenden Kraffcfeldes 
ist gleicb der Summe von drei nacb diesem Muster gebildeten 
Gliedern. Die Suinme der drei willkurlicben Constanten Vo konnen 
wir uns bierbei zu einer einzigen willkurlicben Constanten C zu- 
sammengefasst denken. Wir erbalten demnacb 

1 = ~f" V ^ 

wobei wir der willkiirlicben Constanten C scbliesslicb aucb zur 
i weiteren Vereinfacbung den Wertb Null beilegen konnen. 

Um scbliesslicb zu ermitteln, wo V zu einein Minimum wird, 
beacbten wir, dass an dieser Stelle fur jede Verscbiebung in irgend 
einer Eicbtung dV — 0 sein muss. Zugleicb giebt aber d V die 
Summe der von alien Kraften berriibrenden Arbeitsleistungen an, 
die zu dieseP Verscbiebung geboren. Nacb dem Princip der vir- 
tuellen Gescbwindigkeiten scbliessen wir daber, dass die von den 
drei Massen ausgebenden Kraffce sicb an dem beweglicben Punkte 
. in der gesucbten Stelle im Gleicbgewicbte balten iniissen. Auf 

Grund dieser Betracbtung lasst sicb der Ort des Potentialminimums 
leicbt ermitteln. Die Grosse der Kraffce ist namlicb gegeben und 
damit aucb die Gestalt des Kraffcedreiecks, zu dem sie sicb zu- 
sammensetzen lassen mtissen. Nur die Eicbtungen der Seiten sind 
einstweilen unbekannt. Wir construiren aber einstweilen das Dreieck 
in irgend einer Lage. Dadurcb erfabren wir, welcbe Winkel die 
Ki’aftricbtungen am Orte des Potentialminimums mit einander bilden 
I iniissen. Die Winkel der Verbindungslinien des gesucbten 

Punktes mit den Massenpunkten Supplemente der 

Dreieckswinkel. Man braucbt also nur iiber den Verbindungslinien 
von je zwei Massenpunkten einen Kreisbogen zu scblagen, der den 
, seiner Grosse nacb bekannten Winkel als Peripberiewinkel fasst. 

POppl, Dynamik. 2. Aiifl. 7 
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Dann schneiden sich alle drei Kreisbogen im Orte des Potential- 
minimums. 

In Abb. 16 ist diese Construction unter der Voraussetzung 
ausgefdhrt, dass sick wie 2:3:4 verbalten. 0 ist der 

Ort des Potentialminimums. 

Aus der Construction erkennt man zugleicb, dass das Potential 
im vorliegenden Falle nur an einer Stelle zu eineni Minimum werden 



kann. Perner kann 0 auf dem angegebenen Wege nur dann ge- 
funden werden, wenn jede Masse kleiner ist, als die Summe der 
beiden anderen. Im entgegengesetzten Palle nimmt das Potential 
seinen kleinsten Absolutwertb dort an, wo sick die grosste Masse 
bekndet. 

Anmerhung. Oentralkraffce, die unabkangig von der Ent- 
fernung sind, kommen in den zur Meckanik gekorigen Anwendungen 
der Potentialtkeorie kaum in Wirklickkeit vor, Man kann aber 
ein sekr treffendes Beispiel anfukren, das sick den vorausgekenden 
Betracktungen eng ansckliesst und das sckon deskalb von Nutzen 
ist, well es den wicktigen Begriff des Potentials von einer neuen 
Seite ker zeigt, die geeignet ist, ikn dem Anfanger vertrauter und 
verstandlicker zu macken. In diesem Sinne sind die nachfolgenden 
Betracktungen aufzufassen. 

Enter den Massen m stelle man sick jetzt die Einwokner- 
zaklen von drei Eorfem vor, die die durck Abbildung 15 oder 16 
gegebene Lage zu einander kaben. Das Gelande sei vollstandig 
eben und an Stelle des beweglicken Punktes stelle man sick das 
Projekt fiir irgend ein Gebaude vor, das den Bediirfnissen aller 
drei Ortsckaften dienen soil, also etwa den Baknkof einer neu zu 
erbauenden Baku, der mit gleicker Leicktigkeit an jeder Stelle des 
in Frage kommenden Gelandes erricktet werden konnte und um 
dessen genauere Lage sick die Einwokner der drei.Dorfer streiten 
sollen. Jedes Dorf will den Baknkof so nake als moglick kaben 
und die Einwoknersckaft suckt auf die Bekorde, von der die end- 
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gliltige Eiitsclieidung liber den Bauplatz abbangt, im Sinne der 
Interessen ibres Dories durcb die in solchen Ffflen gebraucblicben 
Mittel einzuwirken. Die Behdrde wird sicb bemlihen, einen billigen 
Ausgleich zwiscben den sieh widerstreitenden Interessen der ver- 
scbiiedenen Dorter zu iinden. Man kann bier in der That in 
einem iibertragenen Sinne von den KbS,ften sprecben, mit denen 
die Ddrfer das Streitobjekt an sicb beranzuzieben sucben. In Er- 
mangelung anderer Unterlagen wird man aucb die Kraft, die bierbei 
von jedem Dorfe ausgebt, proportioal der Einwobnerzabl setzen 
dtirfen; es wtirde ja andernfalls aucb frei steben, besonders ein- 
tlussreicbe Einwobner durcb eine entsprecbend erbobte Einscbatzung 
der Einwobnerzabl in Eecbnung zu stellen. Eerner ist aucb, 
worauf es im Zusammenbange mit der vorausgebenden Aufgabe 
besonders ankommt, anzunebmen, dass die Kraft unabbEngig von 
der Entfernung ist. Jeder will den Babnbof so nabe als moglicb 
baben und jeder Kilometer Weg, der dabei erspart werden kann, 
ist gleicb willkoinmen und wird ebenso lebbaft angestrebt, ob nun 
dadurcb die Entfernung von 5 auf 4 oder von 3 auf 2 Kilometer 
berabgesetzt wird. 

Eur einen gerecbten Ausgleicb wiirde man in einem solcben 
Ealle wobl den Punkt 0 in Abb. 16 empfeblen kdnnen, da sicb 
die von den verscbiedenen Dorfem auf ibn ausgeiibten Krafte in 
ibm im Gleicbgewicbte balten. Ware freilicb das eine Dorf grosser 
als die Summe der beiden anderen, so mtisste man wobl den 
Babnbof bei ibm erricbten; die anderen Interessenten wurden gegen. 
diese Wabl scbwerlicb aufkommen kdnnen. 

Seben wir nun zu, welcbe Bolle im vorliegenden Ealle dem 
Potentialbegriffe zugewiesen ist, Wir fanden, dass der Ausdruck 
fur das Potential 

"Vi +'"Vs + 

gesetzt werden kann und bierftir lasst sicb sofort eine anscbau- 
licbe Deutung angeben. V ist namlicb gleicb der Summe der 
Wege, die von den Bewobnem aller drei Dorfer gemacbt werden 
rniissen, wenn sie sicb von ibren Wobnorten aus unter Einbaltung 
des nacbst mdglicben — also gradlinigen — Weges alle an dem 
Piinkte versammeln wollen, der fiir die Erbauung des Babnbof es 
in Aussicbt genommen ist. V giebt also eine gewisse Anzabl 
von Personenkilometem an, d, b. es bat eine Dimension, die sicb 
zwar nicbt auf die Fundamentaleinbeiten der Mecbanik zunickr 
ftibren lasst, die aber dem tecbniscben Eisenbabnbeamten scbon 
durcb andere Betracbtungen sebr vertraut ist. 

Wenn-der Babnbof dort emchtet wird, wo sicb die von den 
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Dorferii geltend gemackteii Anziekungskrafte im Gleichgewichte 
halten, -^vird das Potential zu einem Minimum, d. h. bei dieser 
,,gimstigsten“ oder „gerecbtesteii‘’‘ Wahl des Platzes ist der durcb- 
schnittlicbe Weg jeder Person zum Bahnhofe moglichst klein- man 
kann ihn daher zugleicli als den volks^\drtliscliaftlicli besten Platz 
betracbten, weil die Befordermigskosten oder die ibnen gleicb zu 
aebtenden Zeitverluste u. s. b, die fur die EiTeicbiing des Babn- 
bofs aufgewendet werden mussen, mdglicbst klein sind. 

Es stebt ferner aucb frei, Linden gleicben Potentials zu con- 
struiren, also bier solcbe Linien, for deren Punlcfce die Anzabl 
der Personenkilometer, die zu ibrer Erreicbung aufgewendet werden 
mussen, gleicb gross sind und die daber volkswirtbscbaftlicb als 
gleicbwertbig angeseben werden konnen. — Wegen der besonderen 
Anwendung, die bier davon gemaebt wird, kann man naeb einem 
Yorscblage, den ieb bei einer friiberen Gelegenbeit selbst einmal 
gemaebt babe, das Wort Potential durcb die bier treffendere Be- 
zeiebnung- „Vial“ ersetzen. Der Ort des Potentialminimums beisst 
dann kurzer das Yialoentrum. Man siebt leiebt ein, dass diese 
Begiiffe ganz zweekmassig zu maneben Betraebtungen benutzt 
werden konnen. So spriebt man z. B. ofters vom Centrum oder 
vom Yerkebrsmittelpunkte einer Stadt. Damit' ist nun zwar jener 
Ort gemeint, der tbatsacblicb den grossteii Strassenverkebr auf- 
weist. Offenbar bangt aber dessen Lage ganz wesentlicb von der 
Gestaltung der Stadt, also von der Yertbeilung der Einwobner- 
sebaft uber die Elachen des Stadtbezirks ab und es lasst sicb 
z. B, vorausseben, dass die einseitige Erweiterung der Stadt nacb 
einer bestimmten Riebtung bin eine Versebiebung des Yerkebrs- 
mittelpunktes zur Eolge baben muss. Am wabrscbeinlicbsten wird 
sicb aucb bier unter sonst gleicben Umstanden der stai'kste Yer- 
kebr an jenem Platze einstellen, der von alien Einwobnern am 
leiebtesten erreiebt werden kann. Das ware also wiederum das 
Yialcentrum, wobei jetzt aucb die wirklicben Y^egelangen niit 
Rucksiebt auf die vorbandenen Strassenztige bei der Bereebnung 
der Personenkilometer verwendet werden konnen (anstatt der 
gradlndgen Wege bei der Losung der Aufgabe). Das Yial im 
Yialcentrum getbeilt durcb die Einwobnerzabl giebt einen mittleren 
Stadtradius ab, der fiir jede Stadt ebarakteristiseb und beim Yer- 
gleicb versebiedener Stadte von Wertb ware. — Leider sind die- 
bier angedeuteten Bereebnungen reebt mubsam; sonst batte man 
wobl sebon langst mebr Gebraueb von ibnen gemaebt. 

5. Aufgahe. JEln mafcricller JPunM, clem ein G-cwlcM von 
981 kg mgescJiriehen wird, fuJirt eine geddmpfte karmonlsehc 
Sdi'icingung mis. Die elastisclie Kraft, die iJm in die Anfangstage 
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^uriiclmufulircn meld, hetrdgt fur 1 cm Aussclilag 10 kg, der 
ddmpfende Wldersfand ist bei elner Gesclmindigheit von 1 mjsec 
gleieli 20 kg. Ist dk Bewegiing periodisch oder aperiodisch? Wie 
gross ist das logarWimische Decrement? Wie gross musste der 
ddmpfende Wider stand sein, wenn die Bewegimg an der Grense 
Z‘ivischen der perlodischen und der aperiodischen stehen sollte? 

Lb sung. Die in ,§ 5 mit c bezeichnete Constante ist bier 


c 


10 bg 
1 cm 


= 1000 


kg. 
m 


Ebenso wird, mit Benicksichtigung der Dimensionen, 
^ 20 kg ^ kg sec 
^ m m 

sec 

imd die Masse m ist 


0^1 k g ^ kg sec^ 

m m 

9,81-, 

sec^ 


Hiermit liisst sich die trailer mit y bezeiebnete Wnrzel bereebnen; 
sie ist 


y 



_"l/^OJ) 

m y 40 000 sec^ 


1000 1 
100 sec® 


Wir seben, dass y imaginar und daber die Bewegung periodisch 
ist. Zugleicb baben wir uns iiberzeugt, dass die beiden Glieder 
unter dem Wurzelzeicben bomogen in den Dimensionen siad. Ftir 
y erbalten wir 



— = 3,16 • see-i • 


Bei der Bereebnung des logaritbmiseben Decrements wollen 
wir annebmen, dass die Schwingungsausscblilge nacb beiden Seiten 
bin beobaebtet und mit einander verglicben werden sollen. Dann 
erbalt man nach Gl. (30) 




-lga„+i = 


or/j* _ 

ylmc-^ |/(400. 


7C ' 20 


kg sec 


1000 — 400) 


kg® sec® 


: 0,0994. 


Vergleicbt man dagegen nur die nacb derselben Seite erfolgenden 
Schwingungsausscblage oder aucb die ganzen Sebwingungsbabnen 
mit einander, so bat das logaritbmisebe Decrement den doppelten 
Wertb. 
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Bei den Versuchen ist es oft bequemer (wenn namlich grade 
keine Tafel der naturlicben Logaritbmen zur Yeifiigung stebt) die 
Brigg’sclien Logaritbmen der Ausscblage zu nebmen. ' Um die 
vorige Zabl anf Brigg’scbe Logaritbmen umzurecbnen, dividire 
man sie durcb den natindicben Logaritbmus von 10, also durcb 
2,3026. 

Die Bewegung stebt an der Grenze zmscben periodiscber und 
aperiodiscber, wenn y und / zu Idull werden. Die Bedingung 
dafiir ist 


_ c 

m 


Oder 


7,- ~ yiwc. 


ISTacb Einsetzen der Zablenwertbe gebt dies iiber in 


: 1/4 • 100 • 1000 ^ = 632,4 

\ m m ’ 


kg sec 


Die Dampfung musste mebr als dreissig mal so stark sein, 
als sie angegeben war, um eine aperiodiscbe Bewegung lierbei- 
zufiibren. 

6 *. Aufgabe, Man soil fur den in der wrlgen Aufgdbe hr- 
handelten Fall die Schwingungsdauer herecJmen. 

Lhsung. ISTacb Gl. (26) ist 

y4u/c—A--’ 

woraus nacb Einsetzen der Zablenwertbe 2 '== 1,99 sec fblgt. Die 
Scbwingungen stimmen biemacb nahezu mit denen eines Sekunden- 
pendels nberein. 

7. Aufgahe, Der in Aufg, 5 heliandelte mater idle Pmkt 
erfaJirt von einer fremden Schwingung periodisclie Anstosse vom 
Grosstwerthe 0,5 hg, Wie gross werden die AusscJiUige der rr- 
zwungenen ScJiwingimgen (}iach so langer Zeit vom JBeginne der 
Erregumg an, dass die verwickelteren JBewegungen des Anfangs- 
zustandes als dbgeldmgen hetracMet werden honmn), wenn die 
Sckwingmgsdauer der erregenden Schwingung a) 3 sec, h) 2,2 see 
hetrdgt, c) ehenso gross ist als die der Eigenschwingungen? 

L6sung. Die in § 6 mit P bezeicbnete Grosse ist bier 
P = 0^5 kg. 

Eerner folgt die mit i/] bezeicbnete Grosse fm den Fall a), der 
zuerst untersucbt werden soil, aus 

7] . 3 sec == 27r zu -»/ = 2,0944: sec-^ 

Den Pbasenverscbiebungswinkel cp der ei'zwungenen geo-en die 
erregenden Scbwingungen findet man aus Gl. ( 33 V 
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tgcp-- 


krj 

m?]- — € 


20 . 2,0944 sec' ^ 

m 


kff sec“ ko*' 

100 -4,3865 sec”2 _ looo 

m m 


■0,0746. 


Dex "Winkel g) ist Mer negativ, d. h. die erzwungenen Schwingiingen 
■bleiben ein wenig Muter den erregenden in der Phase zuriick, so 
dass sie erst den grossten “Werth annekmen, wenn die erregende 
TJrsaclie den Maximalwerth bereits wieder tiberscbritten hat. Durcb 
Anfscblagen in einer trigonometrischen Tafel findet man 9 = — 4^^ 16'; 
femer sin 9? = — 0,0744 und cos g) = -|~ 0,9972. Alle diese 
Wertbe sind in Gl. (34) einzutragen. Man erhalt dann 


(7: 


0,5 kg 


ko* ko“ sec 

0,9972 (1000 — 438,65) + 0,0744 • 20 - 2,0944 sec~“l 

m m 

= 0,00089 m = 6,89 mm. 


Hiermit ist die Scliwingungsamplitude gefanden. Pie Wieder- 
bolung der Eecbnung fur 2,2 sec Schwingungsdauer liefert 

ri = 2,856 sec“-S tg^ = — 0,3098, 9? = — 17^^ 12' 50", 

sin 9 = — 0,2959, cos 9) = -j- 0,9552, C — 2,59 mm. 


Flir den Pall der Resonanz endlicb bat man (p == + 90^ und 
nacb Gl. (35) wird die Schwingnngsamplitude 



0,5 kg 

gO^g’sec 



= 0,0079 m = 7,9 mm. 


Die Scbwingungsscblage sind also im letzten Palle in der That 
etwa 9mal so gross, als im Palle a), obwobl die Intensitat der 
erregenden Scbwingungen dieselbe geblieben ist und nur die 
Schwingungsdauer sich ge^ndert hat. Wenn die Dampfung kleiner 
ist, als hier vorausgesetzt wurde, kann das Verhaltniss noch viel 
grosser werden. 

8. Aufgahe. Yon dn&m festen Centrum geht cine Amiehungs- 
kraft am, die von der Entfernwng unahhdngig ist Man soil die Biffe- 
rentialgleichung mvisclien der Entfernung r und dor Zeit t fur die 
JBewegung eincs dieser Amiehungskraft untenvorfenen Fmktes auf 
demselben YYege ableiten, der m Gl. (43), S. 61 fiihrte. 

L6sung. Ptir die lebendige Kraft des beweglichen Punktes 
haben wir, wie in § 7 
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oder. mit Einfiihrung der constanten Sektoreiigescliwindigkeit 


1 f(dr\^ .^c' 

+7^ 


und Meraiis durcb Differentiation nacli t und Multiplikation mit dt 


(d^r 4 c 


Bezeiclinen wir nun die constante Anziehungskraft mit ilf, 
so ist deren .4rbeit fur die Abstandsanderung dr gleich — ITaIt 
und durcb Gleiebsetzen mit dL finden wir 


= — M, 


Zum Zwecke der Integration forme man die Gleicliung uni in 


1 d /^Y 
d i\d t) 


/^Y__ /if! I ^ 

W«/ ~ ilr \ r- In '/ rff’ 


also naeb Integi*ation und Auflosen nacb 




%c-‘ . . M 

— 2 2 'i 


worin 6^ die willkiirlicbe Integrations constante ist, die aus den 
Anfangsbedingungen sofort ermittelt werden kann. Eine nocb- 
malige Integration liefert 



Das Integral, das bier nocb stebt, ist ein elliptiscbes. Von 
der Reduktion auf die Iilormalform kann abgesehen werden, da die 
Diskussion der Losung obne weitergebendes Interesse ist. 

,9. Aiifgahc, Fiir irgend cine Lage des einfacJien Fendels, 
das Sdncingungen wn helieUger endlichcr Grasse aiisfiihrt, soil mam 
den genaueren Werfli der Fadenspanmmg hereclmen, 

Losung. Die Gescbwindigkeit in der durcb den Winkel (p 
in Abb. 10, S. 74 bezeicbneten Lage ist, wie wir friiber fanden 
(Gl. 49), 

V ~ ]/ 2gl (cos cp — cos a). 

Die Normalcomponente der Resultirenden aus der Eadenspannung 
F und dem Gewicbte Q ist die Centrifugalkraft, die wir nacb der 
von friiber ber bekannten Eormel berecbnen konnen. Wir finden 
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C = ^ ’ Y = 2Q (cos (p — cos a'). 

Die Projektion der Resultirenden auf die augenblickliche Faden- 
ricMung ist gleicb der algebraischen Summe der Projektionen von 
F imd Q'^ also 

0 == F — Q cos g) 

und nacli Einsetzen des Werthes von C folgt daraus 
F == § (3 cos g? — 2 cos a). 

Um die sen Werth anscliaulicber zu denten, formen wir ibn nm in 

^ ^ (cos 9 — cos a) + Z cos ctf ^ 3 2; + Z cos or 

F^q -p - = Q~ . , 

wenn wir die sclion in Abb. 10 mit z bezeicbnete Strecke wieder 
einfuhren. Die Fadenspannung wird biernacb gleicb dem Gewicbte 
<2, wenn 'd z die Vertikalprojektion des Fadens in der anssersten 
Lage grade zur ganzen Fadenlange erganzt, d. b. dann, wenn der 

beweglicbe Pnnkt ~ seiner ganzen Fallbobe znriickgelegt bat. Bei 

grdsserem Ausscblage des Pendels ist F kleiner, bei kleinerem Aus- 
schlage grosser als Q, 



Zweiter Abschnitt. 

Dynamik des starren Korpers and des Punkthaufens. 

§ 11. Das Princip von d’Alembert. 

Wie schon im ersten Bande dieser Vorlesungen kniipfeii 
wir aucb bier wieder die Dynamik des starren Korpers da- 
dnrcli an die Dynamik des einzelnen inateriellen Punktes an^ 
dass wir den stainen Korper als einen Hanfen von inateriellen 
Pnnkten anffassen, zwisclien denen innere Kriifte auftreten^ 
die den Zusamnienliang anfrecht erlialten. Fiir jeden einzelnen 
Pnnkt des Hanfens gelten dann die Lehren des vorigen Ab- 
schnitteS; sobald man nnr ausser den direkt gegebenen Kraften 
aucb die an ihm angreifenden inneren Krafte in Beriicksichti- 
gnng ziebt. 

Das Bild des Punktlianfens ist freilicb, wie scbon friilier 
bervorgeboben wnrde^ allgemeiner als das des starren Korpers. 
Es fallt mit diesem erst dann znsammenj wenn wir die geo- 
metriscbe Gestalt des Pniiktbanfens als unverandeiiich ansehen. 
Wir woUen uns aber in diesem Abschnitte aucb nicbt aus- 
scbliesslicb auf die Dynamik des starren Korpers bescbriinken^ 
wenn diese aucb den Hauptgegenstand unserer Untersucbungen 
bilden wird. Vielmelir gelten manche der bier anzustelleiiden 
Betracbtungen ganz allgemein aucb fur veranderlicbe Punkt- 
baufen^ also fiir Korper oder Systeme von Kdrpern von ganz 
willkiiiiicber Zusammensetzung. Wie weit sicb die Giiltigkeit 
der Betracbtungen im einzelnen Falle erstreckt^ wird jedesmal 
entweder ausdriicklicb angegeben werden oder es wird wenig- 
stens aus dem Zusammenbange unzweideutig hervorgeben. 
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Der PunkthaufeiL sei in beliebiger Bewegung begriffen^ 
wir fassen dann einen einzelnen Punkt zur naberen Betrachtunsr 
berans. Die an ibm etwa nnmittelbar angreifende aussere 
Kraft sei mit die Resultirende aller inneren Krafte mit 

bezeicbnet. Wenn femer nocb die Masse dieses Pnnktes 
mit m .und der yon einem festen Anfangspunkte nacb ibm 
gezogene Radinsvektor mit r bezeicbnet werden^ baben -wir 
nacb der dynamiscben Grundgleicbnng 

= + ( 68 ) 

nnd eine Grleicbiing von dieser Form gilt fiir jeden Punkt des 
Haufens. 

Wir wollen uns den Punkthaufen in seiner augenblick- 
licben Gestalt und Lage und unter Aufrecbterbaltung aller 
tibrigen Bedingungen jetzt nocb ein zweites Mai gegeben 
denken; nur mit dem Unterscbiede, dass an jedein Punkte 
nocb eine fernere Kraft § willkiirlicb zugefiigt sein soll^ deren 
Grdsse und Ricbtung nacb der Gleicbung 

s - - -»5-' m 

gewablt ist^ in der die Bescbleunigung so einzusetzen ist^ 

wie sie sicb aus der wirklicben Bewegung des ersten Punkt- 
baufens ergeben wtirde. 

Im zweiten Falle baben wir dann^ da die Krafte ^ und 
3 unverandert geblieben sein sollen; aus der Verbindung der 
beiden vorigen Gleicbungen 

+ + § = (70) 

d. b. alle Krafte balten sicb jetzt an dem Punkte im Gleicb- 
gewicbte und da dies fiir alle Punkte des Haufens gilt^ balten 
sicb aucb die Krafte am ganzen Haufen im Gleicbgewicbte. 

Man erkennt aus dieser Betracbtung, dass man in jedem 
Augenblicke zu einem beliebig bewegten Punktbaufen einen 
zweiten ibm sonst vollig gleicbenden angeben kann, der sicb 
im Gleicbgewicbte befindet. Sofern es sicb dann nur um die 
Untersucbung der Krafte bandelt, konnen wir uns diesen 
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zweiten in seiner augenblicklichen Lage auch in Rnhe denken; 
er muss dann unter dem Einflnsse der an ihm angebracMen 
Krafte anch ferner in Rube bleiben. Durcli den KunstgTiff 
der Einfubrung der Krafte § vermag man daber ein djna- 
miscbes Problem auf ein statiscbes zurilckzufubren. 

Die Krafte § werden gewobnlicb als j^Tragbeitskrafte‘^ 
bezeicbnet iind icb werde mich dieser Bezeicbnung ibrer Ktirze 
wegen anscbliessen. Man bat freilicb gegen den Gebraucb 
dieses Wortes ofters eingewendet^ dass es zu Missdeutungen 
Oder falscben \^orstellungen Veranlassung geben konne^ da 
biermit eine Grosse als Kraft bezeicbnet wird^ die als solcbe 
pbysikaliscb gar nicht existirt und die nur zur Vereinfacbung 
der Betracbtungen zu den wirklich vorbandenen Kniften will- 
kurlicb zugefugt wird. Dass die Tragbeitskrafte in der That 
nur in diesem Sinne als Hulfsgrbssen und nicbt als an dem 
ersten Punktbaufen^ den wir eigentlich untersuchen wollen^ 
wirklicb angreifende Krafte aufzufassen sind^ darf man freilicb 
nicbt aus den Augen yerlieren. Sofern dies gescbiebt; wird 
man aber jene Bedenken fallen lassen konnen und icb babe 
auch; gerade um nach dieser liicbtung keinen Zweifel zu 
lassen; ausdriicklicb von zwei Punktbaufen gesprochen^ von 
denen der eine den unmittelbaren Gegenstand unserer Unter- 
sucbung bildet und an dem die Krafte ^ feblen, wiilirend der 
zweite, an dem die Krafte § angreifen solleii; nur zum Ver- 
gleicbe mit dem ersten gebraucbt wird. Icb trage aucb um 
so weniger Bedenken gegen die gewablte Bezeicbnung, als 
scbon die „fingirte^^ Centrifugalkraft, von der im ersten Bande 
die Rede war, unter den Begriff der Tragbeitskrafte fallt und 
man scbon mit Rticksicbt auf den in diesem Falle fest ein- 
gewurzelten Spracbgebraucb genotbigt ist, zwiscben den fingirten 
Oder von uns willkurlicb zugefiigten Kraften und den pbysi¬ 
kaliscb nacbweisbaren oder, wie wir sagen, wirklicb vorban- 
denen sorgfaltig zu unterscbeiden. 

In dem Kunstgriffe, das dynamiscbe Problem durcb Zu- 
fiigung der Tragbeitskrafte auf ein statiscbes zuriicbzufuhren, 
besteht der Kern des d’Alembert’scben Princips. Freilicb wird 
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dieses, wie wir alsbald sehen werden, baufig oder gewohnlicli 
in einer analytisclien Form ansgesproehen, die den wirklichen 
Grehalt des Princips nicbt so deutlich hervortreten lasst. — 
Man siebt ferner, dass das d’AlemberPscbe Princip in der 
allgeineinen Form, die ibm bis jetzt gegeben wnrde, nicbt anf 
die Dynamik starrer Korper bescbrankt, sondern dass es anf 
beliebige Punktbanfen anweudbar ist. In der That beziebt 
sicb aucb gerade eine der banfigsten Anwendnngen bei Anf- 
gaben der Tecbnik nicbt anf starre, sondern anf elastiscbe 
Korper. In der Festigkeitslebre werden namlicb die Span- 
nungen nnd Formandernngen eines elastiscben Korpers ge- 
wobnlicb nnr nnter der Voranssetznng nntersucbt, dass alle 
daran angreifendeu ansseren Kriifte im Gleicbgewicbte sind 
und dass der Korper rnbt. In der Tecbnik mnss man aber 
offers ancb Festigkeitsanfgaben -fur bewegte Korper losen. 
Hier tritt nnn das d’Alembert’scbe Princip als stets bereites 
Werkzeng anf, diese Anfgaben anf solcbe an rnhenden Korpern 
z uriickznfnbren. 

Bei einem bewegten Korper stehen namlicb die an einem 
Volumenelemente angreifendeu Spannnngen nnd die daran wir- 
kenden ansseren Krafte nicbt im Gleicbgewicbte mit einander, 
sondern sie ergeben eine Resnltirende, die die Bescblennignng 
dieses Volninenelementes berbeifiibrt. Sobald man sicb aber 
die Tragbeitskraft als fernere anssere Kraft an dem Volumen¬ 
elemente angebracht denkt, haben wir wieder ilberall Gleicb- 
gewicbt nnd es folgt daber, dass die inneren Krafte oder die 
Spannnngen nnn obne Weiteres am rnbenden Korper nnter- 
sncbt werden konnen, der neben den Fasten ^ ancb die Fasten 
§ tragt. Diese Bemerknng ist fiir die praktiscben Anwen¬ 
dnngen der Mecbanik von grosser Wicbtigkeit; einige Beispiele 
nnter den Anfgaben werden den Recbnnngsgang, der in einem 
gegebenen Falle einznbalten ist, nocb naher erlantern. 

Wenn man Gl. (70) anf jeden Pnnkt des ganzen Han- 
fens anwendet nnd alle so erbaltenen Gleicbnngen addirt, 
findet man 


-f 2:2:3 + = 0, 
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wobei sicii aber nacli dem W^ediselwirkimgsgesetze die Gre~ 
sanuntsnniine aller inneren Krafte wegbebt^ so dass 

ubrig bleibt. Dies gebt tibrigens scboa aus den Betrachtungen 
des ersten Bandes iiber die Krafte am Punkthaiifen bervor imd 
ebenso folgt ancb daraiis^ obne dass es jetzt nocbmals von 
Neuem bewiesen zn werden braucbte, dass die Krafte ^ und § 
alien Gleicbgevricbtsbedingungen fiir Krafte am starren Korper 
geniigen. 

In den Lebrbucbem der analjtiscben Mecbanik wird das 
d’Alembert’scbe Princip gewdbnlicb dnrcb eine Forme! ans- 
gedrtickt, die aus den vorausgebenden Betrachtungen folgt^ 
v^enn man sie in Verbindung mit dem Princip der virtuellen 
Gescbwindigkeiten bringt. Man denke sich irgend eine unend- 
licb kleine virtuelle Verscbiebung mit dem Punkthaiifen vor- 
genommen, bei der er sich wie ein starrer Korper, also obne 
Gestaltanderung bewegt. Der Weg, den der ins Auge gefasste 
materielle Punkt bierbei zuriicklegt, sei dann ist fiir jedes 
willkiirlicbe 

also bei Uebertragung der Betrachtung auf den ganzen Punkt- 
baufen 

2:(^ + §)d§ = o, 

da sich die Arbeiten der inneren Krafte im vorliegenden Falle 
gegen einander wegbeben. Setzt man aus Gl. (70) ein, [so 
folgt 

r(¥-.»g)«8-0. ( 71 ) 

Dm auf die iiblicbe Darstellungsform zu kommen, zerlege 
icb die gericbteten Grdssen nocb in ibre Componenten nacb 
den Richtuugen eines recbtwinkligen Coordinatensystems und 
erbalte 


Das ist die Gleichuag, die ich ableiten wollte. Die XYZ siad 
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natiirlicli die Componenten von ^ und die dxdyd 0 die Gom- 
ponenten von dS. 

Icli sagte vorhin, dass die virtuelle, VerscMebung des 
Pnnktlianfens nnr in einer Bewegnng ohne Gestaltanderung 
besteben solle. Die Formeln gelten aber ancb noch in einem 
allgemeineren Falle^ namlich immer dann, wenn. zwar eine 
Gestaltanderung eintritt, die inneren Krafte aber dabei trotz- 
dem keine Arbeit leisten. Denn in der That bestand ja der 
einzige Gebranch^ den wir vorher von der Voraussetzung der 
nnveranderlicben Gestalt gemacbt batten^ nnr darin^ dass wir 
27Z'3d§ = 0 setzten. Diese Gleicbnng ist immer erfuUt bei 
Bewegnngen .obne Gestaltandernng; sie kann aber auch nocb 
in anderen Fallen erfullt sein. Sobald dies aber zntrifi‘t^ bleibt 
ancb die Gtiltigkeit der Gleicbnngen (71) oder (72) besteben. 

Man denke sicb z. B. zwei starre ■ Korper, die in einem 
Gelenke obne Reibnng drehbar mit einander verbnnden sind. 
Das System beider Kdrper kann als ein Pnnktbanfen von ver- 
anderlicber Gestalt anfgefasst werden. Betrachten wir nun 
eine virtnelle Verschiebnng des Pnnktbanfens, bei der zwar 
jeder starre Korper unveranderlicb bleibt, wabrend sicb aber 
die beiden Korper gegen einander dreben^ so ist die Snmme 
der Arbeiten aller inneren Krafte immer nocb Nnll^ wenigstens 
dann^ wenn zwiscben beiden Korpern nnr im Gelenke eine Kraft 
ubertragen wird. Triigen beide Korper Magnete, die Fern- 
krafte anf einander ansubten, so ware dies freilicb nicbt mebr 
richtig nnd die Gleicbnngen (71) oder (72) blieben nicbt mebr 
anwendbar. Man konnte sicb in diesem Falle allenfalls da- 
dnrcb lielfen^ dass man die magnetiscben Fernkrafte nicbt als 
innere Krafte des Systems^ sondern-als nnmittelbar gegebene 
anssere Krafte anffasste nnd sie daber in die mit einrecbnete^ 
womit die Anwendbarkeit der Formeln gewabrt bliebe. 

In der analytiscben Mecbanik denkt man bei der Anwen- 
dnng von GL (72) gewobnlicb an solcbe virtnelle Verscbie- 
bnngeii, fiir die die inneren Krafte keine Arbeit leisten, ob- 
scbon Gestaltandernngen dabei nicbt ansgescblossen sein sollen. 
Man kann dies, weil man sicb die Korper, die das System 



112 Zweiter Abschnitt. Dynamik des starren Korpers etc. 

Oder den Pimktliaufen ansmachen, nur in solcher Weise mit 
einander in Verbindung gebracbt denkt, dass bei den hier- 
durcb zugelassenen Verscliiebimgen der Tbeile gegen einander 
in der That keine inneren Arbeiten geleistet werden. Uin dies 
zum Ausdrncke zu bringen, pflegt man zu sagen^ dass unter 
den in Gl. (72) auftretenden Verscbiebungscomponenten nur 
solcbe zu Yersteben seien, die zwar sonst willkiirlich^ aber 
dabei mit den Sjstembedingungen vertraglicli seien. 
Immer wenn dieser etwas unbestimmte Ausdruck gebraucht 
Trirdj tbut man gut, in Gedanken dafiir zu setzen, dass 
gleicb Null sein soil. 

Im Allgemeinen scbeint es mir freilicli liberliaupt vor- 
tbeilbafter zu sein, das d’Alembert’sche Princip niclit you 
Yornberein in der Form der Gl. (72) auszusprecben, sondeni 
nur die Aussage darunter zu Yersteben, dass die Krafte 
und § ein Gleicbgewicbtssystem mit einander bilden, wol)ei es 
daim unbenommen bleibt, auf dieses Gleicbgewicbtssystem nacb- 
traglicb die bekannten Satze der Statik, also etwa das Princip 
der virtuellen Gescbwindigkeit oder anstatt dessen auch den 
Satz der statiscben Momente anzuwenden. Man wird sicb 
so jedenfalls Yor Feblem besser scbiitzen, die sonst dadurch 
entsteben konnten, dass man die Voraussetzung der Vertriig- 
licbkeit mit den Systembedingungen auf irrige Weise auslegk 

§ 12. Anwendung auf das physische Pendel. 

Im Yorigen Abscbnitte wurde die Pendelbewegung iniiner 
nur unter Voraussetzung eines einfacben Pendels untersucbt. 
Man dacbte sicb die ganze scbwingende Masse in einem ein- 
zigen Punkte vereinigt, der in unveranderlicber Entfernung 
Yom Aufbangepunkte gebalten und dadurcb zur Ausfiibrung 
einer kreisformigen Bewegung genotbigt sein sollte. Mit diesein 
Bilde reicbt man aber nur in seltenen Fallen aus. Gewobnlich 
sind die Massen yon Korpern, die PendelscbAvingungen aus- 
fiibren, raumbcb so ausgedebnt und namentlicb in so verscbie- 
denen Abstanden yon der festen Drehaxe yertbeilt, dass es you 
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Toraliereiii an jedein Anlialtspunkte dafiir fehlt^ wo man sicli 
•etwa die ganze Masse vereinigt denken musste^ um das Pendel 
als ein einfackes bekandeln zu konnen. Hier kilft niin ^ 
obschon aucli andere Wege znm Ziele fiiliren — am besten 
das d’Alembert’scke Princip zur Losnng der Anfgabe. 

In Abb. 17 sei 0 der Drebpnnkt, d. b. die Projektion der 
Drehaxe auf die senkrecbt dazu gedacbte Zeicbenebene^ S der 
Scbwerpunkt des Pendels und m irgend ein Massentbeilclien 
im Abstande x, das wir als einen der 
materiellen Punkte des ganzen Haufens 
auffassen. Wenn alle iibrigeii Masseii 
gegeniiber m vernacblassigt werden 
konnten^ batten wir ein einfacbes Pendel 
von der Lange x vor uns und die 
Schwingungsdauer konnte aus x nach 
den Lebren des vorigen Abscbnitts be- 
recbnet werden. Jene Massen die 
nabe beim Drehpunkte 0 liegen, sucben^ 
fur sicb genommen, eine kleine^ die 
weiter abstehenden eine grossere Scbwin- 
gungsdauer des Pendels berbeizufiibren und die wirkiicbe 
Schwingungsdauer wird einen gewissen Mittelwertb annebmen. 

Die augenblicklicbe Stellung des Pendels sei durcb den 
Winkel q) beschriebeii; den der vom Aufbangepunkte nacb 
dem Scbwerpunkte gezogene Radiusvektor S mit der Lotbricb- 
fung bildet. In der Gleicbgewichtslage des Pendels ist bier- 
nacb (p = 0. Die Winkelgescbwindigkeit ist ^ und die Winkel- 

bescbleunigung • Kehren wir nun zum Massentbeilcben m 
zur lick; so kann dessen Gescbwindigkeit gleicb x ^ und die 
Tangentialcomponente der Bescbleunigung; die es im Aiigen- 
blicke erfabrt; gleicb x gesetzt werden. Dazu kommt dann 

nocb eine Normalcomponente der Bescbleunigung wegen der 
Riobtungsanderung der Gescbwindigkeit. — Wir fiihren jetzt 
die Tragbeitskraft 

r<‘;)X)pl, Dynamik, 2. Aull. 
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ein^ die wir ebenso wie die Bescbleiinigung in eine Tangential- 
componente §' imA eine Normalcomponente (S- spalten konnen. 
Die letzte ist nichts anderes als die Centrifugalkraffc. Die 
Tangentialcom]30nente hat den Absolutwerth 

H = m x r • 
di" 

Sie ist, wie in Abb. 17 eingetragen, nach aussen und oben hin 
gerichtet. Schwingt namlich das Pendel nach aussen, so ist 

^ positiy und der Absolutbetrag nimmt ab; schwingt es da- 

gegen nach der Gleichgewichtslage hin, so ist negatiy und 

der Absolutbetrag nimmt zu. In jedem Falle ist daher 
negatiy und die Tangentialbeschleunigung nach innen und ab- 
warts gerichtet. Die Tragheitskraft hat aber die entgegen- 
gesetzte Richtung wie die zu ihr gehorige Beschleunigung; sie 
ist also stets nach oben und aussen gerichtet. 

Nachdem die Tragheitskrafte und ® xiberall zugefiigt 
sind, haben wir ein System yon Kraften yor uns, die sich an 
dem Korper im Grieichgewichte halten. Zur Untersuchung des 
Gleichgewichts betrachten wir den Korper, da er sich um eine 
feste Axe cheht, als einen Hebei. Wir schreiben daher die 
Bedingung an, dass die Summe der statischen Momente fur 
den Drehpunkt gleich Null sein muss. In dieser Momenten- 
summe kommen die Normalcomponenteh ® der Tragheitskrafte 
nicht yor, da sie alle durch den Momentenpunkt gehen. Die 
Tangentialcomponenten haben alle gieiches Momentenyor- 
zeichen und die Summe ihrer Momente muss daher orleich dem 

o 

Momente der entgegengesetzt drehenden Kraft Q sein. Wir 
erhalten dam it die Gleichung 

— Emx^ = Qs sin <p. ■ (73) 

Das Minuszeichen auf der linken Seite ist beigefiigt, weil wir 
erkannt hatten, dass an sich negatiy ist. Der Faktor 
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ist alien Grliedern gemeinsam und kann daher auch yor das 
Siimmenzeiclien gestellt werden. Die dann noch zurtickbleikende 
Summe Emx^ stellt das Tragheitsmoment fiir die Drebaxe dar 
und soli; wie friiher; mit & bezeicbnet werden. Hiermit gebt 
die Yorige Gleicbung liber in 

= (74) 

Aus dieser Diberentialgleicbnng lasst sicb cp als Function 
von t ermittebi; womit die Pendelbewegung bekannt ist. An~ 
statt dessen verfalirt man aber einfacber und umgebt ausfiibr- 
licbe Rechnungeu; die jetzt von Neuem anzustellen waren^ wenn 
man die Tbeorie des pbysiscben Pendels auf jene des einfacben 
Pendels zuriickftibrt. Man giebt niimlicb ein einfacbes Pendel 
an, das mit dem gegebenen genau gleicb scbwingt; so dass es 
zur Berecbnung der Scbwingungsdauer u. s. w. an die Stelle 
des zusammengesetzten Pendels gesetzt werden kann. Die Lange 
des gieicbwertbigen einfacben Pendels wird die reducirte 
Pendellange des zusammengesetzten Pendels genannt. Tragt 
man die reducirte Pendellange I vom Drebpunkte 0 aus auf 
dem durcb den Scbwerpunkt gebenden Radiusvektor ab, so 
wird der Endpunkt dieser Strecke der Scbwingungsmittel- 
punkt des Pendels genannt. Denkt man sicb namlicb alle 
nbrigen Massen des Pendels yerscbwindend klein gegentiber 
einer in diesem Punkte vereinigten Masse so gebt das Pendel 
in ein einfacbes iiber; das gleicbe Scbwingungen wie das ge- 
gebene ausfiibrt. Man kann also sagen^ dass die an dieser 
Stelle befindlicbe Masse von den iibrigen nicbt beeiniiusst wird, 
sondern dass sie gerade so scbwingt; als wenn diese nicbt yor- 
kanden waren. 

Um nun das gleicbwertbige, einfacbe Pendel, wirklicb zu 
findeu; wenden wir Grl. (74) auf den Pall an^ dass nur eine 
Masse on auf dem Radiusyektor % im Abstande J yom Dreb- 
pnnkte yorbanden sei. Aucb auf den. Fall dieses einfacben 
Pendels lasst sicb Gl. (74) anwenden, da sie nacb ibrer Ab~ 
leitung fiir jede beliebige Massenyertbeilung giiltig bleibt. In 

S'-'* 
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diesem Falle ist @ = mP und s = I, also geht Grl. (74) flber in 


Oder kiirzer 


— ml- == mgl sin cp 


,cP(p 

-l — = gsmcp. 


Von dieser Gleichung kennen wir aber die Losung bereits^ da 
/ scbon in § 9 als Function von (p dargestellt wurde. 

Soli nun das zusammengesetzte Pendel genau gleicb. niit 
dein einfacben scbwingen^ d. li. so^ dass zu gleicheii Zeiteii 
stets aucb gleicbe Ausschlage geboren^ so geniigt es^ dass die 
Anfangsbedingungen bei beiden gleicb waren und dass ferner 
die Gleicbungen (74) und (75) in den constanten Coefficienten 
mit einander ubereinstixnmen. Freilicb ist dazu nicht notbig, 
dass die Coefficienten jeder Seite einzeln gleicb sind; es ge- 
niigt vielmebr die Gleicbbeit der Verbaltnisse zwiscben den 
Coefficienten auf beiden Seiten. Man iiberblickt dies am besten^ 
wenn man beide Grleiebungen in der Form 

d-cp Qs . T d^cp a . 

- d?' = ^ ^ - W = T V 

anscbreibt. Beide Grleiebungen werden mit einander identiscli^ 
wenn man 


setzt und hieraus folgt fiir die reducirte Pendellange I 

‘-f- ' (W) 

Fulirt man an Stelle des Tragheitsmomentes den Tragheits- 
radins t eiuj so geht Gl. (76) fiber in 


wobei man sich freilicb bttten muss, xmter t bier eine Zeit zu 
versteben. 

Wie scbon vorber bemerkt wurde, kann man das Problem 
des pbysiseben Pendels aucb obne Benutzung des d’Alein- 
bert’scben Princips nacb mebreren anderen Metboden losen. 
Namentlicb der Satz yon der lebendigen Kraft fubrt in alien 
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Fallen^ bei clenen es sicli, wie bier, nm Bewegiingen eines 
Korpers oder eines Systems von Korpern bandelt^ die nur 
einen Freibeitsgrad besitzen oder die, wie man sagt, zwang- 
lanfig erfolgen, scbnell znni Ziele. Es sei daher noch gezeigt, 
wie sich. die Losnng an£ diesem Wege gestaltet. Bezeicbnet 
man den grbssten Ansscblag mit a, so liefert die Grleicbsetzung 
der von dem Gewicbte Q geleisteten Arbeit mit der lebendigen 
Kraft, gerade so wie friiber beim einfachen Pendel, die Gleichung 

•2 ® C^) ^ 

die bierauf entweder nnmittelbar weiter integrirt oder so wie 
vorbin mit der entsprecbenden Gleicbung fur das gleicb- 
scbwingende einfacbe Pendel verglicben werden kann. Gl. (78) 
ist, wie man sicb leicbt liberzeugt, ein erstes Integral von 
GL (74), wobei die anftretende Integrationsconstante scbon der 
Grenzbedingung, dass der grosste Ansscblag a sein soil, an- 
gepasst ist. 

Dieser Weg ist zwar biirzer und einfacber, als der vorber 
eingescblagene. Wenn aber z. B. zngleicb verlangt wtirde, die 
Biegimgsbeansprncbung zn berecbnen, die das Pendel erfabrt, 
miisste man docb wieder zur Benutzung des d’Alembert’scben 
Princips znruckgreifen und scbon aus diesem Grunde ist es 
niitzlicb, die Aufgabe von vomberein mit dem d’Alembert- 
scben Princip zu bebandeln; ganz abgeseben davon, dass bier 
aucb an einem moglicbst einfacben Beispiele der Gebraucb 
dieses Princips erlautert werden sollte. 

§13. Seliwerpunkts- und riacliensatze fur den Punktliaufen. 

Die Scbwerpunktssatze sind scbon im ersten Bande be- 
bandelt; des Zusammenbangs wegen werde icb aber bier Einiges 
nocb einmal kurz wiederbolen, was dariiber friiber ausgemacbt 
wurde. — Zunacbst erinnere icb daran, dass die Lage des 
Scbwerpunkts, der dabei als Massenmittelpunkt aufzufassen ist, 
durcb die Gleicbung 


Jfg = Zmv 


(79) 
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definirt wird, in der r der Radiusyektor fiir irgeiid einen mate- 
riellen Piinkt m des Haufens, M die Gesammtsumme des Haufens 
und ^ den Radiusvektor des Sckwerpnnkts bedeuten. Diese 
Gleichung gilt fiir beliebige Piinkthanfen in jedem Angen- 
blicke^ aucb dann, wenn sie wahrend der Bewegung ibre Ge¬ 
stalt verandern. Durcb Differentiation nacb der Zeit folgt 


(H 

clt 


Oder mit Einfiihrung der Geschwindigkeit tJ und der Scbwer- 
punktsgescliwindigkeit 

J/Oq == (80) 

d. b. die Bewegungsgrosse des ganzen Haufens ist ebenso gross 
als wenn die ganze Masse im Scbwerpunkte vereinigt ware 
und sicb mit dessen Gescbwindigkeit bewegte. Eine nocb- 
malige Differentiation nacb der Zeit liefert 

= = + = (81) 


und diese Gleichung sagt aus, dass sicb der Scbwerpunkt stets 
so bewegt^ als wenn die ganze Masse in ibin vereinigt und 
alle ausseren Kbafte parallel nacb ibm verlegt waren. 

Nacb diesen Vorbemerkungen wende icb micb zur Ueber- 
tragung des im vorigen Abscbnitte fiir einen einzelnen mate- 
riellen Punkt bewiesenen Flachensatzes auf einen beliebigen 
Punkthaufen. Piir jeden Punkt des Haufens bestebt nacb 
GL (2) Oder (2b)^ § 2 die Beziebung 

^ ■ X = Y(^ + 2:3)r = + Y 


Gegenilber der fi'iiberen Formel war bier nur notbig^ alle 
Krafte, die an dem Punkte angreifen^ in aussere und in innere 
Krafte des Haufens einzutbeilen^ jene zu !JJ und diese zu 
zusammenzufassen und daber die Resultirende an die 

Stelle der in § 2 nur summariscb mit ^ bezeicbneten Kraft, 
die an dem materiellen Punkte angreift, treten zu lassen. Die 
Yorstebende Gleicbung gilt fiir jeden beliebigen Momenten- 
punkt und fiir jeden Punkt des Haufens. Wir wollen sie uns 
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fiir alle Punkte unter Zugrundelegung desselben Momenten- 
punktes angescbrieben denken und alle so erhaltenen Glei- 
chungen addiren. Wir finden dann 

• r = 2:Vspr + 

Naeh dem Wechselwirkungsgesetze verscbwindet aber das letzte 
Grlied auf der recbten Seite und wir behalten daher 

JT Vmti ■ r = >: r , (82) 

Oder aucli in kiirzerer Schreibweise 

= zVfPr. (82 a) 

Der Ausdnick • r oder 8 stellt die geonietrische 

Summe der statischen Momente der Bewegungsgrossen aller 
Punkte des Haufens dar; wir wollen diese Summe als das 
statische Moment der Bewegungsgrosse des ganzen Haufens 
oder als dessen Drall bezeichnen. Dabei ist indessen wobl zu 
beacbten, dass man sicb, um dieses statische Moment zu bilden, 
nicht etwa zuvor die Bewegungsgrosse nach Gl. (80) im Schwer- 
punkte Yereinigt denken darf, um dann von ihr das Moment 
zu nehmen. Das ist desshalb nicht zulassig^ weil der Faktor t 
mcht fiir alle Glieder der Summe constant ist^ sondern fiir 
jeden materiellen Punkt einen anderen Werth annimmt. In 
der ^jTlieorie des Kreisels^'^ von Klein und Sommerfeld, in 
der auf die Anwendung des Plachensatzes ein besonderes Ge- 
wicht gelegt ist^ wird die Grosse -r als der „Impuls- 

vektoP^ bezeichnet. Ich glaube aber die Bezeichnung ^^DralP^ 
Yorziehen zu sollen. 

Der durch Gl. (82) ausgedriickte Flachensatz lasst sich in 
Worten wie folgt aussprechen: 

Fiir jeden beliebigen Momentenpunkt ist die zeit- 
liche Aenderung des Dralls irgend eines Punkthaufens 
gleich der geometrischen Summe der statischen Mo¬ 
mente aller ausseren Krafte. 

In dieser allgemeinsten Form wird indessen seltener von 



120 Zweiter Abschnitt. Dynamik des starren Korpers etc. 

dem Flaclaensatze Grebraucli geniacht^ als von den einfacheren 
Formeiij in die er libergelit, wenn besondere Bedingnngen vor- 
liegen. Namentlicb dnrcb eine geeignete Wahl des Momenten- 
punktes lasst er sich hanfig erheblich vereinfachen ^ obschon 
damit freilicli andererseits die allgeineine Grilltigkeit eingeschrankt 
wil’d. Ich werde die haufigst vorkommenden Falle dieser Art 
bier einzeln dnrchsprechen. 

a) Pnnkthanfen, der zu Anfang riihte und aiif den 
keine ansseren Krafte wirken. 

Dnrch die inneren Krafte konnen in diesem Falle Be- 
wegungen hervorgerufen werden^ die zu Gestaltanderungen des. 
Haufens fiihren. Wir schliessen zunachst nach dem Schwer- 
punktssatze Gl. (81); dass der Schwerpnnkt jedenfalls stets in 
Rube bleibt. Ferner folgt aus dem Flacbensatze, dass ® con¬ 
stant und daber stets gleicb Null bleiben musS; da es zu Anfang 
Null war. Aucb die Projektion von © auf irgend eine Ebene 
Oder irgend eine Axe muss daber zu jeder Zeit gleicb Null 
sein. — Die Projektion eines statiscben Moments auf eine 
Axe kann nacb den Lebren des ersten Bandes stets als das 
statiscbe Moment der Projektion auf eine zur Axe senkrecht 
stebende Ebene aufgefasst werden. Projicirt man also alle 
Punkte des Haufens auf eine beliebige EbenC; so ist aucb fiir 
jeden Punkt dieser Ebene als Anfangspunkt die' Summe der 
mit den Massen m multiplicirten Flachenraume oder Sektoren- 
geschwindigkeiten stets gleicb Null. Man kann dies einfach 
so ausdruckeu; dass ein Theil der materiellen Punkte den be- 
liebig gewiihlten Punkt im Sinne des UbrzeigerS; ein anderer 
Tbeil ibn im entgegengesetzten Sinne umkreisen muss und 
zwar SO; dass die statiscben Momente der Bewegungsgrossen 
fiir beide Umkreisungsricbtungen gleicb gross sind. 

b) Punktbaufen mit sonst beliebiger Anfangs- 
bewegung; dessen Scbwerpunkt aber zu Anfang ruhte 
und auf den keine ausseren Krafte wirken. 

Der Scbwerpunkt muss bier wie im vorigen Falle dauernd 
in Rube und das statiscbe Moment der Bewegungsgrdsse muss 
constant bleiben. Dieses ist aber jetzt nicbt gleicb Null, sondern 
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gleich deni durcli den Anfangszustand gegebenen Werthe. Be- 
zeichnen wir diesen mit 6, so ist 

Oder ® ='6. 

Von Wiclitigkeit ist die Bemerkung^, dass im vorliegenden 
Falle die Oonstante ^ unabbangig von der Wahl des Momenten- 
punktes ist. Uni dies zii beweisen, wahle man einen zweiten 
Momentenpnnktj von dem die Hebelarme x' gerechnet werdeii. 
Dann ist fiir diesen 

vVwti-r' = r. 

Fiir r' konnen wir aber schreiben 

t' = r + tt, 

wenn mit a der Radiusvektor vom zweiten zum ersten Momenten- 
punkte bezeichnet wird. Damit erhalten wir 

(?,' = Z V>Hti • (r + a) = zYmti '• r + ■ o- 

In der letzten Sumine ist n constant nnd man bat daher 

uYmH ■ a = Yi^mb) -0 = 0 

nach Gl. (80) und der Voraussetzung, dass der Scbwerpunkt 
rnhen sollte. In der That wird also 

= zYmb • r = 6. 

Der Drall eines Punkthaufens, dessen Scbwerpunkt i-ubt, ist 
daher eine von der Wabl des Momentenpunktes unabbangige 
und iiberdies, wenn keine ausseren Krafte wirken, der Zeit 
nach constante Grdsse. Die Bedeutung dieses Satzes mbge 
noch an einer seiner bekanntesten und wicbtigsten Anwen- 
dnngen naher erlautert werden. 

Wir wablen das Sonnensystem, also die Sonne sammt ihren 
Planeten und deren Trabanten u. dgl. als den Punkthaufen, auf 
den wir den Satz anwenden wollen. Zngleicb setzen wir voraus, 
dass der Scbwerpunkt dieses Haufens gegeniiber einem festen 
Raume, fiir den das Tragbeitsgesetz gilt (vgl. Bd. I, S. 19) zu 
A-nfang in Rube war und dass die ausseren Erafte, die von 
den femen Weltkorpern des Fixsternbimmels ausgeben, so gering 
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sind, dass sie yernaclilassigt werden diirfen. — Zugleich sei 
tibrigens bemerkt, dass man diese Voraussetzmigen zum Theile 
aucb. fallen las sen kann; man wiirde dann auf Grund der nnter 
c) nnd e) folgenden Betraclitnngen zn ganz aknlichen Sckliissen 
gelangen. Hier besckranke ich mict aber auf die Besprechung 
des einfaeksten Falles. 

Die Wahl des Momentenpunktes ist, wie bewiesen, gleich- 
gtiltig nnd wir konnen dazu etwa den Sonnenmittelpunkt 
nehmen. Um diesen bewegen sich die Planeten alle in dem- 
selben Sinne nnd ancb die Sonne besitzt eine Drelinng in der 
gleicken Richtiing. Jedenfalls wii-d also der Drall des Sonnen- 
systems nickt gleick Null sein. Dagegen muss er nacb. Grosse 
nnd Richtnng constant sein. Hierdurcb. ist eine, trotz aller 
Lagenandernngen^ die Yorkommen mogen^ constante Ricbtung 
gegeben. Wenn die Planetenbabnen alle in einer Ebene ent- 
balten waren nnd ancb.’ die Drekbewegangen n. s. f. alle parallel 
zn dieser Ebene erfolgten, ware der Drall; als ein statisches 
Moment; senkrecbt zn dieser Ebene gericktet. Diese Voraus- 
setzung ist zwar nicbt erfiillt; aber die meisten Planetenbabnen 
n. s. f. treten dock ancb nickt sebr erbeblick ans einer gewissen 
mittleren Ebene heraus. Hiernacb liegt es nahc; nacb einer 
solcken mittleren Ebene zn sncken, die nnbeweglick im Ranme 
festliegt; trotz aller Abweicbnngen nnd SckwanknngeU; die bei 
den einzelnen Bestandtbeilen der Bewegnngsgrosse des Hanfens 
yorkommen mogen. Diese Ebene wird dnrch den Placbensatz 
gegeben; es ist jenC; die senkrecbt zn der nnyeranderlicben 
Ricktnng yon 6 steht. Sie heisst nach Laplace; yon dem 
diese Betrachtnng berrilbrt; die nnyeranderlicke Ebene 
des Sonnensjsterns. Natiirlick kommt eS; wenn man yon 
ikr redet; nnr anf ibre Stellnng; nickt anf ibre besondere Lage 
an. Am einfacbsten ist es zwar; sie sick dnrck den Schwer- 
pnnkt des ganzen Hanfens gezogen zn denken; aber ancb jede 
zn dieser parallele Ebene kann als nnyeranderlicke Ebene im 
Sinne nnseres Satzes angesehen werden. 

c) Punkthanfen mit beliebiger Anfangsbewegnng 
okne Wirknng ansserer Krafte. 



§ 13. Schwerpunkts- und Flachensatze fiir den Punkthanfen. 123 

Der Schwerpunkt besclireibt eine gracllinige Babn mit con- 
stanter Gescliwindigkeit. Der Drall bleibt fiir jeden Momenten- 
punkt der Zeit nach constant, fiir yerscbiedene Momenten- 
punkte ist er aber verscbieden. Zwischen 6 und 6' bestelit 
die Beziehung (vgl. die Ableitung unter b)) 

r = 6 + Vmo-o. 

Das letzte Glied auf der recliten Seite ist stets senkrecbt zur 
Scbwerpunktsgescbwindigkeit also auch senkreckt zur 

Scb-werpunktsbabn gerichtet. Daraus folgt^ dass alle ® gleicbe 
Projektionen auf die Schwerpunktsbabn haben. Perner ist (£ 
fur alle Momentenpunkte gleich, die’ auf einer Parallelen zur 
Scbweri3unktsbabn liegen^ denn fiir zwei solcbe Momenten- 
punkte ist der Abstand tt parallel zu und das aussere Pro- 
dukt aus beiden wird daber zu Null. 

Zuin Begriffe der unverandeiiicben Ebene gelangen wir 
bier, wenn wir von jedem Punkte des Haufens nur die Belativ- 
gescbwindigkeit zum Scbwerpunkte betrachten, also den Ausdruck 
® = Z* Yni (ti — Do) • r 

bilden. Dieser ist fiir alle Momentenpunkte gleicb; denn fiir 
einen zw^eiten Momentenpimkt bat man 

r = 2:Vw(Ji —b„)(r + o) 

= —bo) r +V-2»ib • a — V-MboO = 

da sicb die beiden letzten Glieder nacb Gl. (80) gegen einander 
fortbeben. Die unveranderlicbe Ebene stebt senkrecbt zur 
Ricbtung von 

Wenn ^ zu Anfang Null war, muss es aucb Null bleiben, 
Man kann dies dabin ausdriicken, dass ein unveranderlicber 
Korper, der zu Anfang keine Rotation ausfiibrte, sicb nicbt von 
selbst (durcb innere Krafte) umdreben kann. Ein verander- 
licber Korper kann es aber, wenn aucb fiir ibn immer nocb ® 
gleicb Null bleiben muss; auf diesen interessanten und aucb prak- 
tiscb sebr wicbtigenFall werde icb nachber ausfiibrlicber eingeben. 

d) Punktbaufen, auf den aussere Krafte einwirken, 
die alle von einem festen Punkte ausgeben. 
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In diesem Falle bezielit man den Flacliensatz gewohnlick 
nur anf den festen Pnnkt als Momentenpunkt. Da fiir ilin das 
Moment der ausseren Krafte immer noch gleicli NiiU ist^ bleibt 
ancb. der anf ibn bezogene Dralt constant. Als nnYerander- 
liclie Ebene wird ancb. bier oft jene bezeicbnet, die senk- 
recbt zu diesem statiscben Momente stebt. — Hierber gebort 
namentlicli die Bewegnng eines starren Korpers^ yon dem 
ein Punkt festgebalten ist (Kreisel), so lange man die Wir- 
kung der Scbwere yernacblassigen kann. Als einzige anssere 
Kraft konimt damn der Auflagerdrnck an dem festgehaltenen 
Pnnkte in Betracbt. 

e) Pnnktbanfen, anf den parallele anssere Krafte 
wirken. 

Zn einer einfacben Anssage gelangt man in diesem Falle 
dadnrcbj dass man den Pnnktbanfen anf eine Ebene projicirt^ 
die senkrecbt znr Ricbtimg der ansseren Krafte stebt nnd nun 
die Bewegnng in dieser Projektionsebene verfolgt. Die Pro- 
jektion yon tJ sei i)' nnd t' sei ein yon einem beliebigen 
Momentenpimkte in der Projektionsebene nacb der Projektion 
yon m gezogener Hebelarm. Dann ist zngleicb das 

statisclie Moment yon in Bezng anf eine dnrcb den ge- 
wablten Momentenpunkt senkrecbt znr Projektionsebene ge- 
zogene Axe. Ebenso ist V zngleicb das Moment der 
Kraft ^ fiir diese Axe. Kun gilt fiir jeden Momentenpunkt 
im Ranme der Flacbensatz in der Form 

.rVw l) ■ r = zVqJr. 

Ans jeder Gleicbnng zwiscben gericbteten Grossen lasst sicb 
aber sofort eine Gleicbnng zwiscben den Projektionen anf irgend 
eine Axe ableiten. Projiciren wir also anf eine Axe^ so gilt ancb 

Dies gilt znnacbst fiir jede beliebig gericbtete Axe. Fiir die 
parallel zn den Kraften ^ gewablte Axe wird dagegen das 
statiscbe Moment der Krafte ^ zn Knll^ da die Projektion ip' 
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auf die zur Axe senkrecht steliencle Projektionsebene ver- 
schwindet. Hiernacli geht die Gleichung fiber in 

r'== 6. 

Wablt man einen anderen Momentenpimkt in der Projektions- 
ebene^ setzt also an Stelle Yon x' etwa r' -j- so komnit ein 
neues Glied in den Ansdruck ffir 6 hinein, das gleicb 
iNmb'- a =V(i:m\a') • a = YM\'- o. 
gefunden wird. War die Schwerpunktsgescbwindigkeit von 
vornberein entweder Null oder parallel zur Ricbtiing der 
A Krafte so bleibt tiy' stets gleicb Null und der in der Pro¬ 
jektionsebene genommene Drall (5 bat fur jeden Momenten- 
punkt denselben Wertb. Natiirlicb kommt es dabei nicbt 
auf die Ricbtung Yon 6 an^ die selbstYerstandlicb ist (namlicb 
recbWinklig zur Projektionsebene)^ sondern nur auf die Grosse 
Yon 


§ 14. Einfacbe Anwendungen des Plachensatzes. 

Die einfacbste und eine der wicbtigsten Anwendungen des 
Plachensatzes bestebt in der Entscbeidung der Frage, ob und 
unter welcbeii naberen Umsfanden ein sicb selbst liberlassener 
Punktbaufen^ zwiscben dessen einzelnen Tbeilen beliebige innere 
Krafte auftreten^ sicb selbst im Raume umzudreben Yermag. 
Past immer wird bierbei der Flacbensatz in Verb indung mit 
dem Scbwerpunktssatze gebraucbt. Nacb diesem Yermag sicb 
der Punktbaufen durcb innere Krafte nicbt selbst fortzubewegen^ 
da trotz aller relatiYen Bewegungen zwiscben den einzelnen 
Punkten des Haufens der Schwerpunkt stets in Rube bleiben 
muss. Priiber bat man ofters in Anlebnung bieran den Flacben¬ 
satz dabin ausgesprocben^ dass sicb ein Punktbaufen obne fremde 
Beihiilfe^ d. b. obne Auftreten ausserer Krafte an ibm^ aucb 
nicbt selbst umzudreben Yermoge. Dies war aber nur eine 
irrige Deutung des Plachensatzes, die freilicb lange Zeit fast 
allgemein Yerbreitet war und als Irrtbum erst erkannt wurde^ 
nacbdem ein Widersprucb zwiscben ibr und den Erfabrungs- 
tbatsacben festgestellt war. An der Aussage des Satzes selbst, 
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an den Formeln, Ableitnngen und Beweisen dafiir braucbte 
librigens nicbt das Greringste geandert zii werden; nur bei der 
Anwendung auf den concreten Fall muss^ wie sicb hierbei 
beransstellte^ mit gTOsserer Vorsicht verfahren werden^ als 
friiher. 

Diese Frage wurde erst in neuerer Zeit — namlicb im 
Jabre 1894 in der Pariser Akademie der Wissenscbaften — 
angeregt und entschieden. Es bandelte sicb darum, eine mecba- 
niscbe Erklarung dafiir zn linden, wie es eine Katze fertig 
bringt, beim Fallen aus grosserer Kobe stets mit den Fussen 
voran ant den Boden zu kommen. Von den Vertretern der 
Mecbanik wnrde an£ Griind def tiblicben alteren Deutnng des 
Flacbensatzes znnacbst die Ansicbt ansgesprocben, dass die 
Drebnng nur die Folge eines Abstosses sei, der im Angen- 
blicke des Herabfallens, so lange also die Katze nocb mit 
anderen Korpem in Beriibrung war, ertbeilt wurde. Man 
scbloss anf Grund des Flacbensatzes ungefabr so: Wenn der 
Korper wabrend des Herabfallens zunachst keine Drebbewegung 
batte, so kdnnte etwa die Katze den Vorderkorper nacb einer 
ibr genebmen Richtiing umdreben. Hierbei miisste aber dem 
Flacbensatze zufolge gleicbzeitig aucb eine Drebnng des Hinter- 
korpers in eiitgegengesetzter Ricbtung zu Stande kommen. 
Wenn nun etwa voiber aUe vier Beine der Katze nacb oben 
gestanden batten, so miisste sie, um nacbber alle vier nacb 
unten zu bringen, Vorder- und Hinterkorper nacb Art eines 
Scbraubenumlaufs gegen einander verdrebt baben. 

Diese Betracbtung war an sicb nicbt unricbtig; es wurde 
dabei nur iiberseben, dass nocb andere Moglicbkeiten einer 
relativen Drebbewegung der Korpertbeile gegen einander be- 
steben, als die bier allein in Aussicbt genommene zwischen 
Vorder- mid Hinterkorper. Dass solcbe nocb moglicb sein 
mussten, ergab sicb alsbald durcb einwandfreie Versucbe, in- 
dem man Katzen mit den Beinen nacb oben an Scbniiren auf- 
bing und diese vorsicbtig durcbscbnitt, so dass die Katze ausser 
Beriibrung mit anderen Korpem kam, bevor sie sicb nocb 
durcb einen Abstoss eine Rotationsgescbwindigkeit zu ertbeilen 


§ 14. Einfache Anwendungen des Flachensatzes. 127 

vermochte. Sie fiel dann in einen dunklen Raum hinab, dessen 
Fallhohe sie nicht vorberzuselien vermochte und kam trotzdem 
bei sehr verschiedenen (nicht zn kleinen) Fallhohen stets mit 
den Ftissen zuerst auf dem Boden an. Ausserdem hat man 
anch die Korperbewegungen, die sie wahrend des Fallens ans- 
fiihrte. noch dnrch eine Reihe schnell aufeinanderfolffender 
Momentphotographieen ermittelt. 

Nachdem erst die Thatsache des Umdrehens einwandfrei 
festgestellt war, kam man anch bald auf die mechaiiische Er- 
klarung daftir. Es hatte nattirlich keinen Zweck, wenn ich 
diese grade an dem historischen Beispiele geben wollte; ich 
werde vielmehr, uni das Wesen der Sache zu erklaren, ein 
einfacheres wahlen. — Der Fehler, den man friiher begangen 
hatte, bestand vor allem darin, dass man nicht beachtet hatte, 
xlass sich Theile eines Korpers gegen den Rest beliebig oft im 
gleichen Sinne zu drehen vermogen, ohne dass sich nach jedem 
Umlaufe die Gestalt des Korpers irgendwie verandert hatte. 
Fasst man z. B. mit der rechten Hand eine Stange, einen 
Sab el 0 . dgl., streckt hierauf den Arm senkrecht nach oben 
aus und fiihrt mit der Stange in horizontaler Richtung eine 
kreisformige Bewegung um das Handgelenk herum aus, so 
vermag man diese Bewegung beliebig oft im gleichen Sinne 
zu wiederholen. Ein Mensch, der alien ausseren Krilften ent- 
zogen frei im Raume schwebte und vorher in Ruhe ware, miisste, 
wenn er die beschriebene Bewegung ausfuhrte, sich selbst im 
entgegengesetzten Sinne umdrehen, als die Stange, die er liber 
seinem Kopfe rotiren lasst. Denkt man sich ihn etwa auf eine 
Ebene projicirt, die senkrecht zu seiner Langsaxe oder senk~ 
recht zur R.otationsaxe des Stabes steht, so bestimmt sich die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung, die er selbst ausfuhrt, 
sehr einfach aus der Bedingung, dass fiir jeden Momenten- 
punkt, also etwa fiir die Projektion der Langsaxe, das Produkt 
aus den Sektorengeschwindigkeiten und den Massen seines 
Korpers ebenso gross ist, als das gleiche fiir die Masse des 
Stabes gebildete Produkt. So lange der Stab weiter herum- 
geschwungen wird, dreht sich anch der Mensch im entgegen- 
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gesetzten Sinne; sobald aber der vStab angebalten wird^ liort 
ancb der Mensch auf^ sich welter zu dreben. Er kommt dann 
wieder ganz zar Rnbe, siebt aber jetzt nacb einer ganz anderen 
Ricbtnng als zn Aafang. Dnrcb das angegebene Mittel biitte 
er es also in der Hand, sicb nacb Wiinscb jede beliebige 
Stellung im Raume zu geben. 

Setzt man etwa an die Stelle des Stabes im vorigen Beb 
spiele bei der berabfallenden Katze den Scbwanz, der ebenfalk 
beliebig oft nm die Langsaxe des Korpers berumgedrebt werden 
kami; so bat man scbon eine Moglicbkeit fiir die Wendung 
des Korpers nacb abwarts. Es ist aber nicbt einmal die 
einzige, wie aus den folgenden Betracbtungen leicbt hervor- 
geben wird. 

Man nebme jetzt namlicb an, dass ein seiner Gestalt nacli 
Yeranderlicber Kdrper auf irgend eine Art scbon eine gewisse 
Rotationsgescbwindigkeit erlangt hat. Aeussere Krafte sollen 
entweder ganz feblen oder wie bei einem berabfallenden Korper 
parallel und den Massen proportional sein. Auf die Um- 
drebung des Korpers konnen sie dann keinen Einfluss haben 
und wir konnen daber, wenn es sicb nur um die Dreb- 
bewegungen handelt, von ibnen absehen. Wenn keine ausseren 
Krafte wirken, muss das Moment der Bewegungsgrossen con¬ 
stant bleiben. Stellen wir uns jetzt vor, dass sicb der Kdrper 
zusammenziebt, so nebmen die etwa von der Projektion des 
Scbwerpunkts gezogenen Hebelarme ab und da das Produkt 
aus ibnen und den Bewegungsgrossen constant bleibt, muss 
die Winkelgescbwindigkeit der Drehung zunehmen. Wir konnen 
z. B. daraus' sofort scbliessen, dass ein Himmelskdrper, der um 
seine Axe rotirt, seine Winkelgescbwindigkeit vergrossert, so¬ 
bald er sicb zusammenziebt. Wtirde sicb etwa unser Erdball 
infolge von Abkiiblungen zusammenzieben, so mtisste die Dauer 
eines Tages dadurcb verkiirzt werden *) 

*) Diese Aussage setzt natiirlich voraus,' dass eine Zeiteinheit 
angegeben werden kann, die als nnveranderlicb betracbtet werden 
darf. Um die etwaige Veranderlichkeit der Tagesdauer wahrend eines 
liingeren Zeitraumes zu priifen, kann man sicb etwa die Aufgabe stellen, 
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Man betractte ferner einen Grymnastiker, der sick kei 
cinem Sprunge in der Lnft liberscklagt (sog. Salto mortale). 
Der Sckwerpnnkt besckreibt in der Lnft eine Parabel. Sckon 
beim Absprunge kat der Springer seinem Korper eine gewisse 
Winkelgesckwindigkeit nm eine durck den Sckwerpnnkt gekende 
korizontale Rotationsaxe gegeben. Diese wiirde aber nickt aus- 
reickeH; den Korper wakrend des Fluges durck die Lnft so 
weit umzudreken, dass er wieder mit den Beinen auf den 
Boden kame. Der Gymnastiker^ der diese Bewegung freilick 
nnr auf Grand seiner Erfakrung und okne Kenntniss des Flacken- 
satzes ausfiikrtj kat es aber in der Hand^ die Winkelgesckwindig¬ 
keit seiner Drekbewegung betracktlick zu steigern, dadnrch^ 
dass er seinen Korper wakrend des Sprunges stark znsammen- 
ziekt (durck Anzieken der Arme und Beine u. s. f.). Hierdurck 
gelingt es ikm, wakrend der fiir das Durcklaufen der Wurf- 
parabel gegebenen Zeit eine kinreickende Drekung des Korpers 
zu veranlassen, die ikn wieder mit den Beinen den Boden er- 
reicken lasst. 

Betracktet man ferner einen Torker rukenden Korper, der 
ans zwei ungefakr gleicken Tkeilen bestekt, die sick nickt voll- 
standig, sondern nur um einen gewissen Winkel gegen einander 
zu dreken vermogen, so kann eine Umdrekung des ganzen 
Korpers, an deren Sckluss die Anfangsgestalt wieder erreickt 
wird, auck auf folgende Art bewirkt werden.' Man dreke zu- 
erst den Haupttkeil I in dem gewiinsckten Sinne, wobei frei¬ 
lick der Haupttkeil II eine entgegengesetzte Drekung ausfiikrt. 
Wakrend dieser ersten Periode soil aber durck passende An- 
ordnung (bei einem lebenden Wesen etwa durck Ausstrecken 
Oder Anzieken der Arm'e und Beine) der Haupttkeil I mog- 
lickst zusammengezogen, der Haupttkeil II moglickst aus- 

die Anzakl der Lichtsckwingungen fiir Licht von einer genau definirten 
Farbe oder Wellenlange abzuzahlen, die in die Daner eines Tages 
kineinfallen. Hiermit ist zunachst wenigstens theoretisck die Moglich- 
keit gegeben, Abweichungen in der Tagesdauer nachzuweisen. Ausser 
dem angegebenen giebt es indessen aucb nocb eine Reihe anderer 
Mittel, die zn dem gleichen Zwecke benntzt werden konnten. 

!F5ppl, Dynamik. 2. Aufl. 9 
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einandergespreizt sein. Dana wird I eine viel grossere Winkel- 
gescb-wiiidigkGit ©rlangt liabcii^ als II. Nacli ©inigcr !Z6it wird. 
die relative DreliiuLg beider Korpertheile gegen einander ein- 
gestellt. Sofort hort damit die weitere Drebbewegung auf. 
Der Haupttheil I bat aber jetzt scbon einen grossen Winkel 
in dem gewiinscbten, der Hanpttbeil II nur einen kleinen Winkel 
im nnerwiinscbten Sinne durcblaufen. Hieranf werde umgekebrt 
der Hanpttbeil I moglicbst ansgespreizt nnd der Hanpttbeil II 
moglicbst znsammengezogen. Wenn jetzt eine Drebnng beider 
Tbeile gegen einander vorgenommen wird, die Hanpttbeil II im 
erwnnscbten Sinne drebt, so wird dieser eine grosse nnd Haupt- 
tbeil I eine kleine Winkelgescbwindigkeit im entgegengesetzten 
Sinne annebmen. Wenn diese Drebnng so weit vorgescbritten 
ist, dass beide Tbeile wieder in ibrer normalen Lage zu ein¬ 
ander sind, wird sicb der ganze Korper bereits nm die DifEe- 
renz des im erwnnscbten Sinne znriickgelegten grossen nnd 
des im nnerwiinscbten Sinne znriickgelegten kleinen Winkels 
gedrebt baben. Man siebt nnn ein, dass dnrcb geniigend 
banfige Wiederbolnng beider anfeinanderfolgender Eelativ- 
bewegnngen jede beliebige Wendnng des Korpers berbeigefiibrt 
werden kann 

Die Zabl der Beispiele, bei denen man anf abnlicbe Art, 
also bios anf Grnnd der einfacbsten Ueberlegnngen obne jede 
Eecbnimg wenigstens zn einem qnalitativen Eesnltate kommt, 
ist sebr gross. Einige davon sollen nocb znr weiteren Er- 
lanternng angefiibrt werden. 

Man nebme an, dass die Insassen eines Lnftballons den 
Wnnscb baben, ibr Fabrzeng so zn dreben, dass etwa eine 
andere SMte des Ballons oder der Grondel die Eicbtnnec nack 
der Sonne bin emnebme. Sie konnen dies ansfiibren, indem 
sie etwa selbst im entgegengesetzten Sinne im Korbe beruni- 
lanfen oder sicb ancb nur nm ibre Axe dreben oder, wenn 
ibnen dies zn nnbeqnem ist, indem sie einen Stab iiber dem 
Kopfe so bernmscbwingen, wie dies friiber bescbrieben wnrde. 
Wenn dies oft genug gescbeben ist, wird die gewiinscbte Wen¬ 
dnng des Fabrzengs ansgefiibrt sein nnd sobald mit der Dreb- 
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"bewegung aufgeliort wird, verliarrt anch. der Ballon in seiner 
neuen Stellnng zur Sonne. 

Ein Scliiff^ das rnliig anf dem Wasser liegt^ kann anf 
einfachere Weise gewendet werden, da es leicht moglich ist, 
mit Hiilfe von Rudern oder von Stangen, die bis anf den 
Grand reicben, aussere Krafte von liinreicbendem Betrage 
daranf wirken zn lassen, nm es bald in die gewiinschte Rick- 
timg zu bringen. Aber atich -wenn solcke Mittel nickt vor- 
Randen oder nickt zugangiick waren, liesse sick die Wendung 
anf dieselbe Art bewirken, wie beim Lnftballon. Hatte man 
etwa ein Rad, das anf dem Sckiffe um eine vertikale Axe 
drekbar angebrackt ware, so branckte ein Passagier dieses Rad 
mir kinreickend oft in einem gewissen Sinne umziidreken, nm 
eine Wendung des Sckiffes nack der entgegengesetzten Rick- 
tung kerbeizufukren. Wenn das Rad etwa in der Cajiite okne 
jede Verbindung nack aussen kin angebrackt ware, branckte 
man diesen Ranm gar nickt zn verlassen, nm die gewiinsckte 
Ricktnngsandernng des Sckiffes zn bewirken. Man kbnnte 
sogar, nni einen extremen Fall zn nennen, bekanpten, dass sckon 
die geniigend oft im gleicken Sinne wiederkolte Dreknng eines 
Fingerrings nm den in lotkreckter Ricktnng gekaltenen Finger 
mit der Zeit eine Wendung des Sckiffes kerbeifiikren mitsste, 
wenn die Wirknng nickt so gering ware, dass sie neben den 
niemals ganz zn vermeidenden znfalligen ansseren Einfliissen 
versckwindet nnd daker dnrck die Beobacktnng nickt bestatigt 
werden kann. 

Zu den als „znfallig^^ bezeickneten ansseren Einfliissen ge- 
kort iibrigens bei den jetzt erwaknten Beispielen einer, der 
fiir den Erfolg sekr wesentlick ist nnd anf den, da er stets 
zu erwarten ist, kier nock besonders anfmerksam gema^ckt 
werden soil Der Lnftballon oder das Sckiff werden namlick, 
sob aid sie sick infolge der anf iknen ansgefnkrten Drek- 
kewegnngen selbst in nmgekekrter Ricktnng dreken, kieikei 
anf einen Lnffc- oder Wasserwiderstand stossen, der die Be- 
wegnng zwar znnackst nickt verkindert, ikre Gesckwindigkeit 
aber allmaklick verringert. Man kann diesem Uebelstande anck 
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nicht olme Weiteres dadurcli abhelfen, dass man die Dreh- 
bewegung anf dem Falirzeuge selbst einstellt und sie spater 
von Neuem wieder aufnimmt. Hat sich namlicli nacli der ersten 
Ansfiilirung der Drebbewegungen die Winkelgescliwindigteit 
des Fabrzengs dnrcb den Lnftwiderstand u s. f. vermindert 
und man stellt bierauf die Drebbewegung ein^ so verbarrt das 
Fabrzeug nun nicbt mebr in seiner augenblicMicben Stellung, 
sondern es drebt sicb sofort entgegengesetzt der ursprunglicben 
Bewegungsricbtung mit einer Grescbwindigkeit^ die gleicb dem 
durcb Reibung o. dgl. verursacbten Verluste an der urspriing- 
licben Winkelgescbwindigkeit ist. Wenn man von den vorber- 
gebenden Ausfubrungen praktiscben Gebraucb macben woUte^ 
mtisste man dies wobl im Auge bebalten. Durcbftihrbar ware 
aber, wie man leicbt erkennt^ die gewtinscbte Wendung immer^ 
wenn andere aussere Einfltisse ausser einem derartigen Be- 
wegungswiderstande nicbt vorkamen. 

Wenn alle Eisenbabnziige der Erde und alle Scbiffe, die 
sicb auf der Fabrt befinden, die Erde stets parallel zum Aequator, 
etwa in der Ricbtung von Westen nacb Osten, also im gleicbeii 
Sinne mit der Rotationsbewegung der Erde umkreisten und 
keine im entgegengesetzten Sinne^ so miisste dadurcb die Winkel¬ 
gescbwindigkeit der Erde etwas berabgesetzt werden, d. b. die 
Dauer eines Tages iniisste sicb vergrossern. Sobald die Scbiffe 
und die Ztige zur Rube gebracbt wurden^ miisste aucb der 
Tag seine friibere Lange wieder annebmen. Der Einfluss ware 
freilicb gering; er konnte aber fur genaue astronomiscbe 
Messungen merklicb werden^ wenn es sicb um die bewegten 
Massen von Meefesstromungen oder von Winden bandelte, die 
eine stetige XJmkreisung der Erde im gleicben Sinne obne 
Compensation durcb andere damit zusammenbangende Stro- 
mungen in der entgegengesetzten Ricbtung ausfubrten. 

Aucb wenn ein Knabe eine Scbaukel, auf der er vorber 
in Rube sass, obne ausseren Anstoss in Bewegung setzen will, 
begiimt er damit, durcb Anfassen der Aufbangescbniire mit 
den Handen, Ausstrecken der Beine in borizontaler Ricbtung 
und TJeberneigen des Oberkorpers nacb binten sicb selbst eine 
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Drehbewegung zu ertheilen. Betrachtet man den Aufbange- 
pimkt der Schniire als Momentenpnnkt^ so muss fur ibn das 
Moment der Bewegungsgrdsse Yorlaufig nocb Null bleiben^ da 
die Sebnurspannung durcb den Momentenpunkt gebt und die 
einzige andere aussere Kraft an der Scbaukel, das Eigengewicbt^ 
zunacbst ebenfalls nocb. Der einen Drebung muss daber eine 
entgegengesetzte entsprecben und diese bestebt in einer Drebung 
des ganzen Punktbaufens um den Aufbangepunkt^ womit die 
gewtinscbte Pendelbewegung zunacbst einmal eingeleitet ist. — 
Icb begntige micb bier mit diesen Andeutungen, mocbte aber 
die Bewegungen^ die zum Ingangsetzen der Scbaukel fiibren^ 
einem genaueren Nacbdenken empfeblen^ da das Beispiel nacb 
mancben Eicbtungen bin lebrreicb ist, Man macbe sicb 
namentlicb aucb dariiber klar^ dass die Scbaukel iiberbaupt 
nicht oline ausseren Anstoss in regelmassige Pendelbewegungen 
gebracbt werden kdnnte^ wenn die Aufbangescbniire unendlicb 
lang waren. Anstatt dessen kann man, um bei praktiscb zu 
verwirklicbenden Verbaltnissen zu bleiben, aucb sagen, dass es 
nur sebr scbwer und nacb sebr lange fortgesetzten zweck- 
massigen Bewegungen moglicb ware^ Pendelscbwingungen you 
grosserem Ausscblage berbeizuftibren, wenn die Scbniire sebr 
lang waren, wie etwa die Seile in einem Glockentburme bei 
festgebaltener Glocke. 

§ 15. Massenausgleicliung bei Schiffsmascliinen nacb. dem 
Verfabren von Scblick. 

In einem Kabne, der Yon mebreren Personen besetzt ist, 
kann man sebr deutlicb wabrnebmen, wie jede Bewegung eines 
Insassen zu einer Bewegung des Fabrzeuges ftibrt, die auf 
Grund der Scbwerpunkts- und Flacbensatze mit Beriicksicb- 
tigung der besonderen Bedingungen, denen der bier als aussere 
Kraft auftretende Auftrieb des Wassers unterworfen ist, leicbt 
Yorausgeseben werden kann. Man weiss aucb, dass selbst un- 
merklicbe Bewegungen, die nur in gleicben Zwiscbenraumen 
wiederbolt werden, mit der Zeit zu einem starken Scbaukeln 
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des Bootes fdlireii konnen. Das Boot fiibrt daun erzwnngene 
Scli-wingungen aiis^ die im Falle der Resonanz sebr gross 
werden konnen. 

Anf einem grossen Dampfscbiffe macbt es nicbts aus, wenn 
einer oder mekrere Fakrgaste darin anf und ab geben. Finer- 
seits sind hier die bewegten Massen zu Mein im Vergleicbe 
zur Masse des ganzen Sckiffes nnd andererseits dauert es aucb 
zu lange^ bis die berumgebeil3fe|i Personen etwa von einer 
Scbiffsseite zur anderen gelangen. Sie mussten scbon sebr 
scbnell laufen^ uni im gleicben Takte mit den Eigenscbwin- 
gungen des Sckiffes kerxiber und wieder kiniiber gelangen zu 
konnen, um es so zu kraftigeren erzwungenen Sckwingungen 
anzuregen. 

Anders ist es aber mit den grossen Dampfmasckinen, die 
zur Fortbewegung des Sckiffes dienen. Die bewegten Tkeile 
sind kier einerseits sekr sckwer, so dass sie selbst gegeniiber 
den Massen des ganzen Sckiffes nickt vernacklassigt werden 
konnen und andererseits bewegen sie sick auck mit grossen 
Gresckwindigkeiten. Es lasst sick daker leickt vorausseken, 
dass die Sckiffe durck die Massenversckiebungen, die sick in 
regelmassigem Wecksel in iknen wiederkolen, zu Sckwingungen 
veranlasst werden^ die sick oft sekr unangenekm bemerkbar 
gemackt kaben. Man kat daker auf Abkiilfe gesonnen und 
diese ist in praktisck befriedigender Weise durck das von 
S cklick angegebeneMassenausgleicksverfakren gefunden worden. 

Die Forderungen, die erfullt sein mtissen, damit die be¬ 
wegten Massen ganz okne Einfluss auf die Bewegungen des 
Sckiffes bleiben, lassen sick auf sekr einfache Weise in folgen- 
den beiden Satzen aussprecken: 

1) der Sckwerpunkt der beweglicken Massen muss 
stets in relativer Ruke zum Sckiffe bleiben, 

2) der Drall der beweglicken Massen muss fur 
jeden auf dem Sckiffe liegenden Momentenpunkt in 
jedem Augenblicke gleick Null sein. 

Denkt man sick namlick ein Sckiff zuerst in Ruke auf 
rukigem Wasser und kierauf die Masckinen im Leerlaufe (mit 
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abgekuppelten Scliaufelradern oder Sckrauben) in Bewegung 
gesetzt;, so muss nacb dem Sckwerpunktssatze der Gresammt- 
scbwerpunkt des ganzen Punkfcbaufens nacb. wie vor in Ruke 
Toleiben. Wenn nun dafiir gesorgt ist^ dass sick auck der 
Sckwerpunkt der beweglicken Tkeile fiir sick genommen nickt 
versckiebt^ so folgt^ dass sick auck der Sckwerpunkt des Sckiffs- 
korpers nickt versckieben kann. — Ferner muss nack dem 
Flackensatze der Drall des ganzen Punktkaufens fur jeden 
Momentenpunkt gleick Null bleiben, da sick die ausseren 
Krafte (Gewickt und Auftrieb) gegenseitig aufkeben. Wird 
diese Bedingung aber sckoii von den beweglicken Massen fiir 
sick genommen erfiillt^ so muss auck. das Moment der Be- 
wegungsgrosse des Sckiffskorpers dauernd gleick Null bleiben. 
Das ist aber fiir den als starren Korper aufzufassenden Sckififs- 
korper nur moglick^ wenn er keine Rotationsbewegung um 
cine durck den Sckwerpunkt gekende Axe annimmt. 

Hiermit ist bewiesen^ dass der Sckiffskorper^ der vorher 
in Ruke war^ auck dauernd in Ruke bleibt^ wenn die Masckinen 
zu laufen beginnen. Eine Massenausgleickung, die die vorker 
aufgestellten beiden Porderungen erfiillt^ ist demnack eine voll- 
kommene. — Es moge kier die Bemerkung eingesckaltet werden^ 
dass der Flackensatz bisker in teckniscken Kreisen nock langst 
nickt die Beacktung gefunden kat^ die er in Wirklickkeit ver- 
dient. Am deutlicksten gekt dies wokl aus dem Umstande 
kervor^ dass in den zaklreicken Arbeiten, die in den letzten 
^ Jakren iiber den Massenausgleick in deutscken und auslandiscken 
Zeitsckriften ersckienen sind^ niemals von dem Flackensatze 
Gebranck gemackt wurde. Man kann diesen Satz freilick auck 
vermeiden; er ist niemals unentbekrlick^ lasst sick vielmekr 
stets^ wenn es verlangt wird, dnrck die Anwendung anderer 
Satze ersetzen. Von welckem Yortkeile seine Anwendung aber 
fiir die rascke und tibersicktlicke Durckfiikrung der Recknungen 
und fiir die ansckauliscke Fassung der Resultate ist, wird wokl 
jeder zugeben, der die vorker unter 2) kingestellte und mit 
geringer Miike sofort als ricktig nackgewiesene Forderung mit 
den Betracktungen vergleickt, die in den biskerigen Arbeiten 
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liber den Massenausgleicli an deren Stelle gesetzt werden 
mnssten. 

Das Sclilick’sclie Verfahren entspriclit den aufgestellten 
Forderungen nicht streng, sondern nnr annakernd. Es lasst 
sicb ferner (yon gewissen Ansnaliinefallen abgeselien) nnr an 
Mascliinen znr Anwendnng bringen, die mindestens vier Cylinder 
haben. Solcbe kommen bei den grossen Dampfern, die Masckinen 
mit dreistnfiger Expansion besitzen, obnebin gewobnlicb vor^ 
da an Stelle eines einzigen Mederdrnckcylinders^ der zn gross 
ansfallen wiirde^ besser zwei genommen werden. Mascbinen 
mit mebr als vier Cylindern bat man iibrigens bisber nnr 
selten ansgefiibrt; es ist daber in der That nnr notbig^ den 
Massenansgleicb der yiercylindriscben Mascbine zn untersncben. 

Abb. 18 giebt eine scbematiscbe Darstellnng der Mascbine 
in zwei Ansicbten^ mit den Cylindern I bis IV. Geacbtet wird 
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wegnngsgrossen der 
Stenemngstbeile, Pnmpen n. s. w. yernacblassigt werden sollen, da 
es sicb nnr nm die Grewinnnng einer angenaberten L6 sung bandelt. 

Ferner kann bier ancb dey Kolbenweg des ersten Kolbens^ 
yon dessen Totpnnktlage ans gerecbnet^ wie frfiber im L Bande^ 
S. 207 der 2. Anflage 


cos (p^ 

gesetzt werden_^ wenn r nnd cp die ans der Abbildnng ersicbt- 
licbe Bedentung baben. Bei dieser Formel ffir den Kolbenweg 
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betrachtet man die Kurbelstange als nnendlich lang gegeniiber 
dem Knrbelbalbmesser. Es moge indessen Her eingesclialtet 
werden, dass man die Recbnung auch. schon genaner^ mit Be- 
riicksicbtigung des endlicben Verlialtnisses zwisclien Knrbel- 
stange und Kurbelhalbrnesser durchgefnlirt Eat. Darauf^ wie 
auf eine Reihe anderer BetracEtungen, die mit dem Massen- 
ansgleicEe zusammenEangen^ kann aber Eier nicEt eingegangen 
•werden. Eine ausfiiErlicEe Darstellung dayon findet man in 
einer ReiEe yon AbEandlnngen liber die Dynamik der Knrbel- 
getriebe in den letzten JaErgangen der Z. f. MatE. ii. PEysik 
yon Prof. H. Lorenz (ktirzlicE ancE separat erscEienen.) 

Aus der Formel fiir x folgt fiir die GescEwindigkeit 
der mit bezeicEneten Masse des ersten Kolbens nnd seiner 
ZubeEortEeile 




dt 


= sin (p^ 


cit 


Alle Knrbeln sind anf derselben Welle aufgekeilt und daEer ist 
dq)^ dq>^ dcp^ 
dt dt dt dt 


Yon der WinkelgescEwindigkeit u der ScEiffswelle wird an- 
genonimen, dass sie als constant betracEtet werden konne. 
Gestutzt wird diese AnnaEme dnrcE die TJeberlegungj dass 
schon geringe Aenderungen in der WinkelgescEwindigkeit u zu 
erEeblicEen Aenderungen in dem Drucke zwiscEen der ScEiffs- 
scEraube und dem FaErwasser fuEren^ also ancE eine grosse 
MeErarbeit des Dampfes gegeniiber der durcEschnittlicEen yer- 
langen. Wie gross die ScEwankungen yon u sind^ die etwa 
erwartet werden konnen^ soil jetzt nicEt weiter untersucEt^ 
jedenfalls soil aber an der ScElick’scEen AnnaEme fest- 
geEalten werden.*) 


*) Im Uebrigen kommt es auf die Veranderlichkeit von wie aus 
den Satzen 1) und 2) auf S. 134 Eervorgeht, solange es sich nur um die 
Frage des MassenausgleicEs bandelt, liberbaupt nicEt an. Wenn jene 
Bedingungen fur irgend eine Geschwindigkeit erfullt sind, bestehen sie 
aucb bei jeder anderen und daber aucE bei einer beliebig yeranderlicEen 
Ges cEwindigkeit. 
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Fiir die Bewegungsgrosse der Masse tat man 

sin . 

Die Biclitnng ist tier nicM besonders beryorgeboben; sie ist 
in jedem Falle als lotbrecbt anznseben und gebt nacb oben 
Oder unten^ je nacbdem sing) positiy oder negatiy ist. — Piir 
die Bewegungsgrosse der zum Cylinder 11 geborigen yerscbieb- 
licben Massen erbalt man ebenso 

= M^ur^ sing?2 

oder^ wenn man den constanten Winbelnnterscbied (p^ — 
mit c ^2 bezeicbnet^ 

M^v ,2 = M^ur^ (sincos + cos p^ sin a^) 

nnd ebenso fur die Massen und 

Die Bedingung^ dass der Scbwerpunkt der yerscbieblichen 
Massen in Rube bleiben soil, kommt darauf binaus, dass die 
geometriscbe Summe der Bewegungsgrbssen fortwabrend gleicb 
Null ist. Mit Rxicksicbt darauf, dass bier nur gleicb oder 
entgegengesetzt gericbtete Gescbwindigkeiten in Betracbt zu 
zieben sind, was scbon durcb die Vorzeicben yon sin p^j sinp .2 
u. s. f. beriicksicbtigt ist, baben wir daber die Gleicbung 

3£^U9\ sinp^ -j- + Qosp^ sinccg) + 

-f- (sin p^ cos -j- cos p^ sin a^) + 

(sin p^ cos cos p^ sin — 0 . 

Ordnen wir nacb sin p^ und cos p^ und streicben den ge- 
meinsamen Faktor u, so gebt die Gleicbung tiber in 

sin p^ { cos cos + - 3 ^ 4^4 cos } + 

-f- cos g)^ ( 0 -|- sin + -^ 3^3 sin sin ) = 0 . 

Diese Gleicbung muss fiir jede Kurbelstellung, also fiir 
jeden Wertb des Winkels p^ erfiillt sein, damit der Scbwer¬ 
punkt jederzeit in Rube bleibe. Dazu gebort, dass die beiden 
Klammerwertbe einzeln yerscbwinden. Wir gelangen damit 
zu zwei Bedingungsgleicbungen zwiscben den Constanten der 
Mascbinen, die sicb kiirzer in der Form 

EMt cos ci; = 0 und EMr sin a — 0 


(83) 
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ansclireiben lassen. Die Summirung erstreckt sicb hierbei 
jedesmal auf alle vier Massen und Winkel ist gleicb Null 
zu setzen, indem unter cc^ nacb den yorausgehenden Fest- 
setzungen immer der Winkel zu yersteben ist, den die ^^te 
Kurbel mit der ersten bildet (diese Winkel im Sinne der Um~ 
laufsrichtung der Masckine gezalilt). — Selbstyerstandlicb bleiben 
iibrigens die Bedingungsgleicbungen (83) auch ftir Mascliinen 
mit beliebig yielen Cylindern besteben, yon denen yerlangt wird, 
dass keine Scbwerpunktsyerscbiebungen yorkommen. 

Wir bilden jetzt die statischen Momente der Bewegungs- 
grossen. Die Wahl des Momentenpunktes ist bierbei gleicb- 
giiltig; denn wenn der Scbwerpunkt rubt, ist^ wie wir friiber 
fanden, das Moment fiir jeden Momentenpunkt gleicb gross. — 
Wir wablen den in Abb. 18 mit 0 bezeicbneten Punkt oder 
uberbaupt irgend einen Punkt auf der Axe des Cylinders 1. 
Das statiscbe Moment der Bewegungsgrosse der Massen I yer- 
scbwindet fiir diesen Momentenpunkt. Das Moment fiir II ist 
^ M^ur^a^j, (sin cos cc^ + cos <p^ 

wobei mit wie aus Abb. 18 ersicbtlicb^ der Abstand der 
Cylinderaxe II yon der Cylinderaxe I bezeicbnet ist. Die Ricb- 
tung des Moments ist nicbt besonders ersicbtlicb gemacbt; sie 
stebt in jedem Falle senkrecbt zu der Ebene^ in der alle yier 
Cylinderaxen entbalten sind und zwiscben ie-p Ricbtung nacb 
yorn oder binten wird durcb das Vorzeicben des yoraus- 
gebenden Ansdrucks scbon unterscbieden. — Wenn die Summe 
der Momente der Bewegungsgrossen fiir den Momentenpunkt 
0 und biermit aucb fiir jeden beliebigen Momentenpunkt yer- 
scbwinden soil, muss aucb die algebraische Summe der nacb 
deiTL yorigen Muster gebildeten Ausdriicke fiir alle Massen 
gleicb Null sein. Ordnen wir wieder wie yorber nacb sincp^ 
und cos 9 ^, so lautet die Grleichung 

sin 9 ^! 0 cosag -{-M^r^a^^cosa^} -f* 

-\- cos 9 ^ {0 -[“ ^2 sinsinsin a^} = 0 

und da diese fiir jedes erfiillt sein soil, zerfallt sie in die 
beiden Bedingungsgleicbungen 
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EMra cos cc = 0 iind UMra sin cc = 0. (84) 

Audi tier muss man sict die Summirung wieder auf alle Tier 
Cylinder erstreckt denken; fur die erste Cylinderaxe ist namlich 
sowotl als gleict Null und tiermit fallen die zugekorigen 
Ausdrucke, wie aus der vorigen Sckreibweise zu erselien^ yon 
seltst fort. 

Das Sctlick’sche Verfaliren berutt nun darauf, die Winkel 
a^cc.^a^ und die Abstande die dadurcb freilicb nock 

nicbt Yollig bestimmt sind, jedenfalls so zu wablen^ dass die 
Gleicbungen (83) und (84) erfiillt werden. Die Massen M und 
die Kurbelbalbmesser r sind bei der Vornabme des Massen- 
ausgleicbs durcb andere Riicksicbten bereits als vorgesckrieben 
zu betracbten. Die drei Winkel a sind dagegen zunackst ganz 
zur Verfiigung des Constructeurs und von den drei Abstanden 

a wenigstens die Verbaltnisse ~ und —, die ja aucb in der 

That aus den Gl. (84) allein ermittelt werden konnen. Einer 
von den Winkeln a kann also willkurlich (oder auf Grund 
anderer Anforderungen) gewahlt werden. Dann folgen die 
beiden anderen aus den GL (83) und hierauf die Abstands- 
verbaltnisse aus den Gl. (84). Man wird naturlicb die Wakl 
des ersten Winkels a so einricbten miissen; dass die sick aus 
Gl. (84) ergebenden Abstandsverbaltnisse aucb wirklick aus- 

gefdkrt werden konnen. Wenn namlick etwa ~ sebr gross 

aus der Recbnung gefunden wurde, so liesse sick dies nickt 
ausfubren^ weil fiir ein gewisses Mindestmaass wegen der 
Abmessungen der Masckinen und fiir ein gewisses Hocbst- 
maass wegen der Dimensionen des ScbifPes vorgesckrieben ist. 

Die sogenannten Scblingerbewegungen, d. b. die pendeln- 
den Bewegungen des Sckiffes werden dann zu Stande kommen^ 
wenn die vorber unter 2) angefiibrte Bedingung, also naberungs- 
weise wenn die Gl. (84) nicbt erfiillt Sind. Man erkennt bieraus^ 
dass gerade auf diese Gleicbungen viel Wertb zu legen ist. 
Den Scbwerpunkt unveranderlicb festzubalten^ bat man sick 
aucb friiber scbon ofters bemiibt; die grosse Bedeutung der 
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<jL (84) fiir einen praktisch befriedigenden Massenausgleicli 
liat aber erst Scblick erkannt nnd damit einen wicbtigen 
Fortsckritt im Bane der grossen Oceandampfer berbeigefiibrt. 
— Zugleicb erkennt man xibrigens leicht aus den Grl. (83) nnd 
(84); dass eine Mascbine mindestens Tier Cylinder baben mnss^ 
wenn der Ansgleicb allgemein moglicb sein soil. 


§ 15 a. Anwendung des Flachensatzes auf die Theorie der 

Turhinen. 

Wabrend des gleicbformigen Ganges einer Turbine besitzt 
der aus dem Lanfrade sammt Welle nnd Wasserinbalt be- 
stebende Pnnktbanfen stets dieselbe Bewegnng. Daber bebalt 
aucb der auf die Umdrebnngsaxe bezogene Drall B dieses 
Punktbanfens immer denselben Wertb^, falls man in jedem 
Augenblicke immer jene Wassertbeilcben in Betracbt ziebt^ die 
sicb grade im Lanfrade befinden. Bei der Anwendung des 
Placbensatzes kommt es aber nicbt auf den in dieser Weise 
berecbneten Drall an, sondern auf jenen, der stets auf die- 
selben materiellen Punkte bezogen wird. Dieser erfabrt 
wegen des Weiterstromens der Wassermasse durcb die Turbine 
eine Aenderung, die fiir ein Zeitelement dt berecbnet werden soil. 

Bezeicbnet man mit M die Masse des die Turbine in der 
Zeiteinbeit durcbstromenden Wassers, so tritt wabrend dt eine 
Wassermasse Mdt mit irgend einer absoluten Gescbwindigkeit 
in das Laufrad ein und eine ebenso grosse Masse verlasst 
<ias Rad mit einer Gescbwindigkeit Die Aenderung dB 
des auf dieselben Massen wie zu Anfang von dt bezogenen 
Dfalls ist danu, da sicb im TJebrigen nicbts geandert bat, 
gleicb dem Unterscbiede zwiscben den statiscben Momenten 
der Bewegungsgrossen fiir die austretende und fiir die ein- 
tretende Wassermasse Mdt. 

Am einfacbsten ermittelt man diese Momente, indem man 
die Gescbwindigkeiten und auf die Ricbtungen der zu- 
geborigen Umfangsgescbwindigkeiten des Laufrads projicirt. 
Bezeicbnet man diese Projektionen mit cos und cos 
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(wolDei also unter und die Winkel zwischen den Ricli- 
tnngen der v und der Bewegungsrichtung des Laufrads an 
der gleicken Stelle zu verstelien sind) und die Abstande you 
der Umdreliuagsaxe mit und so hat man 

dB =Mdt cos a^'}\ — cos 

Nach dem Plachensatze ist dann das ebenfalls auf die TJni- 
drehungsaxe bezogene statische Moment K der ausseren Krafte^ 
die (etwa durch Vermittelung einer aufgekeilten Riemenscheibe) 
auf die Laufradwelle iibertragen werden mxissen, um diese in 
gleichformigem Gauge zu unterhalten, 
dJB 

K ^ = M(v^ cos — t\ cos (84a) 

Aus K folgt die Arbeit A, die von der Turbine in der 
Zeiteinlieit nach aussen bin abgegeben 'wird, durch Multipli- 
kation mit der Winkelgeschvrindigkeit u, also 

A — Mu (y ,2 — % cos cc^r^). (84b) 

Durch einfache Umrechnungen, auf die hier nicht weiter 
eingegangen zu v^erden braucht, kann man die absoluten Ge- 
schwindigkeiten und auch in den Relativgeschwindig- 
keiten gegen das Laufrad in Verbindung mit den TJmfangs- 
geschwindigkeiten ur^ und ur^ des Laufrads ausdriicken. Die 
in dieser Weise umgeformte Gleichung 'wird von Zeuner als 
die erste Hauptgleichung der Turbinentheorie bezeichnet. 
Eine zweite Hauptgleichung^ die zur vorigen hinzutreten muss^ 
um alle in der Aufgabe vorkommenden Grossen berechnen zu 
konnen_y erhalt man nach Zeuner, indem man ftir noch einen 
zweiten Ausdruck auf Grund des Satzes von der lebendigen 
Kraft aufstellt und ihn dem vorigen gleichsetzt. Aus der so 
erhaltenen zweiten Hauptgleichung berechnet man die Ge~ 
schwindigkeiten, mit denen das Wasser das Rad durchstromt 
und hierauf nach der ersten Hauptgleichung die Leistung A 
der Turbine, auf deren Ermittelung es namentlich ankomint. 

Die weitere Durchfiihrung der Rechnung wiirde tiber den 
Rahmen dieses Buches hinausgehen; es handelte sich hier nur 
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darum^ zii zeigen, anf wie einfaclie Art man mit Htilfe des 
Flachensatzes zur ersten Hauptgleicliung gelangen kann^ die 
sonst auf yiel umstandliclierem Wege abgeleitet wird. 

§ 16. Die freien Axen. 

Ein starrer Korper moge anfanglich eine beliebige Be- 
wegung besitzen nnd bierauf olme Einwirkung ausserer Krafte 
sick selbst uberlassen werden. Wir schliessen nacb Scbwer- 
pnnkts- und Flacbensatz von Keuem, dass sowohl die Be- 
wegungsgrosse des ganzen Korpers als ancb der Drall constant 
bleiben mtissen. In jedem Augenblicke kann man sick die 
Bewegung in eine Translation zerlegt denken mit jener Gre- 
sckwindigkeit; die dem Sckwerpunkte zukommt und in eine 
Rotation uni eine durck den Sckwerpunkt gekende Axe. Die 
Translation gekt nack dem Sckwerpunktssatze gleickfdrmig vor 
sick und interessirt uns kaum. Viel wicktiger ist jetzt £ur 
uns die Frage nack der Rotationsbewegung. Wir wollen daker 
von der Translation ganz abseken, also annekmen^ dass der 
Sckwerpunkt des starren Korpers sckon von An fang an rukte; 
keim Feklen aller ausseren Krafte wird er dann auck dauernd 
in Ruke bleiben^ so dass wir es in der Tkat nur nock mit 
den Rotationen zu tkun kaben. Im Uebrigen muss aber betont 
werden; dass auck im allgemeineren Falle das, was jetzt von 
den Rotationsbewegungen fur sick ausgesagt werden soil, un- 
verandert gultig bleibt, und dass dann nur nock die von den 
Rotationen unabkangige und kier gleickgtiltige constante Trans- 
lationsbewegung kinzutritt. 

Wir werden das wicktige Problem, die Bewegung eines 
sick selbst iiberlassenen starren Korpers anzugeben, nur sckritt- 
weise in Angriff nekmen. Hier beschranken wir uns auf die 
Beantwortung der Frage, ob die Rotationsaxe ikre Ricktung 
im Raume und im Korper daueimd beibekalt oder nickt. 

Wer sick diese Frage zum ersten Male vorlegt, okne 
vorker davon gekort zu kaben, wird leicht geneigt sein, die 
Constanz der Rotationsaxe fiir alle Falle von vornkerein an- 
zunekmen. Sckon die oft nickt ganz stickkaltige Fassung des 
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TraglieitsgesetzeSj wonacli ein Korper seine angenblicUicbe 
Bewegnng beim Fehlen ausserer Krafte unverandert beibebalten 
musse^ verleitet oft zu dieser gleicliwobl irrigen Annabme. 
Im AUgemeineu verandert sicb vielmehr die Lage der Rota- 
tionsaxe mit der Zeit sowohl relativ zum Korper als zum 
absoluteii Raume. Sie kann freilicL. aucb constant bleiben 
und jede im Korper gezogene (und jedenfalls durch den Scbwer- 
pmikt gebende) Axe, nm die sicb der Korper obne Zwang 
dauernd zn dreben vermag, beisst eine freie Axe (oder ancb 
permanente Drebaxe). 

Auf Grund des Tragbeitsgesetzes yermag man nnr zn 
scbliessen, dass ein einzelner materieller Punkt die Bewegnng, 
die er batte, obne Einwirkimg ausserer Krafte beibebalt oder 
dass das Gleicbe aucb von der Scbwerpunktsbewegung eines 
beliebigen Pnnktbanfens gilt. Die Rotationsbewegnng wird 
aber von der Anssage des Tragbeitsgesetzes nicbt nnmittelbar 
bertibrt niid mittelbar nnr insofern, als aus dem Tragbeits- 
gesetze in der Dynamik des materiellen Punktes eine Reibe 
von Polgerungen gezogen wnrde, die sicb spater auf die 
Dynamik des Pnnktbanfens tibertragen liessen nnd die daber 
jetzt an Stelle des Tragbeitsgesetzes znr Untersucbnng der 
Rotationserscbeinnngen verwendet werden kbnnen. 

Man wird aber nicbt leicbt die Forderung fallen lasseii, 
dass sicb irgend eine mit der Rotationsbewegnng zusammen- 
bangende Grosse beim Feblen ausserer Krafte als constant 
erweisen miisse, scbon dessbalb, well man stets gewobnt ist, 
die Krafte als Ursacben von Verandernngen anznseben. In 
der That kann man zwei sebr wicbtige Grossen angeben, die 
nnr dnrcb das Eingreifen ausserer Krafte geandert werden 
konnen. Die erste ist die lebendige Kraft des starren Korpers, 
von der dies scbon im ersten Bande dieses Werkes gezeigt 
wnrde nnd die andere ist der Drall, der nacb dem Flacben- 
satze (vgl. § 13 nnter b)) der Zeit nacb constant und bier 
tiberdies nocb fur jeden Momentenpunkt gleicb gross ist. Die 
zweite Bedingnng sagt nbrigens mebr aus, als die erste, denn 
die lebendige Ebaft ist eine Grosse obne Ricbtnng und die 
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Bedingungj dass sie constant sei, wird dater dnrch eine einzige 
Bezielinng zwischen Zahlengrossen ausgesprochen. Der Drall 
ist dagegen eine gericlitete Grosse und die Bedingung^ dass er 
sich. niclit andere, schliesst neben der Constanz des Absolut- 
wertbes anch die Constanz der Ricbtung ein. Die Vektor- 
gleicbnngj die dies ausspricbt, lasst sicb in drei yon einander 
nnabhangige Componentengleicli'angen zerlegen^ enthalt also 
drei Zablenbeziebnngen. In der That ist daber aucb das 
Moment der Bewegungsgrbsse yon nocb grosserer Bedentung 
fur die Beurtbeilnng der Rotationserscbeinnngen^ als selbst die 
-lebendige Kraft. 

Der allgemeine Ausdrnck fiir den Drall war nacb § 13 

© = • t. 

Hiermit ist aber nur eine allgemeine Anweisnng dafiir 
•gegeben^ wie man © finden kann, wenn die Gescbwindigkeiten 
Tind Lagen der einzelnen Massen m bekannt sind. Die wirk- 
licbe Ausrecbnung ist erst nocb yorzunebmen und zwar bier 
tinter der Voraussetzung, dass der Punktbaufen ein starrer 
Kbrper ist. 

Im gegebenen Augenblicke sei die Winkelgescbwindigkeit 
des starren Korpers gleicb ii. Hiermit ist die Ricbtung der 
durcb den Scbwerpunkt gebenden augen- 
blicklicben Rotationsaxe, der Sinn der 
Drebung und zugleicb der Absolutwertb 
'll der Winkelgescbwindigkeit angegeben^ 

■d. b. man kennt mit u iiberbaupt den 
augenblicklicben Bewegungszustand yoll- 
standig. Hiernacb muss sicb © als Func¬ 
tion von tt darstellen lassen. — Der nacb 
einem Massentbeilcben m yom Scbwer- 
punkte S aus (Abb. 19) gezogene Radiusyektor sei mit r be- 
zeicbnet; dann ist die Gescbwindigkeit b yon m 

= —Vur 

(vgl. Bd. I, Gl. 56, wobei nur zu beacbten ist, dass der dort 

IFoppl, Dynamik. 2. Aiifl. 10 
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mit r' bezeiclmete Vektor bier r gescbrieben ist). Setzt man 
(liesen Wertb ein, so wil’d 

® = — eN{^yiMux) * r 

Oder nacb Vertauscbung der Reibenfolge der Faktoren im 
ausseren Produkte 

= ZmYt • Vur. (85) 

Man muss also zunacbst das aussere Produkt axis u und r 
bilden, dann dieses selbst wieder als zweiten Faktor eines 
aussern Produkts anseben^ dessen erster Faktor r ist^ iim 
bierauf nacb Mnltiplikation mit m nnd Snmmirimg iiber deu 
ganzen Haufen S3 zu erbalten. Die zweimal aufeinanderfolgende 
Vorscbrift zur Bildung des ausseren Produkts ist in diesem 
Bucbe bisber nicbt yorgekommen. Ganz allgemein gilt dafiir 
eine sebr einfacbe Recbenvorscbrift^ die durcb die Formel 

V3l • VS36 = ® • St® — 6 • 91© (86j 

zmn Ausdrucke gebracbt werden kann, in der 9193® beliebige 
Vektoren sind. Die recbte Seite dieser Gleicbung besteht ans 
zwei Gliederu^ von denen das erste den Vektor 93 als Faktor 
entbalt nnd daber mit ibm gleicbgericbtet ist; denn der andere 
Faktor 91® ist ein inneres Produkt ans 91 und ® nnd daber 
eine Grosse obne Ricbtung. Das zweite Glied ist ebenso mit 
— ® gleicbgericbtet. Hieraus gebt scbon bervor^ dass die 
recbte Seite als geometriscbe Summe eines mit 93 nnd eines 
mit — ® gleicbgericbteten Vektors eine Ricbtung besitzt, die 
in der durcb © und ® gelegten Ebene entbalten ist. Dass 
dies so sein muss, folgt aber andererseits sofort daraus^ dass 
Vs® in die Ricbtung der Normalen der Ebene durcB © nnd ® 
fallt, so dass das aussere Produkt ans irgend einem anderen 
Vektor und V©® senkrecbt zu jener Normalen steben und 
daber wieder in die Ebene durcb © und ® fallen mnss. 

Wenn in dem elementaren matbematiscben XJnterricbte 
auf den Mittelscbulen die Anfangsgriinde des Reciinens mit 
gericbteten Grossen gelebrt wiirden^ was an und fiir sicli 
leicbt durcbfiibrbar und sebr zu wunscben ware^ konnte icb 
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micli aiif GrI (86) als auf eine der bekanntesten Formeln der 
Yektoralgebra berufen. Da dies heutzutage leider nocb nicbt 
zutrifffc, bleibt mir nicbts tibrig, als bier den Beweis jenes 
algebraiscben Satzes selbst vorznfiibreii. Am einfacbsten ge- 
staltet sicb dieser, wenn man sicb dabei anf die Darstellnng 
der Vektoren mit Hiilfe recbtwinkliger Componenten in den 
Ricbtungen der Einbeitsvektoren i, t stiitzt (Bd. § 16 u. 

§ 17). Nacb Gl. 51, Bd. I, ist 

i i * 

Ym = B, B, 

C, c, c, 

= i(B,C,-B,C,) + l(B,C,-B,C,) + t{B,C,-B,C,) 
iind biernacb ancb 

i i I I 

Y%Ym= A, . A^ A, 

(B, C, - B, eg (B, C, - B, Q {B, C, - B, C,) j 

Entwickelt man die Determinante, so erbalt man znnacbst 
fiir die i-Componente 

i C, ^ 6\ - A,B ,+ A,B^ C,) 

Oder wenn man A^B^C^ einmal als positives und einmal als 
negatives Glied zuftigt, 

i { B, {A, G, + A,C,-^ A Os) - G, (A,B, + AB, + ^^3)}, 

d. b. wenn man sicb der Bedeutung der in den mnden Klam- 
mern stebenden Snmmen erinnert 

Genan ebenso findet man fiir die j-Componente 

nnd abnlicb fiir die letzte Componente. Fasst man aber alle 
drei Componenten wieder znsammen, so erbalt man nacb 
Heransbeben der gemeinsamen Faktoren 

m ■ (iB, + jB, + tB,) - m ■ (W, + ic, + fCA 

10* 
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d. K genau den in GL (86), die Mermit bewiesen ist, ange- 
gebenen Wertb. 

ISTacb dieser Abscbweifung in das Gebiet der Algebra 
kehre ich zu dem Wertbe Yon » in GL (85) znrilck. Die 
Anwendnng des Satzes der GL (86) liefert 
© = Zm(}i • — r • ur) 

oder nacb Spaltnng des Ansdrucks in zwei Gli^der 

© = u • — Umx • ttr. 

Das erste der beiden Glieder, ans denen © bestelit, ist gleicli- 
gericbtet mit der Winkelgeschwindigkeit u, denn es enth*alt 
nicbt nur u als Faktor, sondern der andere richtnngslose 
Faktor Emx^ ist aucb unter alien Umstanden positiv. Von 
dem anderen Gliede lasst sick aber obne nabere Kenntniss der 
Gestalt des Korpers nicbt Yoransseben, welche Ricbtung es 
annebmen wird. Im Allgemeinen ist daher 93 nicbt nxit u 
gleicbgericbtet; dies trifft Yielmebr nnr unter der Bedingung 
zu, dass aucb 

Smx • nr II tt 

ist oder aucb ganz Yerscbwindet. 

Wir werden sofort seben, Yon welcber Wicbtigkeit die 
Entscbeidung ist, ob © parallel zu u gebt oder nicbt. Man 
betracbte Abb. 20, in der u und ® Yerscbieden 

_ f gericbtet eingetragen sind, und zwar so, 

j angegebenen Korpergestalt 

I ungefabr wirklicb zu einander liegen wiirden. 

\ J \ den Korper mit Hiilfe Yon 

\ \ Zapfen in einem Gestelle lagerte, konnte 

j man ibn natiirlicb leicbt zwingen, die Be- 
^ wegung um die anfanglicbe Drebaxe mit 
Abb. 20 . constanter Winkelgescbwindigkeit dauernd 

beizubebalten. Hatte sicb daim der Korper 
in eine zweite Lage gedrebt, so miisste sicb © mit ihm gedrebt 
baben. Die RadienYektoren r nacb den einzelneu Massentbeil- 
cben baben sicb namlicb alle um den gleicben Winkel gedrebt, 
wabrend u constant blieb. ISTacb der Zusammensetzung des 
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Ausdruckes von © in Gl. (87) folgt daher, dass wir den Wertk 
von © in der. neuen Lage sofort dadurck erhalten, dass wir 
mit dem in der ersten Lage berechneten Werthe ebenfalls eine 
Drebung um denselben Winkel vomebmen. Mit anderen Worten: 
© ist, solange u constant bleibt, relativ zum Korper constant; 
dagegen drebt es sicb mit dem Korper zusammen im festen 
Raume berum, bescbreibt also eine Kegelflacbe, deren Axe u ist. 

ISTacb dem Flacbensatze, Gl. (82 a), ist aber 

( 88 ) 

nnd liieniacli miissen aussere Krafte ^ einwirken, um irgend 
eine Aeuderung von wenn diese auch nur in der Riclitung 
tind nicht in dem absoluten Wertbe besteht^ bervorzubringen. 
Wir erkennen daraus^ dass it in Abb. 20 unmoglicb eine freie 
Axe sein kann; vielmebr muss ein in einem Kraftepaare be- 
stebender Zwang auf die Axe von den festen Lagern tiber- 
tragen werden, um die Umdrebung um diese Axe daijernd 
aufrecbt zu erbalten. Das Moment des bierzu erforderlicben 
resultirenden Kraftepaares der Zapfendriicke kann nacb 

GL (88) bei gegebenem u und 33 sofort leicbt berecbnet werden. 
Man erkennt daraus aucb, dass die Ebene des den ausseren 
Zwang darstellenden Kraftepaares selbst mit dem Korper 
berumrotirt und dass dies daber aucb von den in den Lagern 
ubertragenen Zapfendriicken gilt. Dadurcb wird das aus der 
Erfabrung woblbekannte Rtitteln in den Lagern bervorgebracbt^ 
das bei der Rotation eines Korpers um eine aufgezwungene 
Axe entstebt. 

Als Bedingung fiir eine freie Axe erkennen wir biernacb^ 
dass 33 mit it gleicb gericbtet sein muss, oder dass, was auf 
dasselbe binauskommt, 

Umt-ux\\n. (89) 

oder aucb gleicb Null ist. 

Dass es iiberbaupt in jedem Korper freie Axen giebt und 
welcbe, braucbt im Augenblicke nocb nicbt entscbieden zu 
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werden. Einstweilen geniigt die Aufstellung der Bedingung (89) 
und allenfalis nocli die weitere Bemerkungy dass die Symmetrie- 
axe eines Eotationskorpers auf alle Falle eine freie Axe ist. 

§ 17. Der Drall in Bezng auf die Drehaxe selbst. 

Auch der in Gl. (87) gegebene Werth fur den Drall © 
erfordert im einzelnen Falle noch die wirklicbe Ansfubrung 
der durck die Summenzeicben Yorgescbriebenen Summirungen. 
Obne eine nabere Angabe tiber die Gestalt und Massenvertbei- 
lung des Korpers und iiber die Ricbtung der Scbwerpunktsaxe, 
auf die er sicb bezieben soll^ lasst sicb der Ausdruck nicbt 
weiter vereinfacben. Dagegen kann man die Projektion des 
Momentes © auf die Ricbtung von u durcb einen erbeblicb 
einfacberen Ausdruck darstellen. Diese Projektion ist nach 
den dafiir frtiber (im ersten Bande) gegebenen Begriffserkla- 
rungen das statiscbe Moment der Bewegungsgrosse fiir die 
Drebaxe u. Bezeicbnen wir einen in der Ricbtung von u ge- 
zogeiien Einbeitsvektor mit so ist die Projektion von ©, 
die mit J?' bezeicbnet werden soli, 

also nach Einsetzen des aus GL (87) bekannten Wertbes von © 

B' = utt^ • Emx^ — Emu^t • ur. 

Nun ist aber uu^ die Projektion von u auf die eigene Rich- 
tung, also der Absolutwertb der Winkelgescbwindigkeit. 
Ebenso kann man an Stelle von ur aucb u • u^r scbreiben 
und die vorige Gleicbung gebt damit tiber in 
B' = u{Emt^ -- Em 

Beide Summen konnen wieder zu einer einzigen vereinigt 
werden, wodurcb man 

B' = uEm — (tt^r)^) 

erbalt. Der Ausdruck in der Bdammer bat aber eine einfacbe 
Bedeutung: r ist namlicb die Hypotenuse des recbtwinkligen 
Dreiecks, das beim Projiciren von r auf die Ricbtung von u 
entstebt und ist eine Katbete in diesfcn Dreiecke, namlicb 
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die Projektion selbst. Naeh dein Pytbagoraiscberi Satze hat 
man daher 

- (ttit)" = i/, 

wenn jetzt mit y die Lange des Projektionsstrahls oder mit 
anderen Worten der senkrechte Abstand des Massentheilchens 
m von der Drehaxe bezeichnet wird. Hiermit wird 

B' = 

Der jetzt noch vorkommende Summenausdruck ist uns 
aber von friiheren Betrachtungen her bereits wohlbekannt: er 
giebt das Tragheitsmoment % des starren Korpers fur die 
Drehaxe an. Ftir den Drall B' hat man daher einfach 

B' = u&. (90) 

Es ware tibrigens zur Ableitung dieses Werthes von B' 
gar nicht nothig gewesen, von dem allgemeinen Ausdrucke 
fur © auszugehen. Dazu hatte es schon genugt, den rotirenden 
Korper auf eine zur Drehaxe senkrechte Ebene zu projiciren 
und die Momente in dieser Ebene fur jenen Punkt zu bilden, 
in dem sich die Drehaxe projicirt. Die Gieschwindigkeiten und 
daher auch die Bewegungsgrossen sind alle parallel zur Pro- 
jektionsebene und sie projiciren sich daher in ihrer wahren 
Girosse. Ausserdem sind sie auch uberall senkrecht zu den 
Hebelarmen gerichtet^ die vom Momentenpunkt aus nach den 
Projektionen der zugehorigen Massen gezogen werden konnen. 
Die Geschwindigkeit ist uy, der Hebelarm y, der Beitrag von m 
daher muy^ und nach Ausfuhrung der Summirung gelangt 
man hiernach sofort wieder auf den Werth in Gl. (90). 

Fiir den Fall, dass die Drehaxe eine freie Axe ist, giebt 
Gl. (90) auch unmittelbar die Grosse von S3 selbst an, wahrend 
die Richtung schon durch die von u mit gegeben ist. Schon 
aus diesem Grunde ist der hier gefundene einfache Werth von 
grosser Bedeutung fiir die Anwendungen; aber auch sonst ist 
es oft niitzlich, wenn man sofort wenigstens fiir die Projektion 
von © einen einfachen Ausdruck zur Hand hat, 

Schliesslich soil noch untersucht werden, welche Aenderung 
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das Tragbeitsmoment 0 erfabrt^ wenn man sich die Drehax^ 
ein wenig aus ibrer nrspriinglicben Eicbtung % beransgedreh. 
denkt. Der in der neuen, benacbbarten Eicbtung gezogein 
Einbeitsvektor sei und 

Mit dUi soil also das geometriscbe DifPerential von be 
zeicbnet werden^ wobei zu beacbten ist^ dass wegen der gleicbei 
absoluten Langen von und u/ das dazwiscben liegende dii 
als ein unendbcb kleiner Kreisbogen betracbtet werden kann 
der zum Eadius senkrecbt stebt. 

Aus der vorausgebenden TJntersucbung ergab sicb 
0 = — Zm (Uit)l 

Das erste Grlied ist unabbangig von der Eicbtung sein Bei 
trag zii d0 daber gleicb Null. Das zweite Grlied entbalt ii 
und die Aenderung, die die Summe erfabrt, ist gleicb der Sumnn 
der Aenderungen der einzelnen Grlieder. Da nun 
d == 2Uir • d(u^r) == 2it^t • 
ist, so folgt fiir die Aenderung von 0 

d@ == — 2Zmn^t • rd% = — 2dni * Zmx • Uit. 

Die bier nocb stebende Summe ist uns scbon aus der in 
vorigen Paragrapben fiir die freie Axe aufgestellten Bedingun^ 
(89) bekannt. Dort stand zwar n an Stelle von u^. Dei 
Dnterscbied bestebt aber nur darin, dass n = uxx^, dass als.( 
ausser dem Eicbtungsfaktor aucb der absolute Wertb von % 
als Faktor auftritt. Dieser Faktor ist aber bei der Summirun^ 
constant und kann vor das Summenzeichen gesetzt werden 
er andert aucb jedenfaUs nicbts an der Eicbtung der geome 
triscben Summe, die mit ibm multiplicirt wird. Die Be 
dingung (89) kann daber ebensowobl in der Form 

Zmx • u^x II Hi 

ausgesprocben werden. Nebmen wir nun an, diese Bedingun^ 
sei erfullt, d. b. falle in die Eicbtung einer freien Axe, -sc 
muss der vorber fur d0 aufgestellte Wertb zu Null werden 
Denn 6 0 ist als ein inneres Produkt aus . d und einem ir 
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die Richtung von fallenden Vektor dargestellt. Da aker 
dUi und wie Torker nachgewiesen, senkrecht zu einaader 
steken, so ist ikr inneres Produkt gleick Null. XJmgekekrt 
muss, weun d@ = 0 seiu. soU, jedenfalls der zu du^ kiuzu- 
tretende Faktor eutweder versckwinden oder senkreckt zu du^ 
sein. Dies Rat jetzt freilick nickt unmittelkar zur Folge, dass 
dieser Faktor in die Ricktung tou fallt, da uuendlick Tiele 
Senkreckteu zu du^ moglick siud. Weim aker die Bedingung 
S@ — 0 uicRt nur fur irgeud eine Ricktungsauderung diti, 
sondern fiir jedes moglicke du^ erfullt seiu soU, dami muss 
der Summenfaktor auf alien diesen Ricktungen, d. k. auf der 
durck den Punkt Uj gekenden Einkeitskugelflacke senkreckt 
steken oder er muss mit anderen Worten in die Ricktunff von 

O 

fallen. Dann ist aucli die Bedingung (89) erfiillt^ d. h. 
giebt die Richtung einer freien Axe an. 

Zugleich ist ferner die fiir jede mogliche unendlich kleine 
liiclitungsanderung bestehende Gleichung = 0 die Be- 
dingung dafiir, dass das .Tragheitsmoment fiir das betreffende 
einen grossten oder kleinsten Werth hat. Hiernach konnen 
wir die Bedingung (89) jetzt in der brauchbareren und an- 
schaulicheren Form aussprechen: 

Jene Schwerpunktsaxen eines starren Korpers^ 
fiir die das Tragheitsmoment einen grossten oder einen 
kleinsten Werth annimmt; sind freie Axen des Korpers. 
Umgekehrt ist fiir jede freie Axe die Aenderung 6 0^ 
die das Tragheitsmoment @bei einer unendlich kleinen 
Richtungsanderung der Axe erfahrt, gleich Null. 

Daraus folgt unter anderem auch^ dass in jedem beliebig 
gestalteten starren Korper freie Axen vorkommen miissen. 
Hierauf werde ich in der Folge noch naher zuriickkommen. 
Einstweilen mochte ich nur noch darauf aufmerksam machen^ 
dass ein Korper auch unendlich viele freie Axen haben kann. 
Bei einer iiomogenen Kugel ist z, B. jede Schwerpunktsaxe 
zugleich eine freie Axe, denn fur jede Schwerpunktsaxe hat S 
denselben Werth und dS ist daher iiberall fiir alle gleick 
Null. Solcke Falle kommen aber nur ausnahmsweise vor. 
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§ 18. ‘Wirkiing eines Kraftepaares auf einen freien sta 

Korper. 

Ein starrer Korper sei frei, d. h. alien iibrigen auss 
Kraften entzogen nnd YorLer in RuEe. Dann soil irgend 
Kraftepaar auf ilin einwirken; es fragt sich^ welclie Beweg 
■der Korper annimmt. 

Wir wissen sclion, dass sick der Sckwerpunkt nickt 
sckieben kann; die Bewegung muss also in einer Drekung 
eine Sckwerpunktsaxe besteken. Es fragt sick zunacbst^ 
welcke Axe er begiunen wird, sick zu bewegen, nnd we 
Winkelbesckleunigung ikm von dem Kraftepaare um diese 
ertkeilt werden wird. 

Hinsicktlick des Kraftepaares muss zunackst daran erin; 
werden, dass alle Kraftepaare am starren Korper, die in 
selben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, aquixalent s 
wenn sie dasselbe statiscke Moment kaben (Band II, § . 
Um das Kraftepaar fiir unsere Zwecke eindeutig zu besckreil 
geniigt es daker, den Momentenvektor des Kraftepaares n 
Grrosse und Ricktung anzugeben. Da dieser ein vollig fr 
Vektor ist, d. k. auck parallel zu sick selbst willkiirlick ^ 
sckoben werden darf, ist es gleickgiiltig, Yon welckem Pun 
aus wir ikn uns gezogen denken woUen. Am einfacksten ist 
wenn wir ikn uns Yom Sckwerpunkt aus abgetragen deni 

Auck kier muss wieder Yor Yoreilig gefassten Meinun| 
gewarnt werden. Es konnte namlick bei fliichtiger Betrackti 
sckeinen, dass die Drekung u, die Yon lierYorgebrackt w; 
mit ^ gleick gerichtet sein mtisse. Zu dieser Meinung ki 
namentlick der Vergleick des Kraftepaares mit einer Ein: 
kraft leickt Yerleiten. Wir kaben sckon im ersten Bande 
seken, dass sick beide in der Tkat in Yieler Hinsickt gleick 
Die Einzelkraft bringt am materiellen Punkte eine Versckiebr 
in ikrer Ricktung kervor. Das Kraftepaar bringt eine Dreku 
um eine Sckwerpunktsaxe kervor. Aber kier bestekt nun < 
erkeblicke Untersckied, dass die Ricktung der Drekaxe 
Allgemeinen keineswegs mit der Ricktung von zusamnn 
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Lit. TJnter besonderen TJmstaaden triJfft dies freilicb. zu und 
lt wollen bier Yor alien Dingen untersuchen, unter welcben 
mstanden. 

Mit Hiilfe des Flacbensatzes wird sicb dies leicbt ent- 
laeiden lassen. Beacbten wir, dass an Stelle you 
fczt kiirzer ® geschrieben werden. kana, so wird der Flacbensatz 
gl. Grl. (88)) bier dnrcb die einfacbe Gleicbung 




isgesprocben. Hat das Kraftepaar ® einige Zeit bindurcb auf 
Korper eingewirkt^ so folgt bieraus aucb durcb Integration 

^=fBdt. (92) 


enn ® wabrend der ganzen Zeit constant war, ist biernacb 
* gleicb gericbtet mit und zwar gilt dies fiir jede beliebige 
-estalt des Kdrpers und fiir jede beliebige Ricbtung Yon 
XL Allgemeinen fallt aber, wie wir aus § 16 wissen, die Ricb- 
ang Yon u keineswegs mit der Ricbtung Yon © zusammen 
nd daber ist aucb u anders gericbtet als Nur dann, wenn 
uf allig © II It, ist aucb ® || u. Diese Bedingung ist aber nur 
Ir die freien Axen erfullt und wir erkennen damit, dass die 
^se der Drebung, die durcb ein Kraftepaar berwor- 
;erufen wird, nur dann senkrecbt auf der Ebene des 
iZraftepaares stebt, wenn diese Senkrecbte eine freie 
^xe des Kdrpers ist. 

In diesem Falle lasst sicb aucb Gl. (91) in weiter aus- 
jerecbneter Form darstellen. Auf die Ricbtungen, die mit 
dnander zusammenfallen, braucben wir dann, da sie selbst- 
rerstandlicb sind, nicbt mebr ausdriicklicb zu acbten und fiir 
lie Grdsse Yon 93 kdnnen wir den in Gl. (90) ausgerecbneten 
Wertb Yon B' einsetzen. Wir baben dann 

_ X 

di ^ 

3 der, da @ der Zeit nacb constant ist, 

& = K, ^ , (93) 
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Wir sind damit eigentlicli mir zu einem einfaclien Resul- 
tate zuruckgelangt, das schon im ersten Bande (S. 200, Grl. (81) 
der 2. Anfi.) gefunden wurde. Die friiliere Ableitung bezog sick 
zwar auf einen zwanglaufig drebbaren Korper und sie gilt fiir 
diesen allgemein. Aber aucb der freie Korper, den wir tier 
nntersucten, kann bei seiner Drebnng nm eine freie Axe als 
dretbar gelagert angeseten werden, da gar keine Krafte you 
dem Gestelle anf ibn tibertragen werden, um die Beibetaltmig 
der freien Drebaxe zu erzwingen. 

Scbliesslicb moge nocb ein Gebraucb von GL (92) erwatnt 
werden, der zur Erzielung einer einfacberen Ausdrucksweise 
zuweilen gemacbt wird. GL (92) bat namlicb die Form des 
Satzes vom Antriebe. An Stelle des Impulses einer Einzel- 
kraft stebt bei ibr das ebenso gebildete Zeitintegral des Krafte- 
paares, das daber aucb als der Impuls des Kraftepaares 
bezeicbnet werden kann. Ebenso tritt an die Stelle der Be- 
wegungsgrosse bier das statiscbe Moment der Bewegungsgrosse. 
Man kann daber Gl. (92) in Worten aucb dabin aussprecben, 
dass der Impuls des Kraftepaares gleicb dem von ibm 
erzeugten Dralle ist. Dabei konnte ® sebr gross und die 
Zeit, wabrend der es einwirkte, sebr klein sein, so dass wir es 
mit einem „Drebstosse^^ zu tbun batten. Wenn ferner die 
Drebbewegung des Korpers in einem bestimmten Augenblicke 
ganz willkurlieb gegeben ist, so kann man sicb stets das zu- 
geborige 83 ermitfelt und biermit nacb Gl. (92) aucb das ibm 
gleicbe J^dt berecbnet denken. Man kann daber die augen- 
blicMicbe Bewegung aucb dadurcb bescbreiben, dass man sagt, 
sie sei ebenso, als wenn sie aus der Rube durcb den Impuls 
eines Drebstosses bervorgegangen ware. Sobald dieser Impuls 
J^^dt angegeben wird, ist aucb die augenblicklicbe Bewegung 
dadurcb gekennzeicbnet. Mancbe Scbriftsteller zieben diese 
Art der Darstellung vor und gebraucben dann, wie scbon 
friiber einmal erwabnt wurde, die Bezeicbnung „Impuls- 
vektor^) als gleicbbedeutend mit „Moment der Bewegungs- 
grosse^*^ Oder „DralI". Nattirlicb ist dies im Grunde genommen 
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gegeniiber der yob. mir gewahlteB. Ausdrucbsweise nur ein 
Unterscliied im Wortlaute, der das Wesen. der Saclie gaB.z un- 
berulirt lasst. 

IcL. sagte Yorher^ dass niit © auch die Bewegung^ d. k u 
bekannt ware. Bisber ist freilicb erst erne Gl. (87) gegebea.^ 
die umgekehrt © zu berecbB.eB. gestattet^ wemi u bekaimt ist. 
Diese Gleickniig Bitisste erst B.ac]i u aufgelost werdeB., um 
wirklick u aus © tiB.inittelbar bereckaeB. zu konnen. Die Auf- 
losung YOBL Gleichungen, ia deaeB. VektoreB aiiftreteB^ ist aber 
nicbt so eiafack, als die AuflosuBg der m der gewobBlicbeB 
Algebra YorkoBimeBdeB GleicbuBgeB. Dass aber iB der That 
It gefuBdeB werdeB kaBB^ weBB © gegebcB ist^ wird ans deB 
weitereB BetracbtuBgeB bald berYorgebeB. 

§ 19. Bewegiing eines starren Korpers um einen festen 
Punkt ohne aussere Krafte. 

Wir macben nacb alien diesen Vorbereitungen jetzt den 
letzten und wicbtigsten Scbritt zur UntersucbuBg der Be- 
weguBgeB^ die ein Yollstandig sicb selbst uberlassener Korper 
mit gegebener Anfangsbewegung weiterbin ausfiibrt. Hierin 
bestebt wenigstens das Hauptziel, das wir ubs in diesem Para- 
grapben stecken, wenn aucb die Ueberscbrift etwas anderes 
anzukiindigen scbeint. Um diese zu erklaren, erinnere icb zu- 
nacbst daran^ dass wir bei dieser Untersucbung yob einer 
etwaigen Translationsbewegung ganz abseben^ ubs den Scbwer- 
punkt also tob Anfang an und daber, beim Febler ausserer 
Krafte, aucb. dauernd in Eube denken wollten. Damit ist der 
Schwerpunkt schoB yob selbst ein ^fester Punkt^^ des Korpers. 
Es kaBB aucb nicbts ausmacben, wenn wir ubs diesen obnebin 
scboB am Orte bleibenden Punkt iiberdies nocb mit einem 
festen Gestelle Yerbunden denken, falls nur dem Korper dabei 
durcb Anordnung eines Kugelgelenks die Mogbchkeit erbalten 
bleibt, sicb nacb alien Eicbtungen bin obne Widerstand zu 
dreben. 

Dies allein wiirde allerdings nocb nicbt genugen, um die 
Einfubrung einer neuen Bezeicbnung zu recbtfertigen, die aus- 
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drucklicli darauf iimweist, dass der Schwerpniikt in Rnlie 
bleibt. Es kommt aber binzu^ dass es fiir die wirklicbe Aus- 
fdbxung der Untersucbnng fast ganz gleicbgiiltig ist^ ob der 
Korper im Scbwerpunkte oder in irgend einem andern Punkte 
festgebalten ist, nm den er sich frei zu dreben vermag. Ancli 
dieser Fall ist fiir viele Anwendungen der Mecbanik von grossem 
Interesse und er muss daber ebenfalls bebandelt werden. Da 
nun der Fall des frei beweglicben Korpers in ibm scbon als 
Sonderfall mit entbalten ist, so tbut man, urn unnotbige 
Wiederbolungen zu vermeiden, am besten, sogleicb den all- 
gemeineren Fall in Angriff zu nebmen. Es bleibt aber Jedem^ 
der sicb fiir diesen etwa nicbt interessirt, unbenommen, sicb 
unter dem festen Punkte, von dem weiterbin die Rede ist, 
iiberall den Scbwerpunkt vorzustellen und biernacb von einer 
Lagerung im Grestelle ganz abzuseben. 

Im allgemeineren Falle wird natiirlicb ein Zwang von 
dem Gestelle auf den bewegten Korper iibertragen werden 
miissen, durcb den der feste Punkt aucb wirklicb an seinem 
Orte festgebalten wird. Von Reibungen u. dgl. soli abgeseben 
werden und der Zwang kann daber nur in einer Auflagerkraft 
besteben, die sicb im festen Punkte iibertragt. Diese Kraft 
ist die einzige aussere Kraft, die am bewegten Korper angreift. 
Sie kann keine Arbeit leisten, da ibr Angriflfspunkt in Rube 
bleibt und wir scbliessen daraus zunacbst, dass die lebendige 
Kraft des Korpers constant sein muss. Ausserdem ist aucb 
das statiscbe Moment des Auflagerdrucks stets gleicb NuU, 
wenn wir den festen Punkt zum Momentenpunkte wablen. 
Hiernacb folgt aus dem Flacbensatze, dass aucb der Drall S 
— diesmal freilicb nur fiir diese besondere Wabl des Momenten- 
punktes — nacb Grdsse und Ricbtung unverandert bleiben muss. 

Wir betracbten nun das Strablenbiindel, das aus alien 
Graden bestebt, die man vom festen Punkte aus nacb alien 
nioglicben Ricbtungen zieben kann. Wir woUen uns dieses 
Strablenbiindel im Korper selbst festgelegt und mit ibm be- 
wegt denken. Die Rotationsaxe wird zu verscbiedenen Zeiten 
mit verscbiedenen Strablen dieses Biindels zusammenfallen. 
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j}a wir einstweileii niclit wisseii^ mit welcheii; so wollen wir 
^ijjiaclist alle Strahlen als mogliche spatere Lagen der Rota- 
l^ioBsaxe in Anssiclit nehmen. Dann lasst sich zunachst eine 
passage dariiber maclien^ mit welcBer Wmkelgescbwmdigkeit 
sick der Korper bewegen muss, wenn grade irgend ein 
Yorgegebener Strabl als Rotationsaxe dienen soil. Die lebendige 


graft i ist namlicb. 
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xind da L einen vom Anfangszustande abbangigen constanten 
Wcrtb bebalt, folgt bieraus u aus dem zum betreffenden Strable 
geborigen Wir mtissen bierzu freilicb iin Stande sein, den 
Wertb des Tragbeitsmoments & fiir alle Strablen anzugeben. 
Im dritten Bande ist diese Frage fiir die Tragbeitsmomente 
yon Querscbnittsflacben in Bezug auf alle Axen, die in der 
Ebene des Querscbnitts liegen, gelost worden. Damit kommen 
wir aber bier nicbt aus und wir mtissen daber jene friiberen 
Betracbtungen entsprechend erganzen. 

Zu diesem Zwecke scbreibe icb L nocb in. der Form 


L = Y Um(Vuxy 

an, was zulassig ist, da das Element der Summe unmittelbar 
die lebendige Kraft jedes einzelnen Massentbeilcbens angiebt. 
Von bier aus gebe icb zur Coordinatendarstellung iiber, indem icb 

Viir = t (u20 — tigy) * 4 - I (ugX — -f- f (u^y — u^x) 

und daber 


(Vttr)^= + {u^x — Uj^0y + (u^y — u^xf 

setze. Man quadrire aus, setze den Wertb in L ein und spalte 
L in ebensoviele Summon, als man beim Ausquadriren Grlieder 
erbalten batte. Dadurcb erbalt man fiir L 


L — Y — u^Ug Emyz 4- ~ Ug^Emy^ ^ * * *; (94) 

wobei icb micb damit begniigte, nur die drei ersten Glieder 
anzuscbreiben. Die jetzt nocb vorkommenden Siimmen, die 
sicb (nebenbei bemerkt) so wie bei der friiberen abnlicben 
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UntersucliuiLg^auf Tragheits- und Centrifugalmomente in Bezug 
auf die Coordinatenaxen zuriickfiiliren lassen^ sind jedenfalls 
constante Grrossen, d. h. sie sind nnabliangig von der besonderen 
Wahl des Strahls; die fiir die Drehaxe u getroflfen worden ist. 

Denkt man sich nun auf jedem Strahle die Winkel- 
geschwindigkeit ii abgetrageU; mit der der Korper um diesen 
Strabl als Axe rotiren muss, damit die lebendige Kraft den 
constanten Wertb L annimmt, so erbalt man eine Flacbe, die 
alle diese Punkte verbindet. Die Coordinaten eines Punktes 
der Flacbe sind die Componenten von tt, also u^. Zwi- 

scben diesen Coordinaten besteht GL (94), in der alle tibrigen 
Grossen constant sind. Hiernach ist Gl. (94) selbst die Glei- 
chung der Flacbe. Die Gleicbung ist vom zweiten Grrade und 
das Gleicbe gilt daber aucb von der ibr entsprecbenden Flacbe.- 
Da sicb ferner zu jedem Strable des Strablenbiindels ein be- 
stimmter endlicber Wertb von u angeben lasst, so folgt, dass 
die Flacbe den Scbwerpunkt von alien Seiten ber umscbliesst 
und dass sie sicb nicbt ins Unendlicbe erstrecken kann. Hiermit 
ist die Flacbe nacb den Lebren der analytiscben Greometrie 
als ein Ellipsoid gekennzeicbnet. 

Fiibrt man an Stelle des Tragbeitsmoments 0 den Trag- 
beitsradius t ein, indem man 0 = Mt^ setzt, so kann L aucb 
in der Form 

gescbrieben werden und daraus folgt, dass iixr alle Strablen 
das Produkt iit einen constanten Wertb bat. Die Strecken u, 
die auf den Strablen abgetragen warden, und die wir inzwiscben 
als Halbmesser eines Ellipsoids erkannt baben, sind demnacb 
den zu diesen Strablen geborigen Tragbeitsbalbmessern um- 
gekebrt proportional. Da man biernacb aus der Gestalt des 
Ellipsoids sofort aucb einen Scbluss auf die Tragbeitsmomente 
zieben kann, wird das Ellipsoid als das Tragbeitsellipsoid 
bezeicbnet. Diese Bezeicbnung stebt mit der von uns fruber 
im dritten Bande eingefiibrten Bezeicbnung „Tragbeitsellipse^^ 
in Uebereinstimmung. 
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Der Mittelpunkt des Ellipsoids fallt tibrigens mit dem 
Sctwerpunkte des Korpers (oder allgemeiuer mit dem festen 
P-unkte) zusammen, deim wemi man u mit — u yertausckt, so 
beLalt L seinen Werth. und Grl. (94) bleibt immer nocb. erfiillt. 

Pemer konnen wir jetzt anch scbon einige Betracbtungen 
•der Torausgelienden Paragraphen erganzen. In § 17 war ge- 
zeigt worden^ dass fiir die freien Axen die Bedingung d& = 0 
erfuUt sein muss. Diese trifPt aber, wie wir jetzt erkennen, 
bei den drei Hauptaxen des Centralellipsoids und im All- 
gemeinen nnr bei diesen zu. Hiernacb bat jeder starre 
Korper mindestens drei aufeinander senkrecbt stebende 
freie Axen. Mebr als drei und dann nnendlicb viele 
bat er nur^ wenn das Tragbeitsellipsoid in ein Urn- 
‘drebnngsellipsoid libergebt. Wird das Tragbeits- 
•ellipsoid zn einer Kugel, so ist jede Scbwerpunkts- 
axe eine freie Axe. 

Aucb die TJntersucbung in § 18 kann jetzt weiter aus- 
gefilbrt werden. Es bandelte sicb dort darum, die Bewegung 
anzugeben^ die durcb ein Kraftepaar S bervorgebracbt wird 
tind diese Prage war bisber nur fiir den Pall beantwortet 
worden, dass If in die Bicbtung der freien Axe fallt. TJm sie 
fur den allgemeineren Pall zu losen, denke man sicb §t in drei 
Componenten fangs der drei Hauptaxen des (fiir den 

Scbwerpunkt construirten) Centralellipsoids zerlegt. Piir die 
•erste Componente folgt dann^ da sie mit einer freien Axe zu- 
sammenfallt, nacb Gl. (93) 

fii _ jr 

und entsprecbend fiir die iibrigen. Die wirklicbe Winkel- 
bescbleunigung erbalten wir dann nacb dem Satze iiber die 
Zusammensetzung unendlicb kleiner Drebungen durcb geo- 
metriscbe Summirung der drei Componenten. Wenn wir also 
jetzt unter t j f drei Einbeitsvektoren versteben^ die in den 
Hicbtungen der drei Hauptaxen gezogen sind, finden wir 


dn 

dt 

FOppl, Dynamik. 2. Aufl. 


t ^ _i_ t -1- f — 

^ T" I @5 ^ * 0, 


(95) 


11 
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ocler auch diircb. Integration nact der Zeit 

A-!! 

— ^ ~r I 1 “ ^ 

Beriicksielitigen • wir ferner nocb Gl. (92), so lasst sicli 
daftir aucli schreiben 


(96) 


6), 


B. 


B, 


' > a ‘ ^ 


a 


(97) 


imd diese Gleicliung gestattet, zu jedem gegebenen 93 das za- 
gehorige u zn berechnen, d. k sie bildet die am Scblusse von 
§ 18 nocb vermisste Auflosung der 61. (87) nacli tt. Freilicb 
setzt ibre Benutzung vorans, dass die Axenricbtungen des 
Centralellipsoids und die ihnen zugeborigen Hanpttraglieits- 
inomente 0^ 0^ 0^ bereits ermittelt sind. 

Auf Grand der voransgebenden Betracbtungen lasst sicb 
iibrigens nocb ein Ausdrack fur die lebendige Kraft eines iim 
eine Scbwerpunktsaxe rotirenden starren Korpers angeben, der 
in mancben Fallen mit Voidbeil gebraucbt werden kann. Ver- 
stebt man namlick unter % 11.2 wiederum die Brojektionen der 
Winkelgescbwindigkeit auf die Haupttragbeitsasen, sb bestebt 
zwiscben ibnen, indem man sie als Coordinaten eines Pimktes 
auf dem TragbeitseUipsoid auffasst, die Gleicbung 



Hierbei sind, wie man scbon aus dem Zusammenbange 
erkennt, die Halbaxen des Ellipsoids voriibergebend mit ah c 
bezeicbnet. Multiplicirt man die Gleicbung mit L und be- 
acbtet, dass aucb 

ist, so folgt, wenn diese Wertbe auf der recbten Seite der 
Gleicbung eingesetzt werden, fiir die lebendige Kraft L aucb 

^==-2 (9^a) 

Bisber benutzte icb nur die Bedingung, dass die lebendige 
Kraft des um den festen Punkt (oder um den Scbwerpunkt) 
rotirenden Korpers constant bleiben muss. Jetzt wende icb 
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micli zu den Folgerungen^ die aus dem Flachensatze^ also aus 
der Constanz Yon gezogen werden konnen. 

Bildet man das innere Produkt aus © und U; so erhalt man 

©u = Bu = = 2L, 

wobei wieder, wie schon in § 17, mit B' die Projektion von 
© auf die Richtung der augenblicklichen Drebaxe bezeichnet 
ist. Zngleicb ist der damals in Gri. (90) fiir B' berecbnete 
Werth eingesetzt nnd scbliesslicb fiir der doppelte Wertb 
der lebendigen Kraft L eingefiibrt worden. Da L constant ist, 
hat demnach anch das Produkt ©u einen constanten Werth. 
Die Faktoren B' und it sind freilich mit der Zeit yeranderlich. 
Wir konnen aber das innere Produkt ©u auch dadurch in 
zwei richtungslose Faktoren zerlegen, dass wir umgekehrt tt 
auf © projiciren und 

^u = Bu=2L 

setzen, woraus 



folgt. Da nun L und B constant sind, folgt, dass auch die 
Projektion it von u auf .die unveranderliche Richtung Yon © 
constant bleiben muss. 

Diese Bemerkung gestattet uns jetzt schon, einen besseren 
Ueberblick fiber die fernere Bewegung des Korpers bei ge- 
gebenem Anfangszustande zu gewinnen. Man denke sich in 
der Anfangslage des Korpers das Tragheitsellipsoid fiir den 
festen Punkt oder bei einem freien Korper das Centralellipsoid 
(Tragheitsellipsoid fiir den Schwerpunkt) construirt. Dann 
trage man die Richtung der Anfangswinkelgeschwindigkeit 
ein und ermittle die zugehorige Richtung Yon ©, was man 
sich Yorlaufig etwa nach Gl. (87) ausgefiihrt denken kann. 
Der Endpunkt Yon liegt auf dem Ellipsoid. Man ziehe 
durch ihn eine Ebene a senkrecht zu ©; diese Ebene ist nach 
der schon in § 13 eingefiihrten Bezeichnung eine unyeranderliche 
Ebene unseres Problems. Sie schneidet auf der Richtungs- 
linie you © eine Yom festen Punkte aus gerechnete Strecke ab, 
die in dem fiir das Auftragen der Winkelgeschwindigkeiten 

li::: 
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gewablten Maassstabe die Projektion angiebt. Da aber u 
constant ist^ bildet diese Strecke zugleicb auch. in jedem 
ferneren Angenblicke das Maass fiir die Projektion der Winkel- 
geschwindigkeit tt auf die imveranderliche Ricbtung von ©. 

Wenn sicb der Korper weiterhin bewegt, dreht sicb mit 
ihm aucb das Tragbeitsellipsoid^ das wir nns fast mit ibm 
verbnnden denken miissen, in andere Lagen. TJnveranderlicli 



Abb. 21. 


bleibt nur die Ricbtnng iind Grosse 
von 35^ die Ebene^ a und die Pro¬ 
jektion li. Wie nun aber ancb spater 
Ricbtnng und Grosse von it sicb ge- 
andert baben mogen^ jedenfalls ist tt 
irgend ein Halbmesser des Ellipsoids 
und der unveranderlicbe Wertb von u 
ist die Projektion dieses Halbmessers 
auf die Ricbtnng von 35. Daraus folgt^ 
dass auf jeden Pall der Endpunkt des 


Halbmessers it in der Ebene a bleiben muss. In Abb. 21 ist 


dies angedeutet. Das Ellipsoid ist in irgend einer seiner 
Stellungen gezeicbnet, 0 ist der feste Punkt^ a die zur festen 
Ricbtnng von 3? senkrecbt gezogene Ebene^ die auf 33 die 
Strecke u' abscbneidet und tt ist die durcb die augenblicklicbe 
Stellung des Ellipsoids und durcb 33 scbon mit bestimmte 
augenblicklicbe Winkelgescbwindigkeit. Dann muss der End¬ 
punkt von tt in der Ebene a entbalten sein. Die tJmrisse 
des Korpers sind ganz gleicbgiiltig und daber in der Zeicb- 
nung weggelassenj fiir die Beurtbeilung der Bewegung; die der 
Korper weiterbin ausfiibrt^ geniigt scbon voUstandig die Kennt- 
niss des TragbeitseUipsoids. Korper mit identiscbem Tragheits- 
ellipsoid bewegen sicb auf gleicbe Art. 

Zwiscben it und 35 bestebt aber nocb eine wiclitige Be- 
ziebung, die freilicb in den friiber zwiscben beiden Grossen 
aufgestellten Gleicbungen scbon mit entbalten ist^ die aber 
nun nocb ibre geometriscbe Deutung finden muss. Die Ricb.- 
tung von 35 stebt namlicb senkrecbt auf einer durcb den End¬ 
punkt von tt gelegten Tangentialebene oder mit anderen Worten: 
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die bereits gezogene Ebene a beriibrt das Ellipsoid im End- 
pnnkte von u. Ehe icb dies beweise, bemerke ich nocb^ dass 
biermit ein sehr bequemer Weg zur Construction der Rich- 
tung von © bei bekanntem u oder umgekehrt gegeben ist, 
der die unmittelbare Berecbnung nacb den Gl. (87) oder (97) 
meist entbebrlicb macbt. In Ankntipfung an bekannte Unter- 
sucbungen der analytischen Ceometrie kann man aucb sagen, 
dass © stets senkrecbt zu jener Durcbmesserebene stebt, die 
dem Durcbmesser u conjugirt ist. 

Der Beweis fur die aufgestellte Bebauptung gestaltet sicb 
sebr einfacb. Man denke sicb vom Endpunkte von it in be- 
liebiger Ricbtung auf dem Ellipsoide einen unendlicb kleinen 
Bogen gezogen, der unter Beacbtung der Ricbtung mit du 
bezeicbnet sei. Diese Bezeicbnung recbtfertigt sicb damit^ 
dass die geometriscbe Summe u + d ii ebenfalls wieder ein 
Halbmesser des Ellipsoids ist und dass friiber alle Halbmesser 
imter der gemeinsamen Bezeicbnung u zusammengefasst wurden. 
Man muss nur im Auge bebalten, dass dieses du eine beliebige 
auf der Oberflacbe des Ellipsoids entbaltene Heine Strecke ist 
und nicbt mit der Aenderung dn verwecbselt werdeii darf, die 
ti in Wirklicbkeit im Zeitelemente dt erfHirt. Vielmebr bat 
du mit dem Bewegungsvorgange gar nicbts zu tbun; wir 
•woUen mit seiner Htilfe nur die rein geometriscben Eigen- 
scbaften des im Rubezustande gedacbten Ellipsoids ermitteln. 

Es wird sicb jetzt nur darum bandeln, zu beweisen, dass 
alle du^ die man zieben moge^ und die alle in der Tangential- 
ebene an das Ellipsoid entbalten sind, senkrecbt zu © steben^ 
denn dann stebt aucb die Tangentialebene selbst senkrecbt 
zu ©, Wenn zwei Strecken senkrecbt zu einander steben 
soUen^ muss aber ibr inneres Produkt verscbwinden. Ich bilde 
also das innere Produkt ©dti; dabei setze icb den Wertb von 
© aus Gel. (87) ein und erbalte 

©du = du { u • — Zmx^ut}. 

Die reebte Seite bildet aber ein vollstandiges Differential. 
Man bat namlicb 
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d{U'-' • Smx^- — Zm{u r)^} == du {u • Smt"" — 2mt •«t}, 

wobei nur zu beacLten ist, dass Hmt^ unabbangig Ton dem 
speciell gewablten Halbmesser u des Tragbeitsellipsoids ist; 
ebertso aucb der nacb irgend einem Massentheilchen m ge- 
zogene Radinsvektor r. 

Nun war 

S = Umx^ — Z!m(u^vY 
(vgL § 17), dalier aucb. 

— Um(uxy } == ^ u^0 = L, 

Wir gelangen damit zu dem einfacben Resultate 

©du = dL. 

Das Ellipsoid war aber grade auf Grund der Bedingung 
construirt, dass man ftir jeden Halbmesser n, der zu ibm ge- 
bort, denselben Wertb der lebendigen Kraft L erbalt. Wenn 
also die Strecke du auf dem Ellipsoide entbalten sein soli, so 
kann dadurcb, dass wir den Endpunkt von u urn du ver- 
sciieben, keine Aenderung dL bewirkt werden. Man kann 
geradezu die Gleicbung 

dL = 0 

als die aus der endlicben Gleicbung L — Const, bervorgegangene 
Differentialgleicbung des Ellipsoids bezeicbnen. 

Demnacb ist fiir alle du^ die bier in Prage kommen konnen, 
«dtt = 0 

und bieraus folgt, dass ® senkrecbt auf alien diesen du, also 
aucb senkrecbt zur Tangentialebene an das Ellipsoid im End- 
punkte von u stebt. Alle vorher bieriiber aufgestellten Be- 
bauptungen sind damit bewiesen. 

Kebren wir nun zur Betrachtung von Abb. 21 zuriick. 
Wir batten scbon vorber erkannt, dass in jeder Lage des 
Korpers und mit ibm des Ellipsoids der die augenblicklicbe 
Winkelgescbwindigkeit darstellende Halbmesser u mit seinem 
Endpunkte in der unveranderlicben Ebene a liegen muss. Jetzt 
wissen wir aucb, dass das Ellipsoid in diesem Endpunkte von 
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ier Ebene a beriilirt wird. Demnacb. konnen nur solcbe Halb- 
oaesser des Ellipsoids im Laufe der Bewegung die Winkel- 
gescbwindigkeit u angeben, deren Endpunkte durcb. Drebungen 
des Ellipsoids zu Bertibrungspunkten der Ebene a werden 
konnen. 

Man denke sicb das ganze Ellipsoid durcb ein Biindel you 
Tangentialebenen eingebiillt. Unter alien diesen Tangential- 
ebenen sucbe man jene auf^ deren Abstand vom festen Punkte 
gleicb ist. Die zugebdrigen Beriibrungspunkte werden einen 
Oder aucb zwei getrennte, in sicb gescblossene Curyenzuge 
bilden. Alle Punkte dieser Curyeii konnen durcb geeignete 
Drebung des Ellipsoids in die Ebene a iibergefubrt werden, 
so dass sie die Beriibrungspunkte zwiscben a und dem Ellip- 
soide bilden. 

Hiermit ist nun aucb entscbieden, welcbe durcb 0 geben- 
den Strablen nacb und nacb als Drebaxen dienen werden: es 
sind die Verbindungslinien von 0 nacb den Punkten der Yor- 
Ber construirten Curye. Poinsot, yon dem die bier auseinander- 
gesetzte geometriscbe Losung des Problems berriibrt, bat die 
Curye als die Polo die (oder den Polweg) bezeicbnet. Er bat 
ferner nocb eine zweite Curye zur Bescbreibung des ganzen 
"V^organgs beniitzt. Aucb in der Ebene a wird namlicb der 
Bertibrungspunkt mit dem Ellipsoid, der in jedem Augenblicke 
njls der Pol der Bewegung bezeicbnet werden kann, nacb und 
nacb andere Lagen einnebmen. Ber Beriibrungspunkt bescbreibt 
•dabei eine Curye, die als die Herpolodie bezeicbnet wird. 
Die Bewegung des Ellipsoids kann nun als ein Rollen der 
Polo die auf der Herpolodie aufgefasst werden. 

Diese einfacbe geometriscbe Bescbreibung der im Uebrigen 
so scbwierig zu bebandelnden Bewegung geniigt meist, um sicb 
obne Recbnung einen scbnellen TJeberblick liber die Erscbei- 
nungen zu yerscbaffen, die man zu erwarten bat. Damit ist 
aber grade dem Tecbniker am meisten gedient. Von der Ge¬ 
stalt des Tragbeitsellipsoids des Korpers wird er sicb im ge- 
gebenen Falle meist sebr scbnell eine ziemlicb genau zutreffende 
Vorstellung macben konnen, obne yorber yiel recbnen zu 
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mussen. Wie die Polo die aussieht, lasst sich. dann auf Grmnd 
ihrer geometrisclien Eigenschaften ebenfalls sckaell genug er- 
kennen. Die Herpolodie ist nicht so leicKt anzugeben; aber 
man brancbt sie ancb kaum, urn sick eine deutlicbe Vorstellung 
von dem Rolleii des Ellipsoids anf der nnveranderlicben Ebene 
zu machen. — Der Hanptmangel der vorausgebenden Betrach- 
tungen bestebt nur nocb darin^, dass die Zeit^ die wabrend der 
Bewegung des Korpers ans der Anfangslage in irgend eine 
andere verstreicbt, darans nicbt unmittelbar entnommen werden 
kann. — Darauf werde icb in § 21 znrucbkommen. 


§ 20. Die stabilen Drebaxen. 

Wir bonnen sofort eine wicbtige Anwendnng der vorber- 
gebenden Lebren macben. Friiber fanden wir namlicb^ dass 
jeder Korper mindestens drei freie Axen bat, die mit den 
Hanpttragbeitsaxen zusammenfallen. Sie sind aber, wie sicb 
jetzt zeigen wird, nicbt alle „stabile^^ Drebaxen. 

Der Begriff der „Stabilitat^^ ist aus der Lebre vom Gleicb- 
gewicbte entnommen. Er ist dort ein ganz eindeutig bestimmter 
Begriff; wenn er aber anf Bewegnngen ilbertragen werden soli, 
bedarf er in jedem einzelnen Falle einer nenen Definition. Was 
man nnter Stabilitat einer Bewegung versteben soli, ist nam- 
licb in vielen Fallen einstweilen nocb ganz streitig, so dass 
verscbiedene Antoren znweilen ganz verscbiedene Begriffe mit 
demselben Worte verbinden. Icb werde daber zunacbst er- 
klaren, was man nnter der Stabilitat einer Drebaxe verstebt, 
obne micb aber daranf einznlassen, eine Definition fiir die 
Stabilitat einer Bewegung iiberhanpt geben zu wollen. 

Man denke sicb, dass ein Korper nicbt genan, sondern nur 
nabezn um eine freie Axe retire. Wiirde er genan um die 
freie Axe rotiren, so konnte sicb die Drebaxe niemals andern 
nnd der Korper wiirde nacb jeder Umdrebnng immer wieder 
in die Anfangslage zuriickkebren. VoUig genan lasst sicb 
dieser Znstand aber niemals erreicben nnd es fragt sicb, welcbe 
Folgen eine geringe Abweicbnng davon naeb sicb ziebt. Wenn 


§ 20. Die stabilen Drebaxen. 


169 


der Korper sich. dauernd naliezu so verhalt, als rotirte er um 
die stets in nachster Nachbarschaft bleibende freie Axe, so 
heisst diese freie Axe eine stabile Drehaxe. Bringt dagegen 
eine noch so geringe anfanglicbe Abweichung von der freien 
Axe eine mit der Zeit immer weiter fortscbreitende Ablenknng 
der Bewegung von der znr freien Axe geborigen hervor, so 
nennt man die Rotation um eine solehe freie Axe eine labile 
Bewegung, weil scbon der geringste Anstoss geniigt, um die 
Art der Bewegung allmablicb vollstandig zu andern. 

Von den drei freien Axen, die im 
Allgemeinen bei einem Korper vorkom- 
men, sind bios zwei, namlicb jene, die 
zum allergrossten und zum allerkleinsten ^ 

Tragbeitsmomente geboren, stabile Dreb¬ 
axen; die Bewegung um die dritte freie 
Axe ist labil. 

Man erkennt dies obne jede Scbwierig- 
keit an der Hand einer Figur. In Abb. 22 
sei OA die grosste Halbaxe des Tragbeits- 
eUipsoids, also zugleicb die Axe des kleinsten Tragbeitsmoments. 
Weicbt die Drebaxe im Anfangszustande nur wenig von der 
Ricbtung OA ab, so erlangt die Polodie die durcb die kreuz- 
punktirte Linie angedeutete Gestalt. Nur in nacbster Nacb- 
barscbaft von. A lassen sicb namlicb Punkte ausfindig macben,, 
deren Tangentialebenen einen senkrecbten Abstand von 0 baben, 
der nur wenig kleiner ist, als OA selbst. Die Polodie um- 
giebt demnacb als gescblossene Curve den Punkt A. Diametral 
gegeniiber, um A' lasst sicb zwar ebenfalls eine Curve angeben^ 
die der gleicben Bedingung geniigt. Da sie mit der ersten 
nicbt zusammenbangt, ist abex kein stetiger Ueborgang aus der 
einen in die andere moglicb. . Hiernacb durcblauft der End- 
punkt von u in der That stets die sebr kleine Curve um A 
und die auf der unveranderlicben Ebene bescbriebene Her- 
polodie kann sicb ebenfalls nur auf eine kleine Flacbe erstrecken, 
so dass aucb gegenuber dem festen Raume keine erbeblicben 
Ricbtungsanderungen von OA zu erwarten sind. 
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Granz ahnlich. gestaltet sich. die Figur und die Betraehtun^ 
fur den Pall^ dass die anfangliclie Drehaxe nahezu mit den 
kleinsten Halbmesser des Ellipsoids OC (oder mit der Ax( 
des grossten Traglieitsmomeiits) zusammenfiel (Abb. 23). And 
bier kann die Polodie nur in einer den Punkt C eng um 
scbliessenden Curve besteben und zwar dessbalb, weil nur ai 
dieser Stelle des Ellipsoids Tangentialebenen moglicb sind^ di( 
so nabe an den Mittelpunkt des Ellipsoids beranriicken. Di( 
Axe OC ist demnacb nicbt nur eine freie, sondeni zugleicl 
aucb eine stabile Drebaxe. 




Anders ist es aber mit der dritten freien Axe OB. Wi( 
man aus Abb. 24 sofort erkennt^ ist keine Polodie moglicb 
die den Punkt B in kleinem Abstande umkreist, sondern di( 
Polodie umfasst das ganze Ellipsoid. Aucb auf dem. Me 
ridiane^C giebt es Punkte^ deren Tangentialebenen denselbei 
Abstand vom Mittelpunkte 0 haben, als die in der Nacbbar 
scbaft von B gezogenen und ebenso auf alien ubrigen durcl 
A gelegten Meridianen. Die freie Axe OB ist biernacb em( 
labile Drebaxe. 

§ 21. Die Buler’sohen Grleicliungen. 

Die in § 19 nacb Poinsot vorgetragene Tbeorie der Be 
wegung des starren Korpers um einen festen Punkt giebt nui 
Tiber die Lagen Aufscbluss^ die der Korper der Reibe nacl 
einnimmt. Wie viel Zeit wabrend dessen’ verstreicbt^ ist darauf 
nicbt zu entnebmen. Um aucb dies zu erreicben^ muss max 
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die rein geometrische Darstelliing yerlassen nnd sich wieder 
mekr der analytischen zuwenden. Der zeitliche Verlauf ergiebt 
sich namlicb ans der Integration der Differentialgleichungen des 
Problems^ die scbon yon Euler aufgestellt warden und die ich 
jetzt ableiten will. 

Die Absicb.t bei Aufstellung der Euler’scben Grleicbungen 
kommt darauf binaus^ die Winkelgeschwindigkeit u als Function 
der Zeit t darzustellen. Am besten recbnet man bierbei, wie 
icb yon yornberein bemerken mocbte, mit den recbtwinkligen 
Componenten ^^ 2 % yon u. Auf diese bezieben sicb die Euler- 
Crleicbungen. 

Bei der Untersucbung der Veranderlicbkeit yon u kann 
man tibrigens zwei ganz yerscbiedene Wege einscblagen^ je 
iiacbdem man namlicb die Lagen angiebt, die u der Reibe 
nacb gegen den starren Korper oder gegen den festen Raum 
dnrcblauft. Alle it im ersten Falle bilden den Polodie-^ alle u 
im zweiten Falle den Herpolodiekegel. Wir mussen uns also 
fur eine bestimmte Aufstellung des Beobacbters^ der die Ver¬ 
anderlicbkeit yon u nacb Ricbtung und Grosse constatirt, ent- 
scbeiden oder wir mussen mit anderen Worten das Coordinaten- 
system^ auf das sicb die Projektionen bezieben, entweder 

im festen Raume ruben lassen oder es an dem bewegten Korper 
festbeften. Euler bat sicb fiir den letzten Pall entscbieden. 
Stellt man sicb etwa yor, unsere Erde sei der Einwirkung 
aller anderen Weltkorper entzogen und drebe sicb nicbt genau 
um eine freie Axe, so wird man sicb in erster Linie dafiir 
interessiren, welcbe Linien der Erde im Laufe der Zeit als 
Drebaxen dienen, d. b. wie sicb etwa der Nordpol der Erde 
im Laufe der Zeit auf der Erde selbst yerscbiebt. Wir be¬ 
zieben dann die Winkelgescbwindigkeit u auf ein mit der Erde 
fest yerbundenes Coordinatensystem, folgen also der Euler- 
scben Darstellung. 

Bei diesem Probleme erfolgt die Zerlegung der gericbteten 
Grosse u in drei recbtwinklige Componenten tibrigens nicbt 
bios willkiirlicb oder aus Verlegenbeit, weil man etwa keine 
bessere Metbode zur Bebandlung gericbteter Grossen kennt, 
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sondern sie ist im Wesen der Saclie selbst begriindet. Ii 
jedem Edrper baben wir namlich drei anfeinander senkrech 
stebende ausgezeicbnete EicbtungeB; die Ricbtungen der Haupt 
tragbeitsaxen, fur die sich die Rotationserscbeinungen besonderi 
einfacb gestalteA. Durcb eine Zerlegung nach diesen Rich 
tungen vereinfacbt sicb daber aucb in anderen Fallen die XJnter- 
sucbung der Rotationen und wir sind so von vornberein au: 
die Benutzung eines nacb diesen drei Haiiptricbtungen orien 
tirten Coordinatensystems bingewiesen. 

Davon ist aucb scbon bei der Ableitung von Gl. (97) 


tt = t 


0, 


+ J 


El 




Gebraucb gemacbt worden, denn auf der recbten Seite ist j£ 
in der That u als geometriscbe Summe seiner drei Coordinater 




El 


U;) 






B, ^ 


B, 


( 99 ; 


dargestellt. Die Einbeitsvektoren t, f waren in den JRicb- 
tungen der Haupttragbeitsaxen gezogen und geborte zm 
Axe i u. s. f. 

Die Euler’scben Gleicbungen entsteben aus der Gleicbung 
fiir u, wenn man diese nacb der Zeit differentiirt. Um dies 
ausfiibren zu konnen, muss man zunacbst feststellen, wie sicb 
der Drall 35 relativ zum starren Korper mit der Zeit andert 
Absolut ist, wie wir wissen, © nacb dem Placbensatze con¬ 
stant. Relativ zum bewegten Korper muss © daber veranderlicb 
sein, zwar nicbt der absoluten Grosse, aber der Ricbtung nacb, 

Zur gegebenen Zeit ist die Winkelgescbwindigkeit des 
starren Korpers u. Pur einen Beobacbter, der sich auf dem 
starren Korper befindet, drebt sich der ganze aussere Raum 
um den starren Korper mit der Winkelgescbwindigkeit — u. 
Aucb die Bewegung des im ausseren Raume feststebenden 
Vektors © relativ zum starren Korper bestebt in einer Drebung 
mit der Winkelgescbwindigkeit — n. Der Endpunkt von © 
bescbreibt bierbei seinen Weg mit einer Geschwindigkeit, die 
nacb Grosse und Ricbtung durcb 
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iargestellt wird (Bd. Grl. (56). Der Weg im Zeitelemente dt 
Lst daher 

and das ist jene Strecke, die zum ursprunglichen geometrisck 
summirt werden muss, um das nach Ablauf von dt entstebende 
aeue SB zu erhalten (immer relativ zum starren Korper ge- 
aommen). Hiernacb wird 

-®=v«® 


Oder, wenn man in Componenten zerlegt, 


Die Differentiation der Grleichung fiir u nach der Zeit 
ergiebt mit Benutzung dieser Werthe 

dll _ , Uq JBg I , Uq B^ — Bq I ^ B^ 

Oder, nachdem man nock die Componenten von SB mit Hiilfe 
der Gleichungen (99) in den Componenten von u ausgedriickt kat, 

^ = iu^u^ * ( 100 ) 


dtt . @3 — @2 

_ = 


Anstatt die Componenten mit Hiilfe der t, j, f aneinander zu 
reiken, kann man sie natiirlich auch einzeln ansckreiben. Man 
erkalt dann 

du. 

=“^“3 -0. ■ 
du. - 03 

-ji = %% . (101) 

duo 09 — 01 

) 

und das sind die Euler’schen Gleichungen in der ihnen ge- 
wohnlick gegebenen Form. Sie sind gewohnliche simultane 
Differentialgleichungen fiir die drei von der Zeit abhangigen 
Punctionen u^u^u^. Die Integration ist freilich im allgemeinen 
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Falle insofern nicht ganz einfacli, als sie auf elliptische Func- 
tionen ftilart. Im Uebrigen macht sie aber keine Scbwierig- 
keiten. 

Hier bescbranke icb micb. auf die Durcbfiibrung der Rech- 
nung far den einfacben Fall^ dass das Tragbeitsellipsoid ein 
Rotationsellipsoid ist (was z. B. bei der Anwendung aaf die 
^Natation^^ der Erdaxe angenommen werden kann). Es sei also 

@2 = ^3 

and zar Abkurzung moge ferner 

0, 0, ^ 


gesetzt werden. Dana geben die Ealer’scben Gleicliangen 
liber in 


dt 


0, 


du^ 

dt 




dt 


= — yu^u^. ( 102 ) 


Die erste Gleicbung lebrt^ dass % constant ist. Maltiplicirt 
man die zweite Gleicbung mit and die dritte mit and 
addirt^ so folgt 


dtky , dUo 


dt 


0, 


also dareb Integration 

11.2^ G ; 

worin G eine dareb die Anfangsbedingangen bestimmte Con- 
stante ist. Da aneb constant ist^ so folgt dies aacb filr 

absolate Wertb der Winkelgeschwindig- 
keit ist constant and ebenso ibre Projektion aaf die i-Axe. 
Der Vektor u besebreibt demnacb einen Kreiskegel am die 
i-Axe. Bis dabin sind wir nar za einem Resaltate gelangt, 
das ans aas der Poinsot’seben Lebre von der Polodie bereits 
bekannt war. — Dareb Differentiation der zweiten der Glei- 
ebungen (102) nacb t erbalt man 

d^u^ du. 

llW ~ 5 "*^! dt 

and wenn man den Differentialqaotienten von aas der dritten 
Gleicbang einfiibrt^ wird daraas 
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Ebenso wird^ wenn man bei diesem Eliminationsverfabren die 
dritte der Grieichungen (102) mit der zweiten vertanscht 

^ = —(104) 


Diese Differentialgleiclmngen sind uns ihrer Form nacb bereits 
ans der Lehre von den harmonischen Schwingnngen bekannt. 
Hire allgemeine Losung ist 

11.2 = A sin t -{-JB QOS y u^ t (105) 

iind diese Losung gilt bei passender Wahl der unbestimmten 
Integrationsconstanten ebenso auch fiir Die XJmlaufszeit T 
der Momentanaxe um die Axe' der Figur ergiebt sich aus der 
Bedingungj dass der Winkel y%i^t -wahrend dessen um an- 
gewachsen sein muss; also 

rp _ 

Oder nach Einsetzen des Werthes von y 




_ 27cQ^ 

u^(e;-zrg^y 


(106) 


Die XJmlaufszeit der Nutationsbeivegung wird demnach um so 
grosser, je weniger sich die Haupttr*agheitsmomente von ein- 
ander unterscheiden, Sie hangt ausserdem von der Projektion 
der Winkelgeschwindigkeit auf die Figurenaxe, im XJebrigen 
aber nicht von dem Winkel ab, den it mit der Figurenaxe bildet. 

Schliesslich bemerke ich noch, dass man ganz ahnlich auch 
yerfahren kann, um die auf den festen Eaum bezogene Aende- 
rung der Winkelgeschwindigkeit ii mit der Zeit zu untersuchen. 
Die Gleichung 


t _L. 4 I I 
I - -1“ J 0^ -j- I 0^ 


@1 


muss dann nach der Zeit t unter Beriicksichtigung des Um- 
standes differentiirt werden, dass jetzt © constant, die Eich- 
tungen der Einheitsvektoren tjf dagegen veranderlich sind. 
So ist z. B. 
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und 

-»Vui. 

Die Differentiation von u lasst sich ffiernacli ohne Schwierig'- 
ieit ansfiiliren. Mehr Scliwierigkeiten maclit freilicli die weitere 
Behandlung der Differentialgleickungen; daranf werde ich aber 
kier nicht eingelieii. 


§ 22. Anwendung auf ein einfackes BeispieL 


Ein Ring^ dessen Reif erkeblicli mebr Masse bat, als die 
xadial gefiibrten Arme, die den Reif mit einer in der Mitte 
gelegenen Nabe verbinden, soli im Scbwerpunkte auf einer 
Spitze gelagert sein. Zu Anfang mdge die Ringebene hori¬ 
zontal liegen und der Ring moge eine Winkelgescbwindigkeit 
Uq nm irgend eine Axe besitzen, die aber nicbt mit der Fignren- 
axe zusammenfallen soli. Im andern Fall rotirte er namlicb 
nm eine freie Axe xind wiirde nm diese iinmer weiter rotiren, 
•ein Fall, der ftir uns kein weiteres Interesse bat. 

Um die fernere Bewegung des Ringes angeben zu konnen, 
construiren wir zunacbst ein Tragbeitsellipsoid ffes Ringes, bei 
dem wir nur auf die Masse des Reifs zu acbten braucben, die 
wir uns iiberdies in der kreisformigen Mittellinie vereinigt 
denken konnen. Wenn der Radius dieser Mittellinie mit r 
und die Masse des Reifs mit M bezeicbnet werden, ist das 
Tragbeitsmoment 0^ fur die Figurenaxe 


und die anderen Haupttragbeitsmomente sind 




0 . = ^ 


e. 


Mr^- 

2 


{vgl. Bd. Ill, Gl. (63)). Auf welcbe zur Figurenaxe senkrecbten 
Axen man 0^ bezieben will, ist tibrigens bei einem 

Rotationskorper gleicbgultig, da jede derartige Axe eine Haupt- 
tragbeitsaxe ist. 
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Die Traglieitsradien verhalten sicli liiemacli wie ]/2 : 1 
und die Hauptaxen des Tragheitsellipsoids Vie l:]/2, Hier- 
nacli kann das Gentralellipsoid in einem willkurliclien Maass- 
stabe anfgetragen 
werden. In Abb. 25 
ist dies gescbehen. 

Der Scbnitt dnrcb. 
den Reif ist dnrcb 
zweikleine scbraffirte 
Kreise angedentet; 
die Pignrenaxe ist OA. 

Wir tragen fer- 
ner die Ricbtnng 
der Anfangswinkel- 
gescbwindigkeit Uq ein; dabei wollen wir nns die Projektions- 
ebene Yon Yornberein so gewablt denken, dass sie dnrcb die 
Ricbtnng Yon Uq gebt. Im Scbnittpnnkte Yon Uq mit der 
Ellipse, deren Axen sicb wie 1 :]/2 Yerbalten, constrniren wir 
eine Tangente. Diese ist die Spnr der anf der Projektions-* 
ebene senkrecbt stebenden nnYeranderlicben Ebene a. Eecbt- 
winklig dazn stebt die in der Projektionsebene entbaltene Ricb- 
tnngslinie des Dralls 

Von der Voranssetznng, die wir seitber stets macbten, dass 
anssere Krafte anf den starren Korper, abgeseben Yom Anf- 
lagerdrncke am festen Pnnkte, nicbt einwirken sollten, sind wir 
tibrigens im Yorliegenden Falle bis zn einem gewissen Grade 
frei. Wir konnen nns namlicb, da der Unterstiitznngspnnkt 
mit dem Scbwerpnnkte znsammenfallt, zugleicb die Scbwer- 
kraft am Korper wirkend denken. Das Gewicbt wird bier 
einfacb Yom Anflagerpnnkte anfgenommen, bat aber keinen 
Einflnss anf die Bewegnng. Es leistet namlicb weder Arbeit, 
nocb bat es ein Yon Nnll Yerscbiedenes statiscbes Moment ftir 
den festen Pnnkt; daber mnss ganz wie friiber sowobl die 
lebendige Kraft als der Drall S3 constant sein nnd bieranf ,be- 
rubten ja in der That alle Folgernngen der Yoransgebenden 
Untersncbungen. 

IP(3ppi, Dynamik. 2. Aufl. 



Abk. 25. 


12 
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Die Polodie wird Mer ein Kreis^ dessen Mittelpunkt auf 
der Figurenaxe liegt und dessen Ebene anf ibr senkrecM stebt. 
Er bat die Projektion FQ in Abb. 25. Ancb die Herpolodie 
wird ein Kreis^ dessen Mittelpunkt mit dem Scbnittpunkte von 
© mit der unveranderlicben Ebene a zusammenfallt imd der 
sicb in Abb. 25 als Strecke FR projicirt. Die fernere Be- 
wegung des Rings wird nun in sebr einfacber Weise durcb 
das RoUen des Kreiskegels OFQ um den ibn von iiiaen be- 
riibrenden festen Kreiskegel OFF bescbrieben. 

Um aucb die Umlaufszeit T fur ein bestimmtes Zablen- 
beispiel berecbnen zu konnen, nebme icb an, dass Uq einen 
Winkel von 45® mit der Figurenaxe bildete und gleicb 20 Touren 
pro Secunde war. Die Projektion % auf die Figurenaxe wird 
bieraus durcb Division mit y2 gefunden, Ausserdem recbnen 
wir 20 Touren pro Secunde auf Bogenmaass um und erbalten 

40 at 1 
u. = sec^ • 

^ ]/2 

Ferner baben wir bier 



und, wenn wir diese Wertbe in Grl. (106) einsetzen, erbalten wir 
T — 0,0707 sec. 

Nacb Ablauf dieser Zeit bat die Momentanaxe wieder dieselbe 
Lage gegen den Ring. Sie bat aber nicbt dieselbe Lage im 
Raume. Weun die Durcbmesser FQ und FF der Polodie und 
der Herpolodie nicbt commensurabel mit einander sind, kann 
der Anfangszustand sowobl der Lage des Rings als dem &e- 
scbwindigkeitszustande nacb iiberbaupt niemals wieder erreicbt 
werden. Die Zeit, die vergebt, bis u den Herpolodiekegel ein- 
mal im festen Raume durcblaufen bat, verbalt sicb iibrigens 
(da beide Kegel aufeinander roUen) zu T wie FF zu FQ, 
Man kann nocb nacb der Bewegung fragen, die die Figurem 
axe OA ausfubrt. Um diese zu finden, denke man sicb durcb 
den Punkt 0 eine Einbeitskugel gelegt. Diese Kugel scbneidet 
die beiden aufeinander roUenden Kegel nacb Kreisen und OA 
im spbariscben Mittelpunkte des einen Kreises. Dieser Punkt 


§ 23. Bewegung um einen festen Punkt etc. 


179 


beschreibt demnach ebenfalls einen Kreis um die unverander- 
liche Ricbtung Yon In jedem Angenblicke liegen die Mo- 
mentanaxe n, das nnyeiunderliche Moment ® nnd die Figuren- 
axe in einer Ebene nnd derWinkel zwiscben 
95 nnd der Figurenaxe ist constant. Hier- 
nach macbt die Figurenaxe in der gleicben / 

Zeit einen Umlauf, in der auch der Her- \ 
polodiekegel einmal von u durcblaufen wird. 

In Abb. 26, die dies naber erlautem soli, 
deutet der Kreis P den Scbnitt der Ein- 
beitskugel mit dem Polodiekegel, H den Scbnitt mit dem Her- 
polodiekegel an, ferner ist 95 die Spur you 95 auf der Einbeit- 
kugel, A die Spur der Figurenaxe und der durcb A gelegte 
punktirte Kreis giebt die Babn an, die A auf der Einbeits- 
kugel durcblauft. 

§ 23. Bewegung um einen festen Punkt unter der Binwirkung 
ausserer Krafte. 

Die Yorausgebenden Betracbtungen baben sicb scbon Yer- 
wickelt genug gestaltet. Die Scbwierigkeiten steigern sicb aber 
nocb erbeblicb, wenn man zugleicb die Wirkung beliebig ge- 
gebener ausserer Krafte auf den um den festen Punkt dreb- 
baren Korper in Recbnung zieben muss. Mit Rucksicbt auf 
den Zweck dieser Vorlesungen muss icb daber auf die aus- 
fuhrlicbere Bebandlung dieses Problems Yerzicbten. Von Yorn- 
berein werde icb micb yielmebr nur auf die Bebandlung der 
einfacbsten Falle bescbranken. Fur ein weiteres Studium des 
Gegenstandes kann icb das scbon friiber einmal erwabnte Bucb 
Yon Klein und Sommerfeld tiber die Tbeorie des Kreisels 
bestens empfeblen; bisber sind Yon diesem, das Kreiselproblem 
nacb alien Seiten bin beleucbtenden Werke die zwei ersten 
Tbeile erscbienen und der dritte Tbeil, der den Scbluss bilden 
soil, ist bald zu erwarten. 

Zunacbst werde icb Yoraussetzen, dass der Korper ein 
Rotationskorper ist und dass der feste Punkt auf dessen Axe 
liegt. Diese Voraussetzung trifft gewobnlicb bei den Anwen- 

12 * 
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dungen zn. Icb werde sie aber bier zum Zwecke der Verein- 
facbung nocb weiter specialisiren/ namlicb aimebmen, dass das 
fiir den festen Punkt constrnirte Tragbeitsellipsoid eine Eugel 
bildet. In diesem FaEe ist jede Axe des Korpers eine freie 
Axe tind die Ricbtung des Momentes 89 fallt jederzeit mit der 
Eicbtung der Momentanaxe n zusammen. — Dass es tiberbaupt 
Korper giebt^ die diese Bedingung erfullen, ist leicbt einznseben. 
Man denke etwa an einen bomogenen graden Kegel. Wenn die 
Basis ziemlicb gross ist gegen die Hobe, ist das Tragbeits- 
moment ftir die Fignrenaxe grosser als das fiir eine senkrecbt 
dazu durcb den Scbwerpnnkt gezogene Axe. Wablt man dann 
den festen Pnnkt in einiger Entfemnng vom Scbwerpnnkte, so 
bebalt das Tragbeitsmoment fiir die Fignrenaxe seine Grosse^ 
die Tragbeitsmomente fiir die senkrecbt dazu gezogenen Axen 
sind dagegen grosser geworden. Bei passender Wabl des festen 
Pnnktes anf der Fignrenaxe kann man es dann stets dabin 
bringen^ dass die Hanpttragbeitsmomente gleicb werden. Der 
feste Pnnkt^ fiir den dies gilt, kann ancb mit der Kegelspitze 
znsammenfallen. Man mnss dazn nnr ein geeignetes Verbaltniss 
zwiscben Basisbalbmesser nnd Hobe des Kegels wablen; nnter 
den Anfgaben werde icb bieranf znriickkommen. 

Die Vereinfacbnng, die dnrcb die angefiibrte Voranssetznng 
in der Theorie berbeigefiibrt wird, ist sebr erbeblicb. Zwiscben 
tt nnd 39 bestebt bier nacb § 17, Gl. (90) stets die einfacbe 
Beziebnng 

a3 = @u, . (107) 

worin Q den gemeinsamen Wertb des Tragbeitsmoments fiir 
aUe dnrcb den festen Pnnkt gebenden Axen bedentet. — Nacb 
dem Flacbensatze ist ferner, wie in Gl. (91) 

^ = also ancb — 

worin ^ das Moment der gegebenen ausseren Kdaffce in Bezug 
anf den festen Pnnkt ist. In der Regel wird ^ als Fnnction 
der angenblicklicben Lage des Korpers bekannt sein nnd die 
Anfgabe kommt dann daranf binans, diese Gleicbnng in Ver- 
bindung mit Gl. (108). nacb tt anfznlosen, d. b. zn integriren. 
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§ 23 Bewegiiiig um einen festen Punkt-etc. 

Der Fall, den man gewolinlicli iin Ange hat, wenn man 
solche Betrachtungen anstellt, ist der des Kreisels mit fest- 
gehaltener Spitze. Kennzeiclinend fiir den Kreisel ist die grosse 
Winkelgeschwindigkeit, mit der er sich von Anfang an um 
eine Axe dreht, die gewolinlicli nahezu mit der Figurenaxe 
zusammenfa^llt. Auch tier werde ich fernerhin annehmen, dass 
es sich um einen Kreisel handle und, um zum Ausdrucke zii 
hringen, dass das Tragheitsellipsoid fur den festen Punkt eine 
Kugel sein soli, wird er auch, wenn dies betont werden soil, 
als „KugelkreiseP^ bezeichnet werden. 

Die aussere Kraft, die man beim Kreisel in Beriicksich- 
tigung ziehen muss, ist das Gewicht; von Beibung und Luft- 
widerstand kann gewohnlicb abgesehen werden, obschon beide 
natiirlich dazu fiihren, dass die Kreiselbewegung schliesslicb- 
erliscbt und dass sie schon vorher in allmablicher langsamer 
Aenderung begriffen ist. Dies ist es aber nicbt, wofiir man 
sicb beim Kreisel interessirt. Dass Bewegungen durch Wider- 
stands geandert und scbdiesslicb zur Rube gebracht werden^. 
gilt allgemein, beim Kreisel wie anderwarts und dariiber hat 
sich daher noch niemals Jemand verwundert. Grosses Staunen 
haben aber von jeher die von der Reibung und den anderen Be- 
wegungswiderstanden unabhangigeu Brscheinungen der Kreiseh 
bewegung hervorgerufen. Dieses Staunen wtirde noch grosser 
sein, wenn nicht jeder schon aus seiner friihesten Jugendzeit 
durch das bekannte Kinderspielzeug mit der Kreiselbewegung 
bekannt geworden ware. Es entsteht aber trotzdem immer 
wieder, wenn Jemand zum ersten Male solche Versuche sieht 
Oder selbst anstellt, wie sie in der Experimentalphysik mit 
Kreiseln oder Gyroscopen ausgeftihrt zu werden pflegen. 

Die Eigenthiimlichkeit der Kreiselbewegung, die uns be- 
sonders fesselt, ist der Umstand, dass der Kreisel, dessen schnelle 
Bewegung um die Drehaxe sich der Wahmehmung fast ganz 
entzieht, so lange die Drehaxe nur wenig von der Figurenaxe 
abweicht, der also bei fliichtigem Anblicke fast dasselbe Bild 
wie ein ruhender Korper darbietet, sich doch so ganz anders 
gegen aussere Krafte verhalt, wie ein ruhendfer Korper. Der 
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Kreisel lasst sick nickt leickt durck einen seitlicken Stoss um- 
werfen iind er fallt auck von selbst nickt um, oksckon er im 
Durckscknitt eine Lage einnimmt^ die fiir den rukend auf- 
gestellten Kreisel eine labile Grieickgewicktslage ware. Eine 
Erklarung iiber den Grand dieser anffalligen Ersckeinnngen 
ist jedes Lekrbuck der Meckanik seinen Lesern schnldig, wena 
auck eine ausfukrlickere Erorterung, wie sckon vorker bemerkt^ 
undurckfdkrbar ist. 

Betrackten wir znnackst die analytiscke Pormulirung des 
Problems. Der Sckwerpunkt des Kreisels liegt auf der „Figuren- 
axe^^ Das Gewickt des Kreisels sei D and der Radiusvektor 
Yom festen Punkte zum Sckwerpunkte sei §. In Bezug auf 
den festen Baum ist O constant and 8 veranderlich; relativ 
zum Kreisel dagegen ist O veranderlick und § constant. Wo 
wir aber auck den Anfstellungsort waklen nxogen, jedenfalls 
ist das statiscke Moment ^ der ansseren Kraft 

t = (109) 

and fiir den Kugelkreisel wird daker nack Gl. (108) 

( 110 ) 

wobei als Anfstellungsort der absolute Raum gewahlt sein soil. 
Nun ist § selbst eine Function der Zeit und zwar kat man 

§ -V.», (111) 

denn dies ist die Formel, nack der man bei der Rotation eines 
Korpers stets die Gesckwindigkeit ^ irgend eines Punktes 

yom Radiusvektor 8 ermitteln kann. Sobald es gelingt, die 
Gleickungen (110) und (111) nack den unbekannten Functionen 
u und § aufzuldsen, also die Gleickungen zu integriren, wobei 
nock zwei willkiirlicke Vektoren als Integrationsconstanten auf- 
treten mussen, durck. die man sick jedem beliebig gegebenen 
Anfangszustande anzusckliessen vermag, ist das Kreiselproblem 
r— zunackst wenigstens fiir den Kugelkreisel — voUstandig gelost, 

In den Lekrbuckern der analytiscken Meckanik, die auf 
dieses Problem naker eingeken, sind naturlick der friiker allein 
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■herrscheuden Grewolmheit gemass die Grleicliiiiigen (110) and 
(111) in je drei Componentengleicliiingen-gespaltet nnd man 
tat dann sects simultane Dififereiitialgleichungen erster Ord- 
nung zwiscten nicht gerictteten Variablen, bei deren Integra¬ 
tion sects Constanten auftreten miissen, die sict als die Com- 
ponenten der vorter erwatnten zwei Vektorconstanten darstellen. 

Man tat die allgemeine Lo|nng dieser ■ Gleictnngen ge- 
fnnden; sie lasst sict aber nnr mit Hiilfe elliptiscter Func- 
tionen darsteUen^ woranf tier nictt einzngeten ist. Wir mtissen 
dater daranf verzictten, tier die allgemeinste Bewegnng eines 
Kngelkreisels zn untersncten nnd nns mit der Betracttung 
specieller Bewegungsarten tegniigen, die als partikulare Inte^ 
grale in der allgemeinen Losnng mit enttalten sind. Nnr einige 
allgemeine Sctliisse, die sict ans den DifPerentialgleictungen 
des Problems sofort zieten lassen, mogen zuvor noct Erwat- 
nung finden. 

Ans Gl. (110) folgt, dass die Aenderung you tt in jedem 
Angenblicke recttwinklig zu O stett. In Bezng anf den festen 
Baum ist aber C nact Grosse nnd Richtung constant. Eine 
Ebene^ die senkrectt zn 0 stett, ist als eine torizontale Ebene 
zn bezeictnen. Hiernact ist du jederzeit torizontal; die Ver- 
tikalprojektion von tl andert sict demnact libertanpt nictt. 
Denkt man sict alle Wertte, die u der Reite nact annimmt, 
vom festen Pnnkte ans im rntenden Ranme abgetragen, so 
ertalt man eine allgemeine Kegelflacte, die wir anct jetzt 
wieder als den Herpolodiekegel bezeictnen wollen. Ebenso 
soil die Onrve, die die Endpnnkte der u miteinander verbindet, 
die Herpolodie genannt werden, obscton tier gegentiber der 
Bewegung des kraftefreien Korpers, bei der diese Bezeictnnng 
eingefntrt wnrde, der wesentlicte Untersctied bestett, dass 
die Herpolodie nictt dnrct Walzen des Tragteitsellipsoids anf 
einer nnveranderlicten Ebene erzengt wird. 

Betractten wir femer die Aendemng von u relativ znm 
Kreisel. Wenn sict irgend eine Strecke a gegen den festen 
Ranm im Zeitelemente dt nm dd andert, ertalten wir die 
Aendemng relativ znm rotirenden Korper, indem wir zn da 
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noch. jene relative Aenderung kinzufugen^ die durcli die Eota- 
tion bedingt wird. Diese “ ist im allgememen Falle gleicb 
(Zi^Vuo. In nnserem Falle ist sie aber gleicb. ISTull, da tt selbst 
mit der Drehaxe u zusammenf allt. Demnacb. gilt die Grleichung 

®b-V£>» 

ohne jede Abweicbung unmittelbar auch fiir die Aenderungen 
von u relativ zum Kreisel. Das Vektorprodukt steht aber senk- 

reckt zn jedem seiner Faktoren, also ist ^ jederzeit senkrecbt 

d t 

zu §. Tragt man also die anfeinanderfolgenden Wertbe von u 
anch relativ zum Kreisel ab, so kann sich jeder Wertli von 
jedem anderen nur um eine Strecke unterscbeiden, die recbt- 
winklig zu S gericktet ist. Die Projektion von tt auf die Kreisel- 
axe ist demnack ebenfalls constant. Die Polo die — ■wenn wir 
diese Bezeicknung in derselben Weise wie vorker bei der Her- 
polodie auf den kier vorliegenden Fall ubertragen — ist folg- 
lick gleiclifalls eine ebene Curve, die auf einer zur Figurenaxe 
senkreckten Ebene entkalten ist. Wenn man die Gestalten der 
Polodie und der Herpolodie auf Grund einer Integration der 
Gleickungen (110) und (111) anzugeben vermag, ist das Kreisel- 
problem (fiir den Kugelkreisel) gelost. 

Eine sekr einfacke specielle Losung der Differentialglei- 
ckungen erkalten wir, wenn wir versucksweise 

^ = an-\- t (112) 

setzen, worin a eine ricktungslose und c eine gericktete Con- 
stante bedeuten. Man tiberzeugt sick leickt, dass dieser Zu- 
sammenkang zwiscken § und tt mit den Gleickungen vertrag- 
lick ist. Durck Differentiation folgt namlick 

_ _ du 

. ■ 

imd; Mermit geiit Gl. (110) uter in ' 

|g=Vo. ■ . (113) 

und .Grl. (Ill) wird . 
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' S—(114) 

Allerdings muss^ damit beide Gleidnmgen mit einander ver- 
traglich. seien, c so gewablt -werden, dass Vc§ mit VOiS gleicb.- 
gerichtet ist. Dies erfordert, dass c und D mit g in einer 
Ebene liegen. Nun sind aber c und C constant, wabrend § 
ver^derlicb ist. Damit alle drei Vektoren jederzeit in einer 
Ebene liegen bleiben, lassen wir c und C zusammenfallen. Wir 
setzen daber specieller 

g = au + cD (115) 

und die Gl. (114) gebt damit tiber in 

(116) 

Damit diese mit Gleicbung (113) iibereinstimme, muss 

a c ^ 

— = — Oder c = -7. 

0 a 0 

sein. Die Constante c ist daber keineswegs willkurlicb, soudern 
der Ansatz (112) muss, damit er eine Losung der Differential- 
gleicbungen bilde, in der Form 

8 = au + ^ O (117) 

specialisirt werden. Es bleibt nur nocb ubrig, die Differential- 
gleicbung (113) oder (114) in der Form 

= (118) 

zu losen, denn dann ist damit nacb Gl. (117) zugleicb aucb u 
als Function der Zeit bekannt. Die Losung kann sofort an- 
gegeben werden. Das zu jedem dt gebdrige ist namlicb 
nacb Gl. (118) ebenso gross, als wenn sicb § mit der Winkel- 

gescbwindigkeit — ^ lotbrecbte Axe mit con- 

stanter Gescbwindigkeit drebte. — Hieraus ist ubrigens nicbt 
zu scbliessen, dass die Bewegung um die lotbrecbte Axe er- 

folgen miisse. Zur Winkelgescbwindigkeits-Componente — 

kaun vielmebr nocb eine zweite treten, die in die Ricbtung 
YOU § fallt, obne an GL (118) etwas zu. andern. Jedenfalls 
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liegt aber die Momentanaxe in der durch gelegten loth.- 
rechten Ebene. 

Diese einfacbste Bewegungsform des Kreisels ist nntex 
dem Namen der regularen Pracession bekannt. Die Ereisel- 
axe beschreibt im festen Ranme einen Kreiskegel nm die loth- 
recbte Kicbtung mit der angegebenen Winkelgescbwindigkeit. 
Aucli der Herpolodiekegel wird ein Kreiskegel mit lothrecbter 
Axe^ der mit derselben Winkelgescliwindigkeit besckrieben 
wird^ denn u und 8 liegen in jedem Augenblicke nacb Grl. (117) 
in einer lotbreckten Ebene nnd bestimmen in dieser ein Dreieck 
Yon nnveranderlicber Gestalt. 

Wenn § nnd u in der Anfangslage gegeben sind^ kann 
nach GL (117) sofort anck die Constante a und mit ibr die 
Pracessionsgeschwindigkeit berecbnet werden. Man bezeickne 
etwa den Winkel^ urn den die Richtung von % von der Loth- 
rechten abweicht, mit oc, den Winkel zwischen u nnd der Loth- 
rechten mit nnd die Absolntwerthe von 8 nnd u wie ge- 
wohnlioh mit lateinischen Bnchstaben. Dann folgt ans Gl. (117) 
wenn man die horizontalen Componenten davon nimmt, 

s • sin a~— au sin /3 (119) 

nnd fur die vertikalen Componenten gilt 

s cos a = au cos ^ Q- (120) 

Die lothrechte Richtnng, von der ans die Winkel a und ^ ge- 
rechnet werden, ist hierbei nach oben bin genommen, wahrend 
O nach abw'arts geht nnd daher eine negative Projektion hat. 

Die Gleichnngen zeigen nns, dass a nnd nicht willkur- 
lich angenommen werden diirfen, sondern dass die Richtung 
von It dnrch jene von g zugleich mit bestimmt ist, wenn u 
gegeben ist; dies folgt tibrigens ohne Weiteres anch schon 
ans der nrspriinglichen Gl. (117). Wir eliminiren zunachst 
den Winkel p ans den Gleichnngen (119) nnd (120) nnd erhalten 

cos^ a2s cos = aV cos^^, 

also hieraus durch Addition 
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8^4- 2 s cos a ^ ^ H-Jl ^ 2^2 

Fiir ist diese Gleicliung vom zweiten Grade. Die Auflosung 
liefert 

9 2 0 ^ 0 

O) ^ Q2 ^ COS CC Q 

I 1 /\ 2 ^ ^ Cii ^ 

i F ^ 4^ — (121) 

Wenn zu klein oder (z zu gross wird, wird die Losung 
imaginar, d. h. die regul'are Pracession ist dann uberkaupt 
nicht mebr mdglicb; der Kreisel ,,fallt um^^. Perner ist der 
Absolntwertb der Wnrzel in jedem Falle kleiner^ als der Werth. 
Yor dem Wnrzelzeicben. Damit a selbst nicht imaginar wird, 
muss daher der Yor dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck 
jedenfalls positiY sein. Hiernach kann man aus Gl. (121) leicht 
feststeUen^ wie gross fiir ein gegebenes cc die Winkelgeschwindig- 
keit mindestens sein muss. Wir woUen nns damit nicht anf- 
halten^ sondern weiterhin nur noch den Fall naher ins Auge 
fassen, dass it sehr Yiel grosser ist^ als jener Mindestwerth; 
Yon das in GL (121) allein Yorkommt; wird dies dann erst 
recht gelten^ 

Wenn ein Werth a Yiel grosser ist, als ein anderer Werth 
kann man mit geniigender Genauigkeit 

l/a^ 4-h = a - -^ a_ .. . 

^ ‘ '2a ' 


setzen. Von dieser Reihenentwickelung moge Gebrauch ge- 
macht werden, nm die Wnrzel in GL (121) ansznziehen. Be- 
rucksichtigt man zunachst ,nnr die beiden ersten Glieder der 
Reihe, so findet man 


a‘' = u^ 


@2 


@ , I , 

■s cos Ctf-TT + ^ U 
V ~ 






2$^ 




Von den beiden Werthen nnd oberen und 

dem unteren WurzelYorzeichen entsprechen, interessirt nns zn- 
nachst der zweite; die Formel liefert 


2 _ 
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Hier ist nur nocli ein Glied von der Ordnung stehen ge- 
blieben; es wird daher notbig, auch nocb das dritte Glied der 
Reihenentwicklung hinzu zu nehmen. Bis au£ Glieder boberer 
Ordnung genau erbalt man dann 

5 


Der zugeborige Wertb von /3 folgt-aus Gl. (119), nanilicb 

sin ^.2 = sin a. 

Die Rotationsaxe u fallt daber nabezu (weil die vorausgeben- 
den Wertbe nur . naberungsweise gelten) mit der Figurenaxe 
zusammen. Zugleicb diirfen sicb a und /3 nur wenig von 
recbten Winkeln unterscbeiden, damit die bier gefundene Be- 
ziebung zwiscben beiden mit GL (120) vertraglicb bleibe. 
Fiir die Winkelgescbwindigkeit w der Pracession erbalt man 
nacb den auf GL (118) folgenden Bemerkungen 

0 0u 


w 


(121a) 


und dies ist wegen des Faktors it im bTenner ein sebr kleiner 
Wertb. Wir baben bier den Pall der „langsamen^^ regularen 
Pracession. 

Dagegen ist sebr viel grosser als und sin wird 
nacb GL (119) ein sebr kleiner Wertb, d. b. die Rotationsaxe 
stebt nabezu lotbrecbt und sie umkreist die lotbrecbte Ricb- 
tung mit grosser Winkelgescbwindigkeit („scbnelle Pracession^^); 
aucb die Kreiselaxe, die um einen beliebigen Winkel von der 
lotbrecbten Ricbtung abweicben kann, rotirt mit derselben 
grossen Winkelgescbwindigkeit um die Auflagervertikale. 

Wir baben biermit wenigstens einen ganz speciellen Fall 
der Kreiselbewegung etwas naber untersucbt. Er stellt zu- 
nacbst eine moglicbe Kreiselbewegung . dar, die aucb sofort zur 
wirklicben wird, wenu die Anfangsbedingungen entsprecbend 
gewablt werden, d. b. der Kreisel setzt die bier besprocbene 
Bewegung stetig fort, wenn er nur einmal in ibr begriffen war. 
Dieser besondere Fall der Kreiselbewegung ist aber, wie sicb 
bald zeigen wird, viel weniger wicbtig als ein anderer, zu dem 
wir jetzt ubergeben wollen. 
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§ 24. Die pseudoregulare Pr’aeession. 

Wir woUen das Problem jetzt nocb you einer andereu 
Seite her in Angriff nebmen. Dabei seben wir you der regu- 
laren Pracession ganz ab^ nebmen Yielmebr den Anfangsznstand 
sonst ganz willkiirlicb gegeben an^ setzen aber Yoraus, dass 
der Kreisel anfanglicb sebr scbnell um eine Axe rotirtO; die 
Yon der Fignrenaxe nar wenig abwicb. Diese Annabmen sind 
nm so nnbedenklicber, als sie bei den gewobnlicb beobacbteten 
Ereiselbewegungen in der That erfullt sind. Was unter dem 
;,sebr scbnelk^ zu Yersteben ist, wird sicb bald zeigen; unter 
der geringen Abweicbung zwiscben Kreiselaxe und anfanglicber 
Eotationsaxe moge man sicb etwa einen Winkel Yon 1® oder 
darunter Yorstellen. 

I 

Die Scbwerkraft denken wir uns Yorlanfig ganz beseitigt. 
Da beim Kugelireisel jede Axe eine freie Axe ist, rotirt er 
um die anfanglicbe Rotationsaxe so lange unYerandert weiter, 
als keine ‘aussere Kraft einwirkt. Wir denken uns jetzt diesem 
Kreisel einen kleinen Stoss ertbeilt und zwar moge eine con- 
stante Kraft ^ deren Ricbtungslinie die Fignrenaxe scbneidet; 
eine gewisse kleine Zeit t bindurcb auf den Kreisel einwirken. 
Diese Zeit t soil zwar klein sein^ wegen der grossen Winkel- 
gescbwindigkeit konnen wir sie uns aber docb so gross 
Yorstellen, dass der Kreisel wabrend dessen mebrere Um- 
drebungen ausfiibrt. Da die Fignrenaxe um Uq rotirt, Yer- 
scbiebt sicb zwar der Angriffspunkt der Kraft etwas im Raume 
und das statiscbe Moment ® der Kraft ist daber wabrend der 
Zeit t nicbt genau constant. Die Abweicbung ist aber gering 
und wir konnen daber fur den Hebelarm der Kraft die mittlere 
Ricbtung wabrend eines XJmlaufs in Anrecbnung bringen,. die 
mit der Ricbtung you it zusammenfallt. Das statiscbe Moment 
® nebmen wir daber s.enkrecbt zu u gericbtet und constant 
wabrend der Zeit ^ an. 

An Stelle Yon Gl. (110) baben wir bier 
dtt ^ 
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imd diese Grleichung lasst sich wegen der Constanz von t so- 
fort integriren. Wir erhalten 

= @ltQ-j- (122) 

Die ganze BetracMung wiirde freilicli liiiifallig werden, 
wenn sich der Werth von tt nach Ablauf der Zeit t merHich 
von dem Anfangswerthe Uq nnterschiede. Wir wollen jetzt 
sehen, wie gross wir nns (oder wie klein wir nns K) zii 
diesem Zwecke vorstellen miissen^ Unter t moge etwa die Zeit 
verstanden werden, wahrend deren der Kreisel zehn Umdrehnngen 
ansfiilirte. Femer sei K gleich Qs gewablt^ also gleich dem 
statischen Momente, das das Gewicht Q im gtinstigsten Falle 
(wenn g horizontal ware) aiisiihen konnte. Wir wollen dann 
verlangen, dass sich wahrend dieser Zeit die Richtungslinie 
von u hochstens nm so viel geandert hat, dass der davon be- 
schriebene Bogen des Radius ausmacht. Der Absolut- 

werth von u kann dann gleich dem von Uq genommen werden, 
denn das sich zu ©Uq geometrisch summirt, steht senkrecht 
zu Uq, bringt also neben der kleinen. Richtungsanderung nur 
eine von der zweiten Ordnung kleine Grossenanderung zu 
Stande. Wir verlangen also, dass Qst hochstens ein Tausendstel 
von @Uq ausmacht. Da nun t zu zehn Umlaufen gehoren sollte, 
also gleich 

20 7 t 
% 

gesetzt werden muss, erhalten wir die Ungleichung 

@Mo>1000 Qs'^ 

und hiernach muss ,_L 

. -| /200007t Qs 

%>Y — 0 -— 

sein. Anstatt mit s und 0 zu rechnen, konnen wir ein- 
facher auf Grund von Gl. (76) die reducirte Pendellange I ein- 
fiihren, die dem Kreisel zukame, wenn er als Pendel vom Auf- 
lagerpunkte herabhinge und einfache Pendelschwingungen aus- 
fiihrte. Die Bedingung fiir Uq lautet dann 
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Wir wollen an einem ZaUenbeispiele sehen^ was filr ein 
Werth dies ist. Hierzn setzen wir Z = 3^4 cm und erhalten 
Uq > 4315 sec“~^ 

)der; wenn man auf Umdreliungen in der Secunde nmreclinet^ muss 
ier Kreisel in der Secunde ungefahr 700 Umdrehungen machen. 

Das ist freilicii eine enorme Geschwindigkeit, die praktisch 
lockstens einmal gelegentlich bei einer LavaTscben Dampf- 
mrbine erreicbt wird. Wir haben aber aucb alle Annabmen 
30 getroffen, dass Wq besonders gross werden musste. Mmmt 
[nan dagegen z. an, 1) dass I — 31,4 cm wird, 2) dass es 
geniigt, wenn sicb nur wabrend eines XJmlaufs der Figurenaxe 
am die TJmdrebungsaxe diese nocb nicbt merklicb verscboben 
babe, 3) dass unter einer „unmerklicben^^ Ricbtungsabweicbnng^ 
eine solcbe verstanden werden soil, die in Bogenmaass aus- 
gedriickt bocbstens gleicb ist, 3) dass aucb .das statiscbe 

Moment K nur — von Qs betragt, so braucbt die Umdrebungs^ 
gescbwindigkeit Uq nur nocb mindestens sieben Umdrebungen 
in der Secunde zu betragen, um die Zulassigkeit der Betracb- 
tungen, die zu Gl. (122) fiibrten, unter gewobnlicben TJmstanden 
binreicbend zu sicbern. 

Im Uebrigen braucben wir uns aber aucb durcb den unter 
den strengeren Anforderungen ermittelten Wertb yon Uq nicbt. 
storen zu lassen. Scbon aus der Erfabrung ist ja binreicbend 
bekannt, dass die Eigentbiimlicbkeiten der Kreiselbewegung,. 
fiir die wir eine Erklarung sucben, um so starker oder um so 
reiner bervortreten, je scbneller der Kreisel rotirt. Es ist daber 
ganz in der Ordnung, wenn wir bei der TJntersucbung der 
Kreiselbewegung von der Annabme einer ganz besonders grossen 
Winkelgescbwindigkeit ausgeben; wir bekommen dann die ein- 
facbsten Erscbeinungen, die wir erwarten konnen und mussen 
nur bei der Anwendung auf einen bestimmten Fall im Auge 
bebalten, dass sicb Abweicbungen davon um so mebr geltend 
macben werden, je kleiner die Winkelgescbwindigkeit tbatsacb-* 
Licb ist. Aber aucb selbst wenn die Winkelgescbwindigkeit 
scbon verbaltnissmassig klein geworden ist, wird der Vergleicb 
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mit den bei grossen Gescbwindigkeiten zu erwartenden Gresetz- 
massigkeiten Yon Nutzen sein. Wenn die Erscbeiniing dann 
aucb niu* nock in grossen Ziigen mit jener beim scbnell 
bewegten Ereisel iibereinstimmt^ so worden wir dock ein besseres 
yerstandniss der Bewegung durck jenen Yergleick Yorbereiten 
Wenn die Zeit t, wakrend der das Moment ^ wirkte^ ab- 
gelaufen ist^ bewegt sick der Kreisel uni die zuletzt erlangte 
Umdrekungsaxe stetig weiter^ da diese (beim Kugelkreisel' 
jedenfalls eine freie Axe ist. Der ganze Erfolg des Stosses 
bestand demnack darin, die Rotationsaxe u gegen den fester 
Raum um einen Winkel tp zu dreken^ der 

Kt 

ist. Gegen den Kreisel selbst (oder relativ zur Figurenaxe) 
erfakrt tibrigens die Momentanaxe u ebenfalls eine gewisse Yer- 
sekiebung, wie sckon aus den xiber diese RelativYersckiebung im 
Yorigen Paragrapken angestellten Betracktungen kervorgekt 
Auf S. 195 komme ick darauf nocb ausfukrlicker zuriick. 

Ware der Kreisel in Ruke gewesen, als er den Stoss Sj 
empfing; so katte er durck ikn eine Winkelgesckwindigkeit 



erlangt^ die parallel zu ^ ist. Daker drekte sick in diesem Palle 
der ganze Kreisel um eine Axe^ die mit ^ parallel ginge und 
Y^akrend der Zeit t um einen Winkel der 

, 1 

ware, Der Winkel tp wird gewoknlick sckon grosser sein^ als 
der Winkel g), da wir t gross genug annakmen, um wakrend 
dessen einige Umdrekungen zuzulassen^ so dass also ^6^ eir 
Mekrfackes Yon 2% ist. Der Hauptuntersckied bestekt abei 
darin, dass der Winkel ip nack Aufkoren des Stosses immei 
weiter wackst^ wakrend (p nickt mekr wackst. Im einen Falk 
wird also (ganz in Debereinstimmung mit den Beobacktungen 
durck den Stoss nur eine geringe Ablenkung der Kreisel- 
lage bewirkt^ die nackker wieder einem benackbarten statio- 
naren Zustande Platz mackt^ wakrend im anderen Palle dei 



§ 24. Die iDseudoregulare Pracession. 


193 


geringste Stoss schorL dazu gentigt, den Kreisel von seiner ur- 
.spriingliclien Lage immer weiter zn entfernen. 

Ganz besonders ist aber ancb. noch. anf den Unterschied 
■zwischen den Ricbtnngen zu ackten^ nach denen der Kreisel 
Tin ter dem Einflusse eines Stosses ausweicbt. Wenn er anf- 
Techt rotirt nnd die borizontale Kraft 
ip wirkt anf ibn ein, wie in Abb. 27, 

•so stebt das Moment ^ von ^ senk- 
recbt zu u nnd ^ nnd Uq gebt dnrcb 

~ in xt Tiber, also so, dass die Dreb- 

axe nicbt in der Ricbtnng von ip, 
sondern senkrecbt dazu ausweicbt. Dies 
gilt allerdings znnacbst nnr von der 
Drebaxe nnd nicbt von der Fignren- 
axe. Ancb gegen die Fignrenaxe ver- 
scbiebt sicb xt nm gleicb viel. Wenn 
also vorher die Fignrenaxe nnd die Drebaxe znsammenfielen, 
so trifift dies nacb dem Stosse nicbt mebr zn; die Fignrenaxe 
bescbreibt vielmehr nacbher einen Kegel nm die Drebaxe xt. 
Die mittlere Ricbtnng der Fignrenaxe fallt dabei indessen 
immer nocb mit der Axe xt, die sie nmkreist, znsammen. 

Rotirte der Kreisel dagegen zn Anfang nicbt, so bewegt 
or sicb einfacb im Sinne der Kraft Die Axe xt, die bierbei 
entstebt, stebt zwar ancb senkrecbt zn daranf acbtet man 
aber bei dieser langsamen Bewegnng nicbt weiter; man bait 
sicb nnr an den bandgreiflicben Umstand, dass sicb die Pignren- 
axe im Sinne der Kraft Sp bewegt. Von der Fignrenaxe gilt 
d.ies im ersten Angenblicke iibrigens ancb beim rotirenden 
Kreisel. Ancb bier weicbt sie nnmittelbar nacb dem Stosse in 
Ricbtnng der Kraft ^ ans. Sie entfernt sicb aber dabei von 
der TJmdrebnngsaxe xt, die sie nacb dem Stosse nmkreist. 
.Wegen des TImkreisens, das nacbber eintritt,* gelangt die Ans- 
weicbnng im ersten Angenblicke nacb der Ricbtnng von ^ 
bin kanm znr Beobacbtnng (namentlicb bei sebr scbneller 
Rotation) nnd im Ganzen wird die mittlere Ricbtnng nacb 

]?5-ppl, Dynamik. 2. Aufl. 13. 
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derselben Seite wie u, also senkrecht zu SP verschoben. Mib I 
dieser Betracbtung bat jene Eigenscbaft des rotirenden KreiselS; | 
die wobl als die merkwiirdigste zu bezeicbnen ist, dass er sich 
namlicb im Mittel genommen senkrecbt zur Richtung der an i 
ibm angreifenden Kraft ^ „bewegb^, wabrend der rubende ; 
Kreisel sicb in der Ricbtung von bewegt^ ibre Erkrarung" 
gefnnden. Es zeigte sicb^ um es nocb einmal mit anderen 
Worten zu wiederbolen^ dass der scbeinbare Widersprucli 
zwiscben beiden Fallen nur dadnrcb bervorgebracbt wird^ dass 
man den scbnell rotirenden Kreisel, so wie er sicb dem Auge 
darstellt, unwiUkiirlicb als einen ungefabr rubenden Korper an- 
siebt und von der „Bewegung^^ dieses rubend gedacbten Korpers 
spricbt, obne zu bedenken, dass jede Bewegung zu der schon 
vorbandenen binzutritt und sicb mit dieser zusammensetzt. 

Dass das Ergebniss dieser Zusammensetzung eine ganz von der 
obne Anfangsbewegung zu Stande kommenden Verscbiebung 
des Korperumrisses verscbiedene sein kann, ist leicbt einzuseben. 

Bisber nabm icb iminer an, dass auf die Scbwerkraft nicbt 
geacbtet zu werden braucbte. Von jetzt ab wollen wir diese 
mit beranzieben. Zunacbst sei angenommen, dass die 
Umdrebungsaxe des Kreisels anfanglicb genau senk¬ 
recbt stand, die Figurenaxe (oder „KreiseIaxe^^) da- 
gegen nicbt genau mit der Umdrebungsricbtung zu- 
sammenfieL Das statiscbe Moment des Grewicbts ist dann 
im Mittel gleicb Kull, denn der Scbwerpunkt umkreist die 
Lotbrecbte. Kacb langerer Zeit kann sicb daber aucb ii naeb 
Gl. (12) nicbt geandert baben. Die Bewegung wird also obne 
Unterlass in derselben Weise fortgeben. Freilicb ist wobl zu 
beacbten, dass ^ nicbt wirklicb in jedem Augenblicke, sondern 
nur im Durebscbnitte gleicb Null ist. Infolge dessen wird 
aucb u Ricbtungsanderungen von sebr geringem Betrage er- 
leiden, die sicb nur nacb Ablauf eines Umlaufes, also scbon 
in sebr km’zer Zeit vollstandig wieder ausgeglicben baben. 

Aucb die Figurenaxe bescbreibt nicbt genau einen Kreiskegel, 
sondern es kommen geringe scbnell aufeinanderfolgende und 
sicb gegenseitig tilgende Abweicbungen davon vox, die sicb 
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iber dem Beobaehter wegen ihrer Kleinheit tuid kurzeu Dauer 
katim bemerklich macken komien. Uebrigens karin der 
Winkel zwiscben Figurenaxe und Umdrebungsaxe im vor- 
.iegendea Falle aucb scbon recbt gross sein, obne dass sick 
m der Zulassigkeit dieser Sckliisse etwas anderte. 1st er klein, 
dann kat der Besckauer den Eindruck, als wenn der Ereisel 
sick gar nickt mekr bewegte, sondern im sckeinbar labilen 
Grleickgewickte auf dem Anflagerpunkte balancirte. 

Ferner sei jetzt voransgesetzt, dass die Um- 
dreknngsaxe Uq des Kreisels anfanglick einen be- 
Liebigen Winkel /3 mit der Vertikalen bildete, wah- 
rend Figurenaxe und Umdrebungsaxe anfanglick nake 
zusammenfielen. Wenn wir dann den Kreisel der Wirkuncr 

o 

geines Grewiclits xiberlassen, befindet er sicb wabrend der 
aacbsten paar TJmlaufe unter denselben Bedingungen^ wie der 
rorlier betrachtete Kreisel, auf den eiu Stoss ausgeiibt 
wurde. Wir kormen daber das, was wir dort fanden, auf den 
jetzt vorliegenden Fall iibertragen. Zunacbst ist daran zu er- 
mnern, dass sicb u innerbalb der kleinen Zeit t der Ricbtung, 
aber nicbt der Grrdsse nacli andert und dass diese Ricbtungs- 
anderung aus Gl. (122) entnommen werden kann. Da D jeder- 
zeit lotbrecht, ® daber jederzeit borizontal gericbtet ist, muss 
U nacb Gl. (122) dieselbe Yertikalprojektion bebalten wie Uq 
and da aucb n und Hq selbst von gleicber Grosse sind, folgt, 
dass sie gleicbe Winkel mit der lotb/echten Ricbtung bilden. 
In der kleinen Zeit t bat daber Uq gegen den festen Raum nur 
eine Drebung urn die lotbrecbte Axe in die Lage u bescbrieben. 
Wenn das Gewicbt von nun ab zu wirken aufborte, wtirde sicb 
der Kugelkreisel unverandert urn u weiter dreben. 

Wir miissen uns nocb fragen, wie sicb innerbalb der ersten 
Zeit t die Drebaxe relativ znr Kreiselaxe verscbiebt. Betracbten 
wir ein kleines Zeitelement dt, innerbalb dessen aucb nur^ eine 
kleine Drebung udt erfolgt, so ist nacb einer scbon mebrfacb 
benutzten Ueberlegung die wabrend eintretende relative Ver- 
scbiebung der Drebaxe gegen die Kreiselaxe gleicb der ab- 
soluten Verscbiebung von u im Raume. Der Winkelabstand 

13* 
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zwischen Dreliaxe und Kreiselaxe wird sieh clahc^r iniierhalb dt 
vergrossern.; wenn ein auf der Einheitskugcd von d«*r Kreisel- 
axe zur Drehaxe gezogener Bogen grade in die liichtung von | 
^ fallt. Die Kreiselaxe rotirt aber sehr selincdl uiu die Drei- | 
axe -and nimmt innerlialb der ganzen Zeit t ulle rniigliehenj niit | 
der vorbandenen Winkelabweicluiiig vertriiglicdien, Hbdluiigen i 
zu ibr nacb einander ein. Daraun folgt, (Ihbh nieh fiir eine j 
Anzabl von XJmlaufen^ die in die Zeit t fulhni, die kleinen 
Scbwanlmngen des Winkels zwischen beiden Axen gegeii ein¬ 
ander ausgleicben, Nacb Ablauf der Zeit f bleil)t dahei-nur die 
Drebung von ii gegen den festen Itauin iihrig, wilhreinl rektiv | 
zur Kreiselaxe keine bleibende Verscbi(‘l)ung zu Siande ktanmt. 

Aus dieser Betracbtung nierke man Bi(‘.h nls be^Horidern 
beacbtenswertb^ dass ein scbnell urn eine Axt‘, die !mhe mit 
der Figurenaxe zusammenfallt, rotirend(T Krtu'scd dureh einen 
Stoss nnr dann eine merkliche bleibendt^ Versehielning der 
Drebaxe gegen die Figurenaxe erfabron kann^ wenn nieh der 
Stoss innerbalb einer so kurzen Zeit abspicdt, diwH sieli tier 
Kreisel inzwiscben nur um einen Bruchtbeil eiaew riidmifs 
weiterdreben konnte, Im anderen Fallo verse.hiebt Hi<di die 
Figurenaxe einfacb mit der Drebaxe^ d. h. mit dt*r hielituijg 
von ®. 

Nacbdem wir uns iiber das Verbal ten des KndselH willirend 
der kleinen Zeit t Recbenschaft gegeben haben, Ideibt lair 
xibrig, den Stoss in*"der neuen Lago iinnnn* von Niuienj zu 
•wiederboleiij um die Bewegung wahrend einer gr(ksKen*n Zeit 
zu linden. Dabei ist nur zu beacbten^ dans sich jtHlesnni! die 
mittlere Ricbtung der Kreiselaxe entsprechend der neuen liUge 
von u etwas geandert bat. Jederzeit muBs daher rerht- 
winklig zu dem jeweiligen u gericbtet angenomimm werden. 
Dadurcb kommt im Ganzen eine stetige Drcdiung von u um 
die lotbrecbte Ricbtung beraus und die Kreiselaxe H(dl)st folgt 
im Wesentlicben dieser Drebung von u, wobei nur noeh liiu- 
zukommt^ dass sie zugleicb u selbst uinkreist. Die Bewegung 
der Kreiselaxe kann daher als eine epicycloidisehe bezeiehnet 
warden. 
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Wegen der — yon kleinen Sckwankungen abgesehen —- 
regelmassigen TJmkreisung yon u nm die lothrechte Richtung 
ahnelt dem ansseren Anblicke nach die Bewegung der regularen 
Pracession. Sie ist aber nicbt mit ibr identisch^ wie scbon 
darans bervorgeht^ dass die Kreiselaxe bei dieser ebenfalls eine 
Kieiskegelflache um die lotbrecLte Ricbtung beschreibt^ wabrend- 
wir erkannt baben^ dass sie in nnserem Falle eine epicycloi- 
discbe Bewegung ausfilbrt. Wegen der erwabnten Aebnlicb- 
keit mit der regularen Pracession bat Herr P. Klein die jetzt 
betracbtete Bewegung des Kreisels als die pseudoregulare- 
Pracession bezeicbnet. Sie darf aber mit der regularen keines- 
wegs yerwecbselt werden und namentlicb durfen die Recbnungen 
des yorigen Paragrapben, die sicb auf die regulare Pracession 
bezogen^ im Allgemeinen auf die pseudoregulare nicbt an- 
gewendet werden. Nur die ^^langsame^^ regulare Pracession 
scbliesst sicb der pseudoregularen in solcber Art an, dass sie 
als ein Sonderfall yon ibr betracbtet werden kann. Daber 


stimmt aucb die in Gl. (121a) ftir die Pra- 
cessionsgeschwindigkeit der „langsamen^^ 
Pracession aufgestellte Pormel mit der fur 
die pseudoregulare Pracession tiberein. 

Die Umlaufszeit T bei der pseudo¬ 
regularen Pracession kann leicbt berecbnet 
werden. Der Winkel, den u mit der lotb- 
recbten Ricbtung bildet, sei wieder mit 
/3 bezeicbnet. Dann ist 
K= Qs sin 


i 



Abl). 28. 


Der Endpunkt yon u bescbreibt in T einen Kreis yom Halb- 


messer u sin (ygl. Abb. 28, in der die Pigur des Kreisels 


selbst weggelassen ist). Wabrend t wird der Kreisbogen 


durcblaufen. Daraus folgt fiir den zugeborigen Centriwinkel % 

Kt _ Qst 

^ sin 0u 


und fur die Pracessionsgescbwindigkeit w 



Qs 

0u 
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in Uebereinstimmung mit Grl. (121a). Da der Kreis mit con- 
stanter Wintelgescliwindigkeit durchlaufen wird^ ist 

m jL __ ® 

Die Pracession erfolgt demnacli um so langsamer, je grosser 
die Winkelgescliwmdigkeit u ist und die Gesckwindigkeit der 
Pracession ist zngleicli nnabkangig yon der Neigung ^ des 
mittleren Ortes der Kreiselaxe (wakrend einer Kreiseldrehung) 
gegen die Lothrechte. Diese Folgerungen stehen mit den ans 
dem Experiment oder auch sckon yon dem Spielkreisel lier 
bekannten Erfakrungen in kester Uebereinstimmung. 

Piikrt man auck kier die reducirte Pendellange I des 
Kreisels ein, so yereinfackt sick GL (123) zii 

T=27Cj- (124) 

Man kann also z. B. mit Hiilfe dieser Gleickung aus der lang- 
sam erfolgenden Pracessionsbewegung, deren Umlaufszeit T 
sick bei Beobacktung einer Kreiselbewegung leickt kinreickend 
genau feststellen lasst, okne Weiteres sckliessen, wie gross die 
Winkelgesckwindigkeit u der Drekung ist. 



§ 25. Die Verwendung der Kreiseltheorie in der Praxis. 

IJebersiclit iiber verwandte Bewegungen. 

Wer sick mit den Lekren der Meckanik yertraut macken 
willy darf das Interesse, das er einem Probleme entgegenbringty 
nickt aussckliesslick yon dem unmittelbaren N^utzen abkangig 
macken y der sick daraus fiir die Anwendungen in der teck- 
niscken Praxis ergiebi Er muss yon selbst das Bediirfniss 
empfindeUy liber einenBewegungsyorgang yon so ausgesprockener 
Eigenart wie die Kreiselbewegung, ein klares Urtkeil zu ge- 
winnen, auck dann, wenn sick die Moglickkeit einer unmittel¬ 
baren praktiscken Anwendung der yorgetragenen Tkeorie nickt 
yorausseken lasst. Nur kierdurck kann die Fakigkeit zur 
sckatzungsweisen Beurtkeilung yerwickelter Bewegungsyorgange 
gewoimen werden, wie sie in der Praxis sckon keute gelegent- 
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lich vorkommen uud bei dem Streben des beutigen Mascbinen- 
baues nacb Einfubrung immer boberer TJm.laufsgescbwmdig- 
keiten bei vielen Mascbinengattungen in Znkunft voraussicbtlicb 
noch baufiger vorkommen werden. 

Man mnss also bereit sein, zum mindesten scbatznngsweise 
die voransgebenden Lebren ancb anf andere Falle zu nber- 
tragen. Dass man sicb bei einer solcben Scbatzung gelegent- 
licb aucb einmal irren kann, ist freilicb kaum zu vermeiden; 
die Gefahr ist aber um so geringer, je genauer man sicb mit 
dem als Ausgangspunkt gewablten einfacberen Falle vertraut 
gemacbt bat. Als nacbster Gegenstand eines solcben Ab- 
scbfeungsversucbs moge das Problem des bios symmetriscben 
Kreisels gewablt werden^ der kein Kugelkreisel mebr ist. Dieser 
Fall kann freilicb aucb streng bebandelt werden^ wenn man die 
Miibe nicbt scbeuen will. Aus scbon mebrfacb erwabnten 
Griinden tbue icb dies aber bier nicbt; icb betracbte vielmebr 
umgekebrt das Problem des bios symmetriscben Ereisels als 
ein ganz willkommenes Beispiel fur die Moglicbkeit der er¬ 
wabnten Abscbatzungen. 

In erster Linie wird man sicb beim symmetriscben Kreisel 
fur die pseudoregulare Pracession interessiren. Gegentiber dem 
Xugelkreisel tritt bier der erscbwerende Umstand ein^ dass die 
Ricbtung der Rotationsaxe tt und die Ricbtung des Dralls © 
nicbt mebr zusammenfallen. Wenn die augenblicklicbe Ricb- 
fung von SB gegeben ist; findet man; wie wir aus den friiberen 
Untersucbungen wissen; die Ricbtung von tt; indem man eine 
senkrecbt zu SB stebende Tangentialebene an das Tragbeits- 
ellipsoid legt und nacb dem Beriibrungspunkte vom festen 
Punkte aus einen Strabl ziebt. Bedingung fur das Zustande- 
kommen der pseadoregularen Pracession war aber scbon friiber; 
dass tt nicbt viel von* der Figurenaxe abwicb; an dieser Be¬ 
dingung 'mtissen wir daber jedenfalls aucb bier festbalten. Die 
Figurenaxe ist aber eine Haupttragbeitsaxe und so lange it 
nicbt viel von dieser abweicbt; kann aucb SB von beiden nur 
wenig abweicben. Ausserdem liegen tt und die Figurenaxe 
in einer Ebene. Wenn keine aussere Kraft wirktC; ware die 
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Kichtung Yon ® fest und u und die Figurenaxe nmkreisten 
Diese Umkreisimg findet auck nock statt^ wenn wir^ wie im 
Yorigen Paragrapken^ wakrend einer kleinen Zeit t eine aiissere. 
Kraft einwirken lassen^ die 35 nickt merklick zu aiidern ver- 
mag, in der aker dock eine oder mekrere Umdreknngen statt- 
■finden. Wir entnekmen darans, dass wir die friikeren Betracli- 
tungen auck anf den Yorliegenden Fall anwenden konnen^ 
wenn wir nur 33 an die Stelle Yon u treten lassen. Jetzt ist 
es der Yektor S; der sick — Yon geringfiigigen Sckwanknngen 
abgeseken — nm die lotkreckte Kicktiing langsam dreht und 
der die Ricktungen der Figurenaxe und der Umdrekungsaxe 
in seine Nake fesselt und sie dadurck mit kerumfukrt. Da 
ausserdem sekr nakezu B — uS gesetzt werden kann, dasst 
sick demnack die Formel (123) fiir die Dauer eines Umlaufs 
auck auf diesen Fall tibertragen. Unter 0 ist aber jetzt das 
Tragkeitsmoment fiir die Figurenaxe zu Yersteken und Gl. (124) 
kann daker nickt mit tibernommen werden. 

Erkeblick einfacker als die Kreiseltkeorie selbst ist ubrigens 
eine mit dieser Yerwandte Betracktung^ die sick auf die Drekung 
eines Sckwungrings aus seiner Ebene keraus beziekt und die 
an dieser Stelle Erwaknung finden moge. Der Ring sitze anf 
einer scknell rotirenden Welle und das Gestell, in dem die 
Welle gelagert ist^ moge Yergleicksweise langsam irgend eine 
Yorgesckriebene Bewegung ausfdkren. Man denke etwa an einen 
solcken Sckwungrings der auf einer LokomotiYe angebrackt sein 
mag. Wenn die LokomotiYe eine CurYe durckfakrt, wird die 
Ebene des Sckwungrings langsam gedrekt. Die daneben statt- 
findende Translation ist kierbei gleickgiiltig und der Einfack- 
keit kalber woUen wir desskalb ganz Yon ihr abseken. 

In Abb. 29 ist der Sckwungring in seiner Anfangslage 
durck ausgezogene Stricke angegeben. Die korizontale Welle^ 
auf der er sitzt, moge durck eine Bewegung des Fakrzeugs 
genotkigt werden ^ in einer gewissen Zeit t in die durck 
punktirte Linien angegebene neue Lage einzuriicken. Nattirlick 
rniisseUs urn diese Bewegung zu erzwingeUs Fr a,ftp, you dem 
Fakrzeuge auf die Welle und durck deren Yermittlung anf 
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das Schwungrad ubertragen werden. Unter Umstanden konneiL. 
diese sebr gross werden^ so dass sie bei iingenugender Festig- 
keit zu einer Zerstorung der Welle oder zu einem Heraus- 
scblendern der Welle aus den Lagern zn fiibren vermocbten; 
jedenfalls wird man sicb 
daber Recbenschaft dar- 
iiber zn geben baben^ von 
welcber Art diese Krafte 
sind und wie gross sie sind. 

Von dem Scbwnng- 
rade nebme icb an^ dass 
es rich tig ausgeglicben 
und genau auf die Welle 
aufgekeilt sei, so dass bei 
stillstebendem Fabrzeuge 
nur eine Bewegnng um 
eine freie Axe in Frage kommt. Die Lager der Welle baben 
dann nnr das Gewicbt und etwaige sonstige Belastungen auf- 
zunebmen, genau so, als wenn der Scbwungring ebenfalls in 
Rube ware. Diese Auflagerkrafte werden aucb spater nocb 
neben den anderen, die wir sucben, weiter besteben; sie sind 
aber verbaltnissmassig gering und es soli dessbalb weiterbin 
nicbt ausdriicklicb von ibnen die Rede sein, vielmebr soil das 
Scbwungrad so bebandelt werden, als wenn es gewicbtslos 
(aber nicbt masselos) ware. 

TJm die angegebene Drebung um die lotbrecbte Axe aus- 
zufubren, wird man naturlicb zunacbst einmal ein Kraftepaar 
anbringen mtissen, das diese Drebung aucb bei dem rubenden 
Scbwungringe zu Stande bracbte. Yorber war namlicb die 
Winkelgescbwindigkeit u des ScbwungTings borizontal; um 
diesen in die neue Lage uberzufiibren, mtissen wir ibn aber 
um die lotbrecbte Axe dreben, ibm also eine vertikale Winkel¬ 
gescbwindigkeit ertbeilen. Dies kann etwa durch das in 
Abb. 29 mit bezeicbnete Kraftepaar gescbeben. Wenn 

der Scbwungring wabrend der Drebung des Fabrzeuges nicbt* 
rotirte, ware von den Lagern nur einfach dieses Kraftepaar 








202 Zweiter Abschnitt. Dynamik des starren Korpers etc. 


aiif die Welle zn libertragen. Sobald aber der Scbwungring 
scbnell umlauft, tritt dazu em anderes von weit grosserem 
Betrage. Der Winkelgescbwindigkeit u entspricbt namlicb ein 
Drall 33 




nnd um diesen nm einen Winkel cp zu dreben^ muss nach dem 
Flacbensatze ein Drebimpuls aufgewendet werden^ der nach 
den friiher gegebenen Anleitungen leicht zu 

Kt — (pu& 

berechnet werden kann. Wenn man also die Winkelgeschwin- 
digkeitj mit der das Wenden des Fahrzeuges erfolgt^ mit w 
bezeichnet, erhalt man 

(125) 

und bei grossem u und 0 kann dies selbst fur kleine Werthe 
von w schon sehr betrachtlich werden. Die Richtung des 
jetzt der Grrosse nach berechneten Moments ^ folgt ebenfalls 
daraus^ dass 8 durch geometrische Summirung von in den 
neuen Werth iibergeht. In die Abbildung ist der Pfeil von 
-S' eingetragen. Dieses Moment S kann von den Lagern nur 
in Form eines Kraftepaars iibertragen werden, so dass jedes 
der beiden Lager eine Kraft des Paares ubertriigt. Auch diese 
mit P 1 P 2 bezeichneten Auflagerkrafte sind in Abb, 29 ein¬ 
getragen worden; die Pfeile ergeben sich aus den fruheren 
Festsetzungen liber den Zusammenhang des Drehsinnes eines 
Kraftepaares mit dem Pfeile des dazu gehorigen Momenten- 
vektors. Dass die beiden Auflagerkrafte PiP^ wirklich von 
gleicher Grosse sein miissen, folgt librigens einfach daraus, 
dass sich der Schwerpunkt des ganzen Systems nicht in verti* 
kaler Richtung verschiebt. Wenn man die Lange der Welle 
mit I bezeichnet, hat man fiir jede dieser Krafte 

p _p _ uQw 

— -. 

Wir sprachen bisher von den Kraften, die vom Grestelle 
auf die Welle und den Scbwungring ubertragen werden. Am 
Fabrzeuge selbst bommen die Reaktionen dieser Krafte in Be- 
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traclit; wenn wir die Beanspruchung des Fakrzeugs durch diese 
Auflagerkrafte untersuchen wollen^ mussen wir daker die Pfeile 
ninkeliren. TVir seken daraus^ dass das Pakrzeug am linken 
Lager der Welle (in der Abbildung) geboben^ am anderen 
niedergedriickt wird. TJnter Umstanden kann es dadurcb voll- 
standig nmgeworfen werden. 

Natiirlick kann man von dieser Betracktung auck unmittel- 
bar Grebrauck macken, um die Abanderung in der senkreckten 
Componente des Raddrucks zn berecknen, die infolge der TJm- 
drekung der Rader beim Fahren eines Eisenbaknfakrzeugs in 
einer Cnrve zu Stande kommt, denn dass hier zwei Rader auf 
einer Axe sitzen^ wakrend bisker nnr von einem Sckwnngringe 
die Rede war, mackt offenbar nickts aus. Man bezeickne den 
Halbmesser des Radnmfangs mit r, die Fakrgesckwindigkeit 
des Eisenbaknzugs mit v, den Krummungskalbmesser des Ge- 
leises mit JR, so wird 

V T V 

II = — und w — -77 
r M 

also 



Unter 0 ist jetzt das Doppelte vom Tragkeitsmomente eines 
einzelnen Rades zu versteken, unter I die Spurweite. Be- 
tracktet man zum Zwecke einer Absckatzung ein Rad nur als 
einfacken Reifen vom Radius r und vom Gewickte Q, so kann 

nakerungsweise (aber sicker etwas zu gross) @ = 2 y ge- 
setzt werden und die vorige Gleickung gekt damit liber in 




glil' 


Wenn v so gross wird, dass der als Faktor von Q auftretende 
Bruck gleick Eins wird, sinkt der Raddruck auf der nack 
innen kin gelegenen Sckiene um das ganze Gewickt eines Rades. 
Eine allein auf dem Geleise dakin rollende, mit zwei auf- 
gekeilten Radem versekene Axe mlisste bei Uebersckreitung 
der angegebenen Gesckwindigkeit entgleisen. 

Setzt man etwa r = 1 m (Lokomotivrader sind zuweilen 
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SO hocli)^ B = 200 m (scliarfe Ctirve^ wie sie aber bei Weiciieii 
u. s. f. vorkommt) und I = 1,435 m (Kormalspur der Haupt- 
eisenbalmeii), so erlialt man fiir die fragliche Gescbwindigkeit 
V = 37,5 m sec—b 

Ein Ead, das ganz besonders scbnell iimlauft, ist das 
Laufrad einer Layal’schen Dampftnrbme. Man dente sicb 
eine solche auf einem Schiffe montirt nnd das Scliiflf moge 
die schaukelnden Bewegungen ansfukren, die bei einem heftigen 
Sturme eintreten konnen. Wenn die Welle der Laval’sclien 
Turbine steif construirt ware, iniisste sie nacb Gl. (125) ein 
sekr erheblicbes Kraftepaar K iibertragen, um das Ead aiis 
seiner Eotationsebene abzulenken, denn bier ist nicht mir 
ungewobnlicli gross, sondern aucb die Winkelgescbwindig- 
keit, mit der das Scbiff seine pendelnde Bewegung ausfiilirt, 
ist nicbt allzuklein. Um ein Zablenbeispiel anzufilbren, seize 
man etwa = 2000 sec”^ (entsprecbend etwa 19000 Touren 
in der Minute), tv = 0,2 sec“^, das Gewicbt des Laufrads gleicb 
100 kg und den Tragbeitsradius gleicb 0,2 m. Dann wird 
nacb Gl. (125) 

K = 163 mkg. 

Das Kraftepaar wirkt verbiegend auf die Welle. Die Welle 
ist aber so diinn construirt, dass sie sicb scbon bei kleinen 
Biegungsmomenten ziemlicb stark verbiegt. Dessbalb folgt die 
Eotationsebene des Eades nur zum Tbeile den Scbwingungen 
des ScbiflPskorpers. Wenn die Welle ganz biegsain ware, wiirde 
sicb die Eotationsebene des Eades tiberhaupt nicbt verriicken;^ 
sie wiirde im Eauine feststeben und die durcb die Scbwingungen 
des Scbiffes bervorgerufenen relativen Bewegungen wiirden in 
den" Verbiegungen der Welle allein zum Ausdrucke kommen. 
Aucb tiber die der pseudoregularen Pracession des Kreisels 
verwandten Bewegungserscbeinungen, die das Laufrad zeigt, 
wenn der Scbiffskorper etwa einfacbe Sinusscbwingungen aus- 
fiibrt, yermag man sicb leicbt ungefabre Eecbenscbaft zu 
geben, falls man aus bini’eicbenden Angaben iiber die Starke 
der Welle, den Elasticitatsmodul und die Entfernungen des 
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Rades von den Lagern die elastische Verbiegung der Welle 
fur ein Biegungsmoment K — 1 mkg nacb den Satzen der 
Festigkeitslebre zuvor berecbnet bat. 

Bei dem eben besprocbenen Beispiele konnte die Masse 
des Laufrades als so gering gegeniiber dem scbwingenden 
ScbifiPskorper angeseben werden, dass man auf die Ruck- 
wirkung, die es auf diesen ausiibt^ nicbt zu acbten braucbte. 
Unter anderen Umstanden kann dies aber notbig werden; man 
muss sicb dann erinnern, dass das von dem rotirenden Rade 
auf das Fabrzeug ausgeiibte Eb’aftepaar dieses nicbt im Sinne 
der Hauptdrebung, die es ausfiibrt, sondern um eine recbt- 
winklig dazu stebende Axe zu dreben sucbt. Es wird nicbt 
notbig sein^ dies nocb weiter auszuftibren, da scbon bei dem 
Beispiele des Scbwungrings auf der Lokomotive darauf ein- 
gegangen wurde. 

Ein ferneres Beispiel fiir Betracbtungen dieser Art bildet 
der Bumerang. Auf dessen Bescbreibung selbst will icb bier 
zwar nicbt eingeben^ sondern ibn durcb ein einfacberes Bei¬ 
spiel ersetzen^ bei dem der Bewegungsvorgang im Wesent- 
licben der gleicbe ist. Man denke sicb eine Scbeibe (den 
Diskus der Alten) fortgeworfen, indem man ibr zugleicb eine 
scbnelle Drebung um die auf der Scbeibenebene senkrecbte 
Figurenaxe ertbeilt. Wenn der Wurf durcb den luftleeren 
Raum erfolgte, wiirde der Scbwerpunkt der Scbeibe einfacb 
eine Parabel bescbreiben und die Rotationsaxe^ die eine freie 
Axe ist^ bebielte unverandert ibre Ricbtung im Raume; die 
Scbeibenebene wiirde also stets der Anfangslage parallel bleiben. 
Im lufterfullten Raume kann aber die Bewegung nicbt in 
dieser Weise erfolgen. Der Luftwiderstand wird sebr gross^ 
sobald die Scbeibenebene nicbt mebr parallel zur Bewegungs- 
ricbtung ist. Wie sicb der Luftwiderstand im' vorliegenden 
Falle im Einzelnen vertbeilt^ ist ffeilicb scbwer zu sagen; wir 
woUen es aber, um nicbt in eine Erorterung dartiber eintreten 
zu iniissen, als ausgemacbt anseben, dass er sicb jedenfalls in 
solcber Weise geltend macbt, dass ein merklicbes Heraustreten 
der Scbeibenebene aus der Bewegungsricbtung durcb ibn ver- 
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liiitet wird. Ausserdem wird eine merkliche Aenderung des 
Dralls S3 der sehr scinell rotirenden Scheibe so bald nicbt zu 
erwarten sein. Dann kann sicb. die Scbeibe nabezu nur inaer- 
balb der Ebene bewegen, die durcb die Anfangslage der Scbeibe 
gegeben ist. Der Bewegungsvorgang ist demnacb iingefahr 
derselbe^ als ■wenn die unterbalb an die Scbeibenflacbe angren- 
zende Luft sicb wie eine starre scbiefe Ebene verbielte^ die sicb 
jeder Bewegung recbtwinklig zu ibr widersetzte. An Stelle der 
in einer lotbrecbten Ebene liegenden gewobnlicben Wurfparabel 
muss jetzt der Scbwerpunkt der Scbeibe eine in der urspriing- 
licben Scbeibenebene liegende Babn bescbreiben. Wenn er 
sicb anfanglicb senfaecbt zur Horizontalspur der Scbeiben¬ 
ebene nacb oben bin bewegte^ wird er sicb in dieser scbief 
nacb aufwarts gebenden geraden Linie bis zu einem bocbsten 
Punkte bin bewegen und nacbdem er diesen erreicbt bat^ die- 
selbe Babn in umgekebrter Ricbtung zuriick dnrcblaufen nnd 
so zum Ausgangspunkte zuriickkebren. Wirft man die Scbeibe 
in borizontaler Ricbtung, so wird sie nabezu in gerader bori- 
zontaler Ricbtung weiterfliegen und wenn die vorausgebenden 
Betracbtimgen streng anwendbar waren, miisste sie, alien Pall- 
gesetzen zum Trotze, beliebig weit fortfliegen konnen, obne zu 
sinken. Das ist natiirlicb nicbt genau ricbtig; man wird sicb 
aber erinnem, dass gescbickte Tascbenspieler in ibren Vor- 
stellungen gelegentlicb Spielkarten mit grosser Kunstfertigkeit 
so binausscbleudern, dass sie in der That weite Strecken durcb- 
eilen, obne in gewobnter Weise aus der Wurfricbtung ab- 
gelenkt zu werden und das, was icb vorher auseinandersetzte, 

giebt wenigstens eine ungefabre Er- 
klarung desYorganges, der dem beim 
Werfen des Bumerangs gleicbt. 

Aucb die bekannte seitlicbe Ab- 
lenkung der aus gezogenenGesebutzen 
abgescbossenen Wurfgescbosse ge- 
bort bierber. .Der Luftwiderstand spielt bier nur eine andere 
Rolle. Wir wollen uns dayon summariscb in folgender Weise 
Recbenscbaft geben. In Abb. 30 sei AB ein Tbeil der Babn 
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des Schwerpunktes S- Wenn kein Luftwiderstand wirkte^ kMte 
die Rotationsaxe ihre urspriinglielie Richtung beibekalten und 
die Granate wiirde etwa die in Abb. 30 gezeicknete Stellung 
einnehmen. Der Luftwiderstand, dem sie in dieser Lage be- 
gegnet, sei etwa durcb 396 angegeben. Es komnit dann wesent- 
licb darauf an, wie der Scbwerpunkt S gegen die Ricbtungs- 
linie Yon 395 liegt. Liegt er oberbalb, wie in der Figur, so 
gebort zn 336 ein statiscbes Moment S', das eine Drebung der 
Granate in die Ricbtnng der Flngbabn berbeizufubren sucbt. 
Diese Drebung setzt sicb aber mit jener zusammen, die die 
Granate scbon um ibre Langsaxe ausfdbrte. Der Erfolg wird,. 
wie in den friiberen analogen Fallen, zunacbst darin besteben^ 
dass sicb © und mit ibm tt und die Figurenaxe aus der Ebene 
der Flugbabn etwas berausdreben. Aucb der Sinn dieser Ab- 
lenkung ist leicbt festzustellen. Wenn das Gescbtitz mit Links- 
drall versehen ist, baben wir u Yom Scbwerpunkte aus nacb 
oben bin abzutragen und © ist mit ibm gleicbgericbtet. Das 
Moment von 396 drebt in der Abbildung im Sinne des Ubr- 
zeigers und der Momentenvektor S gebt daber vom Zeicben- 
blatte aus nacb dem Bescbauer bin. Vereinigen wir nun © 
mit S^, so erbalten wir eine Ricbtnng, die nacb Yorn bin 
(d. b. nacb dem Bescbauer bin) etwas geneigt ist. Das Yordere 
Ende der Granate zeigt daber aucb nacb dieser Ricbtnng. 
Sobald das Gescboss im Grundrisse ein wenig scbrag gestellt 
ist, erfabrt es auf der Yorausgebenden Seite einen grosseren 
Luftwiderstand, als auf der ein wenig nacb binten zu gedrebten. 
Es wird dadurcb seitlicb abgelenkt und zwar Yom Gescbiitz 
aus geseben nacb recbts bin (bei Recbtsdrall nacb links bin). 
Gerade die nun im Ginindrisse etwas excentriscbe AngrifPslinie 
des Winddrucks bringt dann ein statiscbes Moment berYor, 
das die Gescbossaxe in die Ricbtnng der Flugbabn drebt. — 
Naturlicb soil diese Betracbtung mur eine ungefabre Vorstellung 
geben; im Einzelnen sind die pendelnden Bewegungen des 
Gescbosses sebr Yerwickelt. Ausserdem ist aucb darauf zu 
acbten, dass die Seitenablenkung nacb der entgegengesetzten 
Seite bin erfolgt, wenn der Scbwerpunkt S in Abb. 30 unter- 
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lialb von SB liegt. Bei den gewohnlicli verwendeten Gesckoss- 
fornaen scbeint dies nbrigens in der Regel der Fall zn sein. 

Eng verwandt mit der Kreiselbewegnng ist ancb die Be- 
•wegung des rollenden Rades^ die in nnserer Zeit des Fabrrad- 
sports von allgemeinerem Interesse ist. Eine brauchbare Theorie 
des zweiraderigen Fairrads ist, soweit mir bekannt ist, bisher 
nickt aufgestellt worden. Jedenfalls wird es ancb, wenn sie 
einmal gegeben sein wird, immer nocb viel leicbter sein, das 
Radfabren prabtiscb zn erlemen, als die Tbeorie dieser Be- 
wegnng zn stndiren. — Hier bescbranke icb micb anf die 
Besprecbnng des einfacbsten Falles der Bewegnng eines ein- 
zelnen Rades nnter dem Einflnsse seines Grewicbtes anf eiaer 
borizontalen Ebene. 

Den Umfang des Radreifs denke icb mir etwas gewdlbt, 
so dass das Rad — abgeseben von der elastiscben Abplattnng, 
die dabei entstebt — den Bo den immer in einem Punkte be- 
riibrt. Der Pnnkt, mit dem es im gegebenen Angenblicke anf 

dem Boden anfsitzt, moge 
als der Anflagerpnnkt be- 
zeicbnet werden. Damit das 
Rad rollt, obne zn gleiten, 
mnss der Anflagerpnnkt in 
angenblicklicber Rnbe sein, 
d. b. die Bewegung des Rades 
ans einer Lage in die folgende 
kann immer nnr in einer 
Drebnng nm eine dnrcb den 
Anflagerpnnkt gezogene Axe 
besteben. Die Ricbtnng dieser Axe kann beliebig sein. In 
Abb. 31, die das Rad in irgend einer seiner Stellnngen an- 
giebt, ist die Ricbtnng der Drebaxe nnd die Grrosse der Winkel- 
gescbwindigkeit dnrcb den Vektor u angegeben. Grescbwindig- 
keiten kann man zerlegen wie Krafte. Man thnt bier am 
besten daran, u nacb drei zn einander rechtwinkligen Ricb- 
tnngen zn zerlegen, die in Abb. 31 dnrcb die Ricbtnngsfaktoren 
i j f kenntlicb gemacbt sind. Die i-Ricbtnng stebt senkrecbt 
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-zum Pnssboden, die |-Riclitiing fallt mit der Horizontalspur 
der Radebene zusammen und die f-Ricb.tung ist scRon durcR 
die beiden Torigen mit bestimmt. 

Die augenblicklicbe Bewegimg des Rades kaim man sich 
stets ans einem Zusammenwirken Ton DreRungen nm die ge- 
nannten HanptricRtungen besteRend denken. Es wird daRer 
niitzRch sein, wenn man zunacRst nnr die DreRungen um jede 
der drei HauptricRtungen fiir sicR betracRtet. ZunacRst moge 
das Rad nur eine DreRung um die i~Axe besitzen. Der Auf- 
Jagerpunkt bleibt dann dauemd an seiner Stelle und das Rad 
kann einfacR als ein Kreisel aufgefasst werden^ der eine Pra- 
cessionsbewegung ausfiiRrt. Das Rad bildet freilich keinen 
Kugelkreisel und nicRt einmal einen ,,symmetriscRen^^ Kreisel 
tmd daRer konnen die in § 23 fur die regulare Pracession ab- 
geleiteten Pormeln Rier nicRt ubemommen werden Man muss 
yielmeRr beacRten, dass die RicRtung von SB recRt erReblich 
von der RicRtung der DreRaxe abweicRen wird. Im anderen 
Falle ware aucR eine dauemde Rotation um die i-Axe iiber- 
Raupt ausgescRlossen, denn wir wissen scRon, dass SB unter 
dem Einflusse des GewicRtes und des iRm zugeRorigen stati- 
scRen Moments eine KegelflacRe bescRreiben muss. In der 
TRat kami aber nun eine regulare Pracession stattfinden, und 
zwar so, dass jedem Neigungswinkel der Radebene gegen den 
Fussboden eine ganz bestimmte Winkelgeschwindigkeit um die 
t-Axe entspricRt, die zu einer regularen Pracession fiiRrt. IcR 
erinnere nur an das bekannte Experiment, bei dem man einen 
TRaler auf einem TiscRe in dieser Weise rotiren lasst. Wenn 
die WinkelgescRwindigkeit abnimmt, neigt sicR der TRaler 
immer meRr. AucR recRneriscR lasst sicR der ZusammenRang 
zwiscRen Keigungswinkel und WinkelgescRwindigkeit um die 
i-Axe leicRt verfolgen; icR seRe aber Rier day on ab. 

DreRungen um die j-Axe sind als Pendelbewegungen auf- 
zufassen; voile PendelscRwingungen konnen Rier freilicR nicRt 
zu Stande kommen, die Bewegung endet vielmeRr mit dem 
DmfaUen des Rades auf den Fussboden. Ueberdies ist aucR 
zu beacRten, dass scRon vor dem vollstandigen Umfallen ein 
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Gleiten des Rades auf dem Boden‘ zu erwarten ist. Auct 
dariiber kann man sich ohne Scliwierigkeit Reclienschaft geben; 
am einfaclisten wendet man dazu das d’Alembert’scbe Princip 
an. Man betrachtet das fallende Rad in irgend einer seiner 
Stelliingen^ fiilirt die Tragbeitskrafte ein und ermittelt nach 
der Lehre Yom Gleicligewichte eines starren Korpers den ini 
Auflagerpunkte libertragenen Drnck. Solange die Ricktung 
des Anflagerdrucks noch innerbalb des Reibungskegels liegt^ 
tritt kein Abgleiten ein; die Bewegung setzt sicb. vielmehr 
einstweilen noct so wie eine Pendelscbwingung fort. Gegen 
das Ende der Bewegnng bin wird ‘man aber die Bedingung 
nicbt mebr erfiillt finden und dann gleitet der Auflagerpunkt 
iiber den Fussboden. 

Die beiden bis jetzt betracbteten Drebungen fiibren uber- 
baupt nicbt zu einem Rollen des Rades; dieses wird nur durcb 
die Drebung um die f-Axe bewirkt. Freilicb kann yon einer 
dauemden Drebung um eine fest liegende f-Axe bier nicbt 
die Rede sein; die Drebung fubrt sofort zu einem Wecbsel 
des Auflagerpunktes und die f-Axe kann daber nur als Mo- 
mentanaxe in Betracbt kommen. Wir konnen uns aber eine 
Bewegung yorstellen^ bei der in jeder neuen Lage des Rades- 
die nacb der gegebenen Vorschrift stets yon Neuein con- 
struirte Ricbtung der f-Axe die augenblicklicbe Drebungs- 
axe angiebt. Eine solcbe Bewegung mag als eine rein rollende 
bezeicbnet werden; im Gegensatze zu ibr kann die Drebung 
um die i-Axe als eine Wendung und die Drebung um die 
j-Axe als eine Pallbewegung des Rades bezeicbnet werden^ 
wobei im letzten Falle nicbt ausgescblossen ist^ dass sie im 
gegebenen Augenblicke aucb nacb oben bin erfolgt. 

Im allgemeinen Falle besteben alle drei Bewegungscom- 
ponenten zugleicb und sie beeinflussen sicb gegenseitig. Ein 
besonderes Interesse kann aber die rein rollende Bewegung^. 
die sicb leicbt tbeoretiscb bebandeln lasst^ iinmerbin bean- 
sprucben. Dm sie zu untersucben^ denke man sicb eine Senk- 
recbte zur Radebene yom Radmittelpunkte aus gezogen. Sie 
trifft den Fussboden auf der f-Axe. Vom Scbnittpunkte aus: 
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als Spitze denke man sich einen Kegel konstriiirt, dessen 
Grrundlinie der Radnmfang ist nnd der mit dem Rade fest 
yerbunden sein mag. Dann muss die Kegelspitze wahrend der 
roUenden Bewegung des Rades dauemd in Rube bleiben, da 
sie in jedem Augenblicke auf der l-Axe^ also auf der Momen- 
tanaxe entbalten ist. Wir konnen daber die Bewegung geradezu 
durcb das RoUen des Kegels auf der Bodenflacbe bescbreiben^ 
d. b. der Kegel bildet in Anlebnung an die friiber eingefiibrten 
Bezeicbnungen den Polodiekegel fur die Bewegung um die als 
festen Punkt anzusebende Kegelspitze. Der Herpolodiekegel 
ist bier in eine ebene Placbe, namlicb in die Oberflacbe des 
Bo dens ausgeartet. 

Von ausseren Kraften wirken auf das Rad das Grewicbt 
und der Auflagerdruck. Die senkrecbte Componente des Auf- 
lagerdrucks muss dem Gewicbte gleicb sein^ da der Scbwer- 
punkt des Rades Gescbwindigkeitscomponenten in senkrecbter 
Ricbtung weder besitzt nocb erlangt. Daneben muss freilicb 
zugleicb eine Horizontalcomponente des Auflagerdrucks auf- 
treten; die die Centripetalkraft fur die vom Scbwerpunkte aus- 
geftibrte kreisformige Bewegung abgiebt. Die Horizontal¬ 
componente gebt biernacb in jedem Augenblicke durcb die 
Kegelspitze und wenn wir den Placbensatz fiir die Kegelspitze 
als Momentenpunkt anwenden ist ibr Moment stets gleicb Null. 

Man siebt jetzt leicbt^ wie die Recbnung durcbzufiibren 
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande gegeben ist^ kennt 
man sofort die Kegelspitze, die von ibm bei der rein rollenden 
Bewegung umkreist wird. Man konstruire nun das Tragbeits- 
ellipsoid fur die Kegelspitze als festen Punkt. Mit dessen 
Hlilfe findet man in scbon oft benutzter Weise die Ricbtung 
des Dralls 33, bezogen auf den festen Punkt. Das Moment ^ 
der ausseren Krafte ist ebenfalls bekannt; es ist das statiscbe 
Moment des aus dem Grewicbte und der senkrecbten Compo¬ 
nente des Auflagerdrucks bestebenden Kraftepaars. Beim 
Weiterrollen des Rades drebt sicb mit ibm sowobl 33 als 
die stets recbtwinklig zu einander bleiben. Die Grosse von 
ist nur von der Neigung der Radebene gegen den Fussboden, 
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die absolute Grosse von S3 aber zugleicb von der Anfangs 
gescbwindigkeit abbangig. Wie gross aber diese Anfangs 
gescbwindigkeit sein muss, damit bei der gegebenen Neigun 
des Rades eine rein rollende Bewegung zu Stande komme: 
kann, folgt aus der Gleicbung des Flacbensatzes 



Auf die wirkliche Durcbfuhrung der Recbnung, die nac' 
dem angegebenen Plane leicbt erfolgen kann, gehe icb nict 
ein. Dagegen macbe ick nock ausdrucklick darauf aufmerksan 
dass die rein rollende Bewegung nur bei einer ganz bestimmte; 
Beziekung zwiscken der Sckiefstellung des Rades gegen di 
Vertikale und der Gesckwindigkeit der Rollbewegung mdglic 
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande eine rein rollend 
Bewegung katte und die genannte Bedingung nickt erfiillt wa: 
kann sie sick nickt in dieser Weise fortsetzen; es tritt vielmeli 
alsbald nock eine „Fallbewegung^^ (nack unten oder auck nac 
oben kin) dazu. Dadurck wird die Neigimg der Radeben 
gegen den Fussboden geandert und zwar in solckem Sinn* 
dass eine Annakerung an jene RadsteUung stattfindet, fiir di 
bei der gegebenen Fahrgesckwindigkeit die Bedingung de 
reinen RoUens erfiillt ist. 

Sckliesslick moge nock bemerkt werden, dass man z 
einer allgemeineren Tkeorie der Radbewegung dadurck gelange 
kann, dass man zwar immer nock die „Wendebewegung^^ ui 
die t-Axe aussckliesst, dagegen das Auftreten von Drekunge 
um die j;- und die I-Axe zugleick zulasst. Diese wiirde sic 
dem allgemeinen Verkalten des Rades beim RoUen ziemlic 
genau ansckliessen, da die als Wendebewegung bezeicknei 
Drekung um die i-Axe auf eine „bokrende" Reibung stos! 
und daker, wenn sie nickt sckon anfanglick mit kinreickend( 
Winkelgesckwindigkeit gegeben, also absicktlick kerbeigefiik: 
war, spaterkin scknell erlisckt und auck nickt von selbi 
wieder entsteken kann. 

Sekr eng verwandt mit der vorigen ist auck die B* 
wegung einer Kugel auf einer rauken korizontalen Eber 
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(Billardball) bei beliebigen Anfangsbedingungen. Man bat 
diese Falle scbon ausfiibrlicb bebandelt, icb gebe aber aus 
yielen gewicbtigen Griinden nicbt darauf ein, woYon icb aucb 
den einen — aber nicbt den ansscblaggebenden^ da er sicb 
bald beseitigen liesse — ganz offen eingesteben will^ namlicb 
den, dass icb micb selbst mit diesem Probleme nocb nicbt 
eingebender bescbaftigt babe. 

§ 25 a. Stosse am starren Kbrper. 

Anf einen vollig freien starren Korper, der vorber in Rube 
war, moge ein Stoss einwirken, d. b. es soil w'abrend einer 
sebr knrzen Zeit an irgend einem Angriffspunkte eine Kraft ^ 
angreifen, derart dass das Zeitintegral der Kraft j^dt iiber 
die ganze Stosszeit erstreckt Yon gegebener Ricbtnng und 
Grosse ist. Ausser 9^ sollen wabrend des StossYorgangs keine 
ansseren Krafte an dem Korper angreifen. Es bandelt sicb 
znnacbst darum, die Bewegung anzugeben, die der Korper 
dnrcb den Stoss erlangt. 

Hierbei ist daran zu erinnern, dass das Bild des starren 
Korpers keineswegs ausreicbt, um alle Fragen zu beantworten, 
die sicb auf den Stoss bezieben. Je kleiner wir uns die Stoss¬ 
zeit Yorstellen, desto grosser muss wabrend ibr der durcb- 
scbnittlicbe Wertb des Stossdruckes ^ angenommen werden, 
damit der Antrieb J^9j}dt die vorgescbriebene Grosse erlange. 
Allzugross darf aber SjJ nicbt werden, obne Formanderungen 
Yon merklicber Grosse oder einen Brucb des Korpers berbei- 
znfubren. Im ersten Bande wurde dies scbon ausfiibrlicb be- 
sprocben. Hier soil aber einstweilen Yorausgesetzt werden, 
dass die Stosszeit, wenn aucb klein, so docb nicbt so kurz 
bemessen sei, dass es notbig wtirde, auf die durcb den Stoss 
bewirkten Formanderungen einzugeben. Untef dieser ausdriick- 
licben Voraussetzung konnen wir an dem Bilde des starren 
Korpers bei der Losung der aufgeworfenen Frage festbalten. 

Die Gescbwindigkeit die der Scbwerpunkt S des ge- 
stossenen Korpers erlangt, lasst sicb nacb dem Satze Yon der 
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Bewegung des Schwerpunkts sofort angeben. Wenn die Masse 
des Korpers mit M bezeiclmet wird^ ist in jedem Augenblicte 
wahrend des Stosses 




und durcb Integration nacb der Zeit folgt darans 

f^9dt 


bo — ‘ 


M 


M ’ 


(125 a) 


wenn fllr den Antrieb des Stosses ansserdem nocb zni 

Abktirzung der Buchstabe 91 gebrauckt wird. 

Zur Scbwerpnnktsbewegung bo tritt nocb eine Rotation 
um eine durcb den Scbwerpunkt gebende Axe, deren Winkel- 
gescbwindigkeit nacb Ricbtung und Grosse mit n bezeicbnei 
werden soli. Wir finden sie, indem wir zunacbst den auf dei 
Scbwerpunkt bezogenen Drall © des rotirenden Korpers be- 
rechnen. Nacb dem Flacbensatze ist in jedem Augenblicke 

wenn p den vom Scbwerpunkte nacb dem Angriffspunkte des 
Stosses gezogenen Radiusyektor bedeutet. Durcb Integratioi 
nacb der Zeit folgt daraus 

= (125b; 


Um yon ® auf u iiberzugeben, zerlegen wir © in seine 'dre 
recbtwinkligen Componenten nacb den Ricbtungei 

der drei Haupttragbeitsaxen des starren Korpers. Werden ii 
diesen Ricbtungen drei Einbeitsyektoren oder Ricbtungsfaktorei 
tjf angegeben, so ist nacb Gl. (97) S. 162 


u = 





Die Componenten yon © finden sicb durcb Entwickelung de 
ausseren Produkts Vsi^i zu 


B-^ -A2P3 -^ 3 ^ 2 ; ^2 -^3 Pi ^iPs ; -^3 -^iPb -^2^^ 

und wenn man diese einsetzt, erbalt man 
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= I •^2-^3 -^3jp2 I I -^8 Vl -^1 -Ps I I -^iPl -^2 Pi ^ ri25 C^) 

raclidein und u bereclinet sind, kennt man die durcli den 
toss hervorgerufene Bewegung bereits voUstandig. Um aucb. 
ocli die Grescb-windigkeit D zu berecbnen^ die ein beliebiger Punkt 
es starren Korpers erlangt bat, zieben wir nacb diesem Punkte 
om Scbwerpunkte aus einen Kadiusvektor r nnd setzen 

li = lio4-Vru. 

)iircb Entwickelnng des ansseren Prodnkts nnd Einsetzen der 
[ir Dq nnd u- gefnndenen Wertbe gebt dies tiber in 

h I (A \ Ap^—APi APi~ApA 

_i_ i /"is I „ APs — A P‘^ _ „ —AM 

"I "t" 8 0, ■' 1 ©s ) 

+ * (4 + — »*2 0--^) ■ (125d) 

Hiermit sind wir ancb in den Stand gesetzt, den Satz 
on de*r Gregenseitigkeit der Stossgescbwindigkeiten 
u beweisen. Man denke sicb namlicb am starren Korper 
wei Punkte, die jetzt mit I und II bezeicbnet werden mogen, 
ebebig ausgewablt und ausserdem an jedem von ibnen eine 
eliebig gewablte Ricbtung a und /3 angegeben, ganz so wie 
s bei dem MaxwelPscben Satze von der Gegenseitigkeit der 
^erscbiebungen in der Festigkeitslebre gescbiebt. Dann lasst 
icb bebaupten, dass ein Stoss am Punkte I in der 
licbtung a dem Punkte II eine Gescbwindigkeit ver- 
eibt, deren Componente in der Ricbtung ^ ebenso 
;ross ist, als die Gescbwindigkeitscomponente in der 
ticbtung a, die ein Stoss am Punkte II von gleicb 
;rossem Antriebe am Punkte I bervorbringt. 

Zum Beweise der Bebauptung beacbte man, dass der fiir 
aufgestellte Ausdruck sofort aucb zur Berecbnung der Ge- 
cbwindigkeit b' benutzt werden kann, die der Punkt vom 
ladiusvektor ^ erlangt, wenn ein Stoss von irgend einem 
inpulse 3 am Punkte vom Radiusvektor r angebracbt wird. 
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Man braucht nur die Bezeicbnungen entsprecbend zu rer- 
tauscben und erkalt dann 



Um anf die Componenten yon b nnd to' in. den Ricbtiingex 
von S "UJid von 81 zu kommen, bilden wir die inneren Produkt( 
bS und b'8l und subtrabiren sie des Vergleicbes wegen vox 
einander. Dabei ‘beacbte man, dass z. B. 

ttS = (^ + ^2 

+ =^2 H ) H 

ZU setzen ist. ITaclidem aucb b'8l in derselben Weise ent 
wickelt ist, heben sicli beim Subtrabiren alle Glieder gegei 
einander fort und man erbalt daber „ 

b3 = iJ'9l. (125e 

Da aber 81 und 3 i^a-cb Voraussetzung den gleicben absolute] 
Wertb baben soUten, folgt bieraus, dass aucb die Projektioi 
von b auf die Ricbtung von 3 gross sein muss, wi 

die Projektion von b' auf die Ricbtung von 8t, womit der Sat 
bewiesen ist. — Ein anderer Beweis des Satzes, der sicb dei 
in der Festigkeitslebre gegebenen Beweise des ihm ahnlicbe: 
Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen aucb de 
Form nacb aufs Engste anscbliesst, ergiebt sicb aus dem Zu 
sammenbange zwiscben der vom Stossdrucke geleisteten Arbei 
und der lebendigen Kraft, die der Kbrper durcb den Stos 
erlangt. 

Zwar folgt scbon obne Weiteres aus dem Satze von de 
lebendigen Kraft, dass die Arbeit des Stossdruckes gleicb de 
von ibr bervorgebracbten lebendigen Kraft sein muss. Wege 
des Verlustes an lebendiger Kraft, der in mancben Fallen de 
Stosses eintritt, ist es aber der Yorsicbt wegen, um sic 
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namlicli vor naheliegenden irrigen Schliissen zu schutzen^ rath- 
sani; sich auch noch unmittelbar davon zu uberzeugen^ dass 
der Satz vou der lebendigeu Kraft in unserem Falle ebenfalls 
zu Recht besteht. Urn diesen Nacliweis zu fiihren, wehde man 
den in GL (125 d) fiir tJ aufgestellten Ausdruck zur Berechnung 
der Geschwindigkeit an, die der Angriffspunkt des Stosses selbst 
erlangt hat, Dazu ist nur nothig, die Componenten 
des Radiusvektors r durch die Componenten pj^ p^ p^ von ^ zu 
ersetzen. Nebenbei bemerkt, ergiebt sich daraus zugleich, dass 
sich der Angriffspunkt des Stosses im Allgemeinen keineswegs 
in der Stossrichtung selbst, sondern in einer davon ai)weichenden 
Richtung bewegt. 

Wir wollen ferner ein Zeitelement dt auswahlen, das in 
die Stosszeit hineinfallt. Bis zum Beginne dieses Zeitelements 
hat der Angriffspunkt des Stosses noch nicht seine voile Ge¬ 
schwindigkeit erlangt. Wir konnen aber die zu dieser Zeit 
bereits bestehende Geschwindigkeit ebenfalls nach der frtiheren 
Formel berechnen, wenn wir darin jetzt unter A^ die 

Componenten jenes Theiles des ganzen Antriebs J^dt ver- 
stehen, der zeitlich vor dt liegt. Der Weg d% des Angriffs- 
punktes wahrend dt ergiebt sich dann zu 

und die Arbeit des Stossdruckes Sp wahrend dt wird gleich 

A. , A.po — A.p. A.p. — A.pA 

- p, 

■f- ^2 (g + P$ 

I p { I ^ A^Pq I 

Andererseits wollen wir berechnen,^ um wie viel sich die 
lebendige Kraft des gestossenen Korpers wahrend dt vermehrt. 
Beziehen sich auch hier und u auf den Anfang des Zeit- 
elementes dt, so ist die zugehorige lebendige Kraft L (vgl. 
Gl. (97a), S. 162) 


^ 2^3 — ^ 3^2 ^ A^P.^~A^^P{\ 

©, ©3 J 
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i = I + I H- @8%^ 

odei’; wenn man die friilier berechneten Componenten von 
niid It einsetzt; 

r 1 -di ~i"“1“ Ajj I 1 (AgPjj -^sJPa) I ^ ("dfl Pi -d-i Pg)" 

•^~'2 ilf ‘ 2 ©1 ”* 2 . '@2 

A- i (A Pa — -daJPi)" ^ 

"^2 @3 

In diesem Ansdrucke sind mir die Conaponenten von % 
mit der Zeit veranderlick nnd zwar sO; dass 

ist. Fiir den Ziiwacks dL voni waHrend dt findet man daher 
dL=^dt[ (P ^^3 -^ 3 ^ 3 ) 

Dieser Ansdruck stimmt aber mit dem vorlier fur die 
Arbeit des Stossdrnckes aufgesteUten — abgeseben von der 
etwas abweicbenden Anordnung der einzelnen Glieder — genau 
xiberein nnd die Anwendbarkeit des Satzes von der lebendigen 
Kraft ist kiermit auck unmittelbar bewiesen. 

Eke ick weiter geke^ mockte ick kier nock darauf auf- 
merksam macken ^ dass die Giiltigkeit des Satzes von der 
lebendigen Kraft in der gewoknlicken Form wesentlick von 
der an die Spitze dieser Betracktungen gestellten Vorans- 
setznng abkangt, dass die Gestaltanderung des Korpers wakrend 
des Stossvorgangs vernacklassigt werden dtirfe. Erfakrt der 
Korper Formanderungen, die selbst nnr in der Kackbarsckaft 
des StossangrifiPspunktes von merklicker Grosse zu sein bran- 
cken^ so kort die Giiltigkeit der vorkergekenden Entwickelungen 
anf. Der Angriffspunkt legt namlick, wenn das Material des 
Korpers etwas nackgiebig ist, wegen der Znsammendruckung 
an der Kxaftiibertragungsstelle einen etwas grosseren Weg 
zurlick, als vorker berecknet wurde nnd damit wird auck die 
Arbeit des Stossdruckes grosser als vorker nnd kiermit zugleick 
auck grosser als die lebendige Kraft, die durck den Stoss ker- 
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Torgebracht wird. Der Grrund fiir diese Abweichung Yom 
Satze von der lebendigen Kraft in der tiblichen Form liegt 
darin^ dass nnn aucb. die inneren Krafte Arbeit leisten. Der 
Ueberscbuss der Arbeit des Stossdrncks xiber die hervorgebracb-te 
lebendige Kraft wird zur XJeberwindnng der inneren Krafte 
verwendet nnd falls der Korper voUkommen elastiscli sein sollte^ 
in Gestalt von Formandernngsarbeit aufgespeicliert. 

In je ktirzerer Zeit sicL. ein Stoss von gegebenem An- 
triebe abspielt^ um so mebr tritt der Einflnss der Formande- 
rnng bervor nnd zwar aus doppeltem Grunde. Znnacbst muss 
namlicb der Stossdrnck nm so grosser sein, je kiirzer die 
Stosszeit ist, damit der Impnls den vorgescbriebenen Wertb 
bebalte, Der grosseren Kraft entspricbt aber eine grossere 
Formandernng. Dazu kommt ferner nocb, dass zngleicb der 
Weg^ den der Angriffspunkt des Stosses^ abgeseben von der 
Formandernng, wabrend der Stossdaner znriicklegt, in dem- 
selben Verbaltnisse abnimmt, wie die Stosszeit selbst. Ans 
beiden Grtinden wacbst daber der ans der Formandernng ber- 
vorgebende Antbeil des ganzen Weges, anf dem die Arbeit 
des Stossdrncks geleistet wird, gegenliber dem Antbeile, der 
von der Bewegnng des als starr anfgefassten gesammten 
Korpers berrnbrt, wenn die Stossdaner kiirzer wird. Man er- 
kennt bierans, in welcbe Widerspriicbe nnd Febler man ge- 
rathen kann, wenn man, wie es immer noch oft genng gescbiebt, 
eine Lebre vom Stosse starrer Korper bis in ibre letzten 
Folgernngen binein dnrcbfiibren will, obne anf die Unznlang- 
licbkeit des gebrancbten Bildes zn acbten, sobald die Stoss- 
dauer zn knrz wird. 

Um dies nocb dentlicber bervortreten zn lassen, mogen 
die vorbergebenden Scbltisse anf den Fall angewendet werden, 
dass zwei freie Korper anf einander stossen. Dabei soil fiir 
den Angenblick anf die — von mir freilicb keineswegs ge- 
tbeilte — Yorstellnng eingegangen werden, dass es ein zn- 
lassiges Problem der Mecbanik sei, den Stoss von Korpern zn 
nntersncben, die in Gedanken obne fernere Bedingnngen nnr 
als absolnt starr betracbtet werden konnten. Der Scblnss 


220 Zweiter Abschnitt. Djnamik des starren KOrpers etc. 

liegt dann nalie^ die Arbeit der inneren Krafte wegen des 
Peblens jeder Formanderung gleicli Null zu setzeu und daraus 
zu folgern, dass die Summe der lebendigen Krafte beider 
Korper durch den Stoss keine Aenderung erfahre, wabrend 
man dock im Gregentlieile gewokolich einen Verlust an leben- 
diger Kraft beim Stosse starrer Korper keransrecknet. Der 
Widerspruck Hart sick einfack dadurck auf, dass der auf die 
Formanderung yerwendete Antkeil der Arbeit des Stossdruckes, 
sobald man den Qrenzubergang zum starren Korper vollziekt, 
in der Form oo • 0 auftritt. Dies ist^ solange keine weitere 
Bedingung kinzutritt, ein unbestimmter Ausdruck, der je nack 
der Art, wie man sick den Grenziibergang yollzogen denkt, 
yersckiedene Wertke annimmt. Der Verlust an lebendiger 
Kraft beim Stosse starrer Korper kann daker okne Zukiilfe- 
nakme bestimmter wiUkurlicker Voraussetzungen durch kein 
allgemein bewakrtes Grundgesetz derMeckanik berecknet werden. 

Nack diesen Absckweifungen kekre ick zum Satze von 
der Gegenseitigkeit der Stossgesckwindigkeiten zurtick. Man 
denke sick an den Punkten I und II in den Ricktungen cc 
und j3, yon denen friiker die Rede war, nack einander zwei 
Stosse yon den Impulsen 81 und 3 angebrackt. Dabei ist es, 
wenn nur beide Stosse so scknell aufeinanderfolgen, dass sick 
der Korper in der Zwisckenzeit nickt merklich aus der anfang- 
licken Lage yersckoben kat, nack dem Gesetze yon der Super¬ 
position der Bewegungen gleickgultig, in welcker Reikenfolge 
die Stosse ausgelibt werden. Bei jeder Reikenfolge der Stosse 
erlangt der Korper dieselbe lebendige Kraft und daker muss 
auck die Summe der Arbeiten beider Stossdriicke denselben 
Wertk annekmen. Diese Arbeiten lassen sick aber sofort be- 
recknen. Dazu moge die Gesckwindigkeit yon Punkt I in 
jedem Dalle mit tJj und zwar jene, die durck den Impuls 81 
am Punkte I keryorgebrackt wird, speciell mit jene, die 
yom Impuls 3 erzeugt wird, mit bezeicknet werden und 
in demselben Sinne sollen fur den Punkt II die Bezeicknungen 
ti//, und ^ gebrauckt werden. Wird nun der Stoss 8t 
zuerst und unmittelbar darauf der Stoss 3 ausgefiikrt, so legt 
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ler Angriffspunkt I von 91; wegen des allmahliclien Anwachsens 
ler Grescliwindigkeit von 0 bis H/, wakrend der Stosszeit t 
iinen Weg ^ U/, st * 'T zuriick und die Arbeit von 91 wabrend der 
yanzen Stosszeit ist daber gleicb 

Y • 91. 

Der Angriffspnnkt II von 3 bat zu Beginn des zweiten Stosses 
oereits die Grescbwindigkeit und dazu summirt sicb nocb 

vabrend des Stosses die von 0 bis zn ibrem Endwertbe an- 
vacbsende Grescbwindigkeit iJ//, Die Arbeitsleistung des 
sweiten Stosses berecbnet sicb daber zu 

sc + Y tJ//, • Si- 

Die der erzeugten lebendigen Kraft gleicbe Arbeitsleistung 
beider Stosse ergiebt sicb daber zu 

Y sc • 91 + * 3 + Y 

Erfolgen dagegen beide Stosse in umgekebrter Reilien- 
folgC; so findet man die gesammte Arbeitsleistung auf dem 
yleicben Wege zu 

2 S' ■ 3 + ^/, s' ® H” I' ^4 St * 

Beide Wertbe mussen einander gleicb sein und der Yer- 
gleich liefert 

81 • 3 == ti/, ^ • 91. 

Sind demnacb die Antriebe 91 und 3i gleicber abso- 
Luter Grosse, so folgt fiir die Projektionen der Gescbwindig- 
keiten iJ/, ^ und % auf deren Ricbtungslinien 

(125 f) 

w^omit der Satz von Keuem und zwar diesmal auf ganz gleicbem 
Wege wie friiber der Satz von der Gegenseitigkeit der Ver- 
scbiebungen an elastischen Korpern bewiesen ist. — Hierbei 
mag nocb bemerkt werden, dass die Punkte I und II aucb in 
sinen einzigen zusammenfallen durfeU; wabrend die Bicbtungs- 
Linien der Stosse 91 und 3 verscbieden von einander sind. Aucb 
fur diesen Fall gilt der Satz. 
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Sebliesslich sei bier nocb darauf hingewiesen^ wie sich das 
Princip von d’Alembert gestaltet, weim es anf Stosse am 
starren Eorper angewendet wird. Solange der Stoss vom 
Antriebe 9t = einwirkt, bringt er an jedem Massenpunkte 
des Korpers eine gewisse Bescbleiinignng bervor^ die gleicb 
gescbrieben werden kann nnd die zu jeder Zeit proportio- 

nal mit fp ist. Bringt man die Tragbeitskrafte — m an^ 

so bilden sie mit ^ in jedem Angenblicke ein Grleicbgewicbts- 
system. Um dieses Grieicbgewicbtssjstem naber zu untersucben^ 
kann man sicb an Stelle von ^ aucb J ^dt gesetzt denken, 
wenn man nur aucb fiir jede Tragbeitskraft ibr Zeitintegral^ 
also — m ^ Oder mit anderen Worten — m (to — 

einsetzt^ falls bier unter die Gescbwindigkeit verstanden 
wird, die der betreffende materielle Punkt etwa scbon vor dem 
Stosse batte. In Worten beisst dies, dass der durcb eine Kraft 
in irgend einem Maassstabe dargestellte Impuls mit den im 
entgegengesetzten Sinne genommenen Zuwlicbsen der Be- 
wegungsgrossen, falls man sie sicb im gleicben Maassstabe 
durcb Krafte wiedergegeben denkt, ein Gleicbgewicbtssysteni 
bildet. Scbreibt man an, dass des Grieicbgewicbts wegen die 
geometriscbe Summe der darsteUenden Ebafte gleicb Kull sein 
und dass die Summe ibrer statiscben Momente verscbwinden 
muss, wobei man den Scbwerpunkt zum Momentenpunkte 
Tvablen kann, so gelangt man wieder zu denselben Grleicbungen, 
die vorber aus dem Scbwerpunkts- und dem Flacbensatze 
abgeleitet worden waren. 

§ 25b. Der Satz von Carnot iiber den Verlust an lebendiger 
Kraft beim Stosse starrer Kbrper. 

Unter einem starren Korper soli jetzt der Grrenzfall eines 
weicben oder plastiscben, d. b. eines Korpers vom Elasticitats- 
grade KuU verstanden werden, der aus einem solcben dadurcb 
bervorgebt, dass man sicb die Zusammendriickbarkeit des. 
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Korpers imter stetiger Festhaltung der genannten Eigenschaft 
bis auf NuR yermindert denkt. Eine solcbe nabere Bestimmung 
istj wie wir yorber erkannten, notbig^ um den Anfgaben iiber 
den Stoss starrer Korper gegeneinander eine pbysikaliscb zu- 
lassige Bedeutnng zu geben. Wenn dies yon anderen Autoren 
aucb nicbt ansdriicklieb ansgesprocben wird^ liegt diese Vor- 
steUung docb iiberall stiUscbweigend zu Grnnde^ wo ander- 
warts yom Stosse starrer Korper geredet wird oder die dariiber 
angesteUten Betracbtungen bleiben wenigstens nur dann ricbtig^ 
•wenn man dem unbestimmt gelassenen Begriffe des starren 
^Korpers nacbtraglicb iiberaU den bier genauer angegebenen 
Sinn unterlegt. 

Wenn zwei weiebe Korper aufeinander stossen^ endigt der 
Stoss mit der ersten Stossperiode^ d. h. mit dem Augenblicke^ 
in dem die Korper an der Beriibrungsstelle gleicbe Gescbwindig- 
keiten erlangt baben. Die dnrcb die Zusammendriickung der 
Korper beryorgerufene Annaherung bat dann zugleicb iliren 
gTOSsten Wertb erreicbt. Aucb fiir den Stoss starrer Korper 
in dem bier definirten Sinne ist daber die Bedingung fest- 
zubalten^ dass die Korper an der StosssteRe gleicbe Grescbwindig- 
keiten dnrcb den Stoss erlangen. Dabei ist zunacbst an den 
graden Stoss gedacbt. Fiir den allgemeinsten PaR des Stosses 
zweier starrer Korper gegeneinander soil die Aussage dahin 
erganzt werden^ dass die StosssteRen gleicbe Grescbwindigkeits- 
Componenten in der Ricbtung der Stossnormalen erlangen und 
dass ferner einem Gleiten der Oberflacben iiber einander wab- 
rend des Stosses keine Beibung entgegenstebe. Die letzte 
Voranssetzung ist freilicb abermals yollkommen willkiirlicb ein- 
gefiibrt und sie entspricbt, wie wir wissen, dem wabren Ver- 
balten der festen Korper keineswegs. Als nabere Definition 
des idealen starren Korpers ist sie aber zulassig und da der 
Satz yon Carnot, der sicb auf starre Korper yon den bier yoraus- 
gesetzten Eigenscbaften bezieht, in mancben Tbeilen der tecb- 
niscben Mecbanik eine nicbt unerbeblicbe Rolle spielt, mag 
sie an dieser SteRe gelten. 

Dabei mocbte icb JBreRicb sofort bemerken, dass meine 
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Absicht bei der Behandlung des Camot’scben Satzes baupt- 
sacblicb darauf binansgeht, meine Leser durcb eine genauere 
Darlegung des wahren Sachyerlialtes vor einer XJeberscbatzung 
dieses Satzes, auf den man sich in der tecbniscben Hydranlii 
sekr liaufig beziebt, zu scbiitzen und sie dadurcb davor zn be- 
biiten, manche Formeln, die als ISTaberungsannabmen eine ge- 
wisse Berecbtigiing baben, fiir streng beweisbare und dabei 
entsprecbend zuyerlassige Folgerungen aus den Grrundgesetzei 
der Mecbanik anzuseben. Im letzten Abscbnitte dieses Bandej 
werde icb bierauf zuriickkommen. 

Der Verlust an lebendiger Kraft beim graden centralei 
Stosse weicber (und biermit aucb der „starren^^) Korper is 
scbon im ersten Bande ermittelt worden. Bezeicbnet man dii 
Massen beider Korper mit und und die Grescbwindig 
keiten yor dem Stosse mit und wobei sein moge 

so ist die gemeinsame Gescbwindigkeit am Ende der ersten Stoss 
periode, die bier yoriibergebend mit w bezeicbnet werden mag 

- j - 


und der Verlust an lebendiger Kraft stellt sicb zunacbst i 
der Form 


VerF 




f "‘2 
' 2 


+ Wj) 


Y 


dar, Dieser Ausdruck kann auf yerscbiedene Art umgeform 
werden, und zwar, um auf den Carnot^schen Satz zu kommei 
aucb in folgender Weise 

Verl = -^ -f- ^2^2^ + (% + ^^^2) ^ (^^1 + ^^2) 

oder, wenn man in dem letzten mit bebafteten Grliede fii 
den einen Faktor iv den yorber dafiir festg;estellten Wert 
einsetzt, 

Verl = ~ -j- — 2w {m^v^ + ^^ 2 % 

= (*«; —+ (®2 —w)l (125^ 

Die beiden Glieder dieses Ausdrucks baben eine einfacl 
Bedeutung. Die Differenzen w — und —w geben namlic 
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die Gescliwindigkeitsaiiderungen an, die beide Korper durcb 
den Stoss erfabren. Passt man daber diese Gescbwindigkeits- 
andernngen als selbstandige Bewegnngsznstande auf, so ist 
die Snmme der zu ibnen geborigen lebendigen Krafte 
ebenso gross als der in Wirklicbkeit eintretende Yer- 
Inst an lebendiger Kraft, den wir berecbnen wollten. 
Diese Aussage spricbt den Carnot’scben Satz aus, der iadessen, 
wie sicb sofort zeigen wird, nicbt nur fiir den graden centralen 
Stoss, sondern ancb nocb in viel allgemeineren Fallen seine 
Gliltigkeit bebalt. 

Znnacbst gilt der Satz ancb fiir den beliebigen — 
scbiefen nnd excentriscben — Stoss Yon zwei freien 
starren Korpern gegeneinander. Um dies zn beweisen, 
bezeicbne icb die Gescbwindigkeit der Yom Stosse getrofifenen 
Stelle des ersten Korpers in irgend einem Angenblicke wahrend 
der Stosszeit mit die Gescbwindigkeit der Stossstelle des 
zweiten Korpers mit ttig* Korper an der Stossstelle 

wabrend der ganzen Stossdaner beriibren — obscbon die Ober- 
flacben im allgemeinen zngleicb libereinander gleiten —, mtissen 
die in der Ricbtnng der Stossnormalen genommenen Oompo- 
nenten von nnd UJg gleicb gross sein. Der ebenfalls in die 
Ricbtnng der Stossnormalen fallende Stossdrnck am ersten 
Korper sei mit das bis zn dem betracbteten Angenblicke 
genommene Zeitintegral von ^ mit 81 nnd das iiber die ganze 
Stossdaner erstrebte Zeitintegral mit 81' bezeichnet. Am zweiten 
Korper kebren sicb die Ricbtnngen von ^ nnd 81 dem Wechsel- 
wirknngsgesetze znfolge nm nnd man bat daber fiir ibn — ^ 
bezw, — 81 nnd — 81' zn setzen. Die Arbeit von ^ am ersten 
Korper wabrend eines Zeitelementes' dt ist gleicb 

nnd die Arbeit des Stossdrncks am zweiten Korper gleicb 

— 

Nacb dem, was vorber iiber nnd bemerkt wnrde, 
sind beide Arbeiten von gleicber Grosse nnd entgegengesetzten 
Vorzeicben, also 
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Die Geschwindigkeiten Itii und tog der Stossstellen sind 
aber nicbt jene, die diesen zukamen, wenn sie sick so be- 
wegten^ wie es dem starren Znsaniiinenkange mit den fern you 
der Stossstelle gelegenen Korpermassen entspracke. So klein 
anck die Formanderungen sein mogen und wenn wir sie beim 
Grenziibergange Yom weicken znm starren Korper sckliesslick 
selbst ganz versckwinden lassen: wakrend der dann ebenfalls 
gegen IsTnll kin convergirenden Stossdauer miissen wir jeden- 
falls daranf Riicksickt nekmen, dass sick die Stossstelle der 
minimalen Formanderung wegen mit anderer Gesckwindigkeit 
zu bewegen vermag^ als es dem starren Znsammenkange mit 
der Hanptmasse des gestossenen Korpers entsprecken wurde. 
Jene Gesckwindigkeiten der Stossstellen^ die den Bewegungs- 
znstanden der beiden Korper im gegebenen Angenblicke mit 
Vernackrassigung der Formanderung an der Stossstelle zn- 
gekbrten, seien znm XJntersckiede von und Uig mit und 
lig bezeicknet. 

Die Aenderung^ die die lebendige Kraft des ersten Korpers 
wakrend clt erfakrt^ ist gleick jener Arbeit des Stossdrucks fP; 
die znm Wege gekort, denn wir wissen sckon aus den 
Untersuckungen des vorkergekenden Paragrapken^ dass die 
Arbeit eines Impulses ^dt gleick der von ikr verursackten 
Aenderung der lebendigen Kraft ist, falls wakrend dt keine 
Formanderung eintritt. Der Rest, also 
^ (toi — ^i) dt 

wird auf die Formanderungsarbeit am ersten Korper ver- 
wendet. .Hierbei ist iibrigens wohl zu beackten, dass auck beim 
starren Korper eine endlicke Formanderungsarbeit moglick ist,, 
denn wenn auck der Weg der Zusammendriickung gegen Null 
convergirt, so convergirt gleickzeitig die Grosse des Stossdrucks 
gegen Unendlick und das Produkt 0 • cx) bekalt bei der kier 
zu Grunde gelegten Definition des starren Korpers einen end- 
licken Wertk. 

Ebenso wird wakrend des Zeitelementes dt die Arbeit 

— ^(^2 — 

auf die Formanderung des zweiten Korpers verwendet. Die* 
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Summe iDeider Formanderungsarbeiten ist gleicb dem Verluste 
an leBendiger Kraft waFrend dt, also 
dYeil = —— 

tind daKer mit Beriicksiclitigung von Grl. (125 b) aucb 
Verl = ^ (tig — tij dt 

Der gesaminte Verlnst an lebendiger Kraft wabrend der 
ganzen Stossdaner folgt daraus zn 

Y erl = j"(dg — t^^)^dt 

Um die Integration nacb der Zeit ansznftibren^ bezeicbne 
icb die Gescbwindigkeit ti^, die dem Anfange des Stosses ent- 
spricbt, mit tl^^ nnd die am Ende des Stosses mit Die 
Aenderung entspricbt dem ganzen Stossimpnlse Stt', 

die Aenderung tli — ti^® bis zu dem betracbteten Angenblicke 
dem bis dahin bereits verstricbenen Impulse 81 und die beiden 
Aenderungen verbalten sicb zu einander wie die absoluten 
Wertbe A und A' dieser Impulse, da die Ricbtung des Stoss- 
drucks forWabrend mit der Stossnormalen zusammenfallt und 
sicb daKer nicbt andert. Man bat daber 

ti ^ == ti^^ + (tj/ — tii^) und ebenso tig = ^ 2 ^-\- ^ (^2 — ^ 2 ^)- 

Setzt man dies in die vorige Gleicbung ein, so erbalt man 

Verl = (t.,0- il/) pl}dt+ (t>,- -1./+ 0, ^^dt. 

Nun ist aber ^dt = d% und daber 

Verl = (»/- t)i«) «'+ (tt/- b.o) • 4 W. 

Beacbtet man ferner nocb, dass am Ende des Stosses die 
Projektionen von ti^ und tig auf die Stossnormale gleicb gross 
geworden sind, so vereinflicbt sicb dies zu 

Verl = i(t.,»-V)r. (125 i) 

Hiermit ist ein Ausdruck fiir den Yerlust an lebendiger 
Kraft gefunden, von dem nur nocb gezeigt zu werden braucbt, 
dass er mit dem nacb depi Carnot’scben Satze berecbneten 
uberein^mmt. Zu diesem Zwecke sein nun irgend ein fern 

15* 
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Yon der Stossstelle liegender materieller Punkt des ersten 
Korpers ins Auge gefasst^ dessen Grescliwindigkeit vor dem 
Stosse mit nnd nacli dem Stosse mit b' (also unter Weg- 
lassung des untern Zeigers gegeniiber den vorher gebrauchten 
Bezeiclmnngen) bezeicknet werden soil. Wir konnen dann 
sagen, dass der spatere Bewegnngszustand des ersten Korpers 
aus dem fruheren dadurcb. berrorgebt^ dass sicb ibm ein Be- 
wegungszustand ti'—b® zngesellt. Betracbtet man^ wie es bei 
der Aussage des CarnoPscben Satzes gescbiebt, den Bewegungs- 
zustand b'—b^ fiir sicb^ so geborte ibm, wenn er allein vor- 
kaine, eine gewisse lebendige Kraft zu, die mit bezeichnet 
werden mag. Nacb dem Satze von der Superposition der 
Bewegungen liesse sicb der Bewegnngszustand b'—b^ jeden- 
fall's dadurcb getrennt fur sicb bervorbringen, dass man an 
dem rubend gedacbten ersten Kdrper den Stoss vom Impulse 
wirken liesse. Unter der Voraussetzung, dass sicb dieser Stoss 
obne Formanderung abspielte, ware dann die lebendige Kraft 
Xj, die durcb den Stoss bervorgebracbt wiirde, gleicb der 
Arbeit des Impulses zu setzen. Dabei miisste die Gescbwindig- 
keit der Stossstelle wabrend des Stosses von Null bis zu dem 
Endwertbe b^'—b^^® wacbsen. Die Arbeit des Impulses und 
biermit die lebendige Kraft berecbnet sicb demnacb zn 

A- 

und ebenso findet man fur den zweiten Korper 

wobei nur zu beacbten ist, dass bei ibm — 81' an Stelle von 
81' tritt. Die Summe liefert 

= 1 b/+ Us®) 91'. 

Da nun, wie vorber scbon bemerkt war, am Ende des 
plastiscben Stosses die Projektion von b^' auf die Stossnormale 
oder auf die Ricbtung von 81' ebenso gross ist wie die Pro¬ 
jektion von bg', stimmt dies g.enau mit dem Wertbe in 
(j1. (125 i) uberein und man findet 
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= (125k) 

womit der Carnot’sclie Satz aucb. fiir den allgemeinsten Pall 
des Stosses von zwei ^plastiscli-starren^^ Korpem gegeneinander 
bewiesen ist. 

Ancb auf den Pall, dass die stossenden Korper nicht voUig 
frei, sondern bestimmten Bedingungen nnterworfen sind, lasst 
sicb der Satz nnter Beibehaltung der Mheren Scblussweise 
tibertragen, falls dabei nur immer voransgesetzt wird, dass alle 
Korper, durcli die diese Bedingungen verwirklicbt sind, aucb 
wenn sie in der Grenze als starr angeseben werden, selbst im. 
Grenzfalle noch. den Elasticitatsgrad Null baben und dass 
ferner kein weiterer Vgrlust an lebendiger Kraft durcb Eei- 
bungen herbeigefubrt wird. Icb begniige micb damit, dies 
bier nocb an einem einfaeben Palle dieser Art zu zeigen. 

o 

Ein starrer Korper moge zunacbst vollig frei sein 
und eine beliebige Anfangsbewegung besitzen. Dann 
soil irgend ein Punkt von ibra durcb eine geeignete 
Vorrichtung plotzlicb festgebalten werden, so dass 
sicb der Korper von da ab nur nocb urn diesen festen 
Punkt weiter zu dreben vermag. Man soil angeben, 
wie er sicb weiterbin bewegt und wie gross der Ver- 
lust an lebendiger Kraft ist, den er durcb den'Stoss 
erleidet. 

Die Gescbwindigkeit eines beliebigen Punktes vor dem 
Stosse sei wieder mit tJ®, die nacb dem Stosse mit Ij' be- 
zeicbnet, die Gescbwindigkeiten der Stossstelle insbesondere, 
sofern von der Pormanderung abgeseben wird, mit und 
U/, wobei freilicb zu beacbten ist, dass aucb bier wieder 
wabrend der Stosszeit die wabre Gescbwindigkeit des 
Punktes, den man festzuhalten im BegrijBfe ist, der unvermeid- 
licben Pormanderung wegen, von verscbieden ist. Die End- 
gescbwindigkeit ist ubrigens nacb der im vorliegenden Palle 
vorgescbriebenen Bedingung gleicb Null zu setzen. — Durcb 
den Stoss wird der Bewegungszustand um t)'—d® abgeandert 
und wir konnen uns einen selbstandigen Bewegungszustand 
denken, der sicb dem vprbergebenden iiberlagert und bei dem 
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jeder Punkt die Geschwindigkeit is — ts^, die Stossstelle also 
speciell die Geschwindigkeit — \s^^ besitzt. Der Stossimpuls^ 
von dem zunachst nur der Angriffspimkt gegeben ist^ muss 
jedenfalls so gericbtet und von solcber Grosse sein, dass er 
fiir sick den Bewegungszustand is' —b® bervorrnft^ insbeson- 
dere also seinem Angriffspunkte die gegebene Gesckwindigkeit 
— ts^^ ertkeilt. Dadurck ist aber^ wie ans § 25 a kervorgekt, der 
Stossimpuls schon voUstandig bestimmt. Nack Gl. (125 d) (S. 215) 
folgt namlick^ wenii man darin die Componenten von r nock 
speciell dnrck die von ^ ersetzt^ die zu einem gegebenen Stoss- 
iinpnlse % gekorige Gesckwindigkeit is des Angriffspnnktes 
von 91. Zerlegt man diese Gleicknn^ in drei Componenten. 
gleicknngen nack den Ricktungen der so lassen sick 

diese drei Gleicknngen anck nack den Componenten A^ 

von 91 anflosen, indem sie fur diese Unbekannten vom ersten 
Grade sind. Nackdem dies gesckeken ist; kennt man den 
Stossimpuls 9t nack Ricktung und Grosse^ der auf den fest- 
zukaltenden Punkt vom Gestelle aus ubertragen werden muss- 
Hiermit ist auck der Bewegungszustand nack dem Stosse als 
bekannt zu betrackten. 

Fiir den Yerlust an lebendiger Kraft konnen wir okne 
Weiteres den Ausdruck in GL (125 i) in Anspruck nekmen, 
wenn wir unter dem zweiten Korper^ auf den sick bg® beziekt, 
das Gestell versteken, also die Vorricktung; durck die der 
betreffende Punkt genothigt wird, nack Ablauf des Stosses in 
Ruke zu bleiben. Die Gesckwindigkeit bg® selbst ist daker 
gleick Null zu setzen und man kat 

Verl = — 2 

Das kier auftretende Minus-Zeicken erklart sick leickt 
damit; dass 91' den Stossimpuls am ersten Korper bedeutet; 
der die Gesckwindigkeit bjL^ vernicktet; also ungefakr — wenn 
auck keineswegs genau — entgegengesetzt gericktet mit b^^ 
sein muss. Das innere Produkt bjL^9l' kat daker an sick einen 
negativen; der Verlust an lebendiger Kraft dagegen, des Minus- 
zeickens wegen^ einen positiven Wertk. 
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Nun beaclite man^ dass der Stossimpuls 81' am ruhend 
gedacMen Korper den Bewegixngsznstand t>' — hervorbraclite. 
Die diesem zngeborige lebendige Kraft sei wieder mit be- 
zeichnet. Dann ist ebensogross wie die Arbeit des Stoss- 
impnlses wenn dieser den Bewegungsznstand b' — tJ® ans 
dem Rnbeznstande berans bervorbringt. Dabei steigt aber die 
Grescbwindigkeit des Angriffspunktes von 8t' von Null an bis 
auf — bj® an und fur die Arbeit von 81' und biermit zugleicb 
fur erbalt man daber 



Mit dem vorber fiir Verl gefundenen Wertbe stimmt dies aber 
genau tiberein und wir finden daber auch bier den Carnot’scben 
Satz durcb die Grleicbung 

Verl = 4 

bestatigt. 

Man siebt nun aucb leicbt ein^ dass sicb derselbe Beweis- 
gang aucb auf andere Arten von Zwangsbedingungen uber- 
tragen lasst; so lange »es sieb um einen rein plastiscben Stoss 
bandelt^ fur den die zu Grl. (125 i) fubrende Betracbtung stets 
•obne Aenderung tibernommen werden kann. 

Dagegen wird der Carnot’scbe Satz stets ungultig, sobald 
der Stoss entweder nicbt ganz unelastiscb ist oder sobald (etwa 
beim scbiefen Stosse) Reibungen vorkommeii^ die sicb dem 
TJebereinanderweggleiten der Stossstellen widersetzen. 

§ 26. Scliwingungen von Staben mit gleicliformig 
vertheilter Masse. 

In der tbeoretischen Pbysik bat das Problem der scbwin- 
genden Saiten, also etwa der Violinsaiten, das zuerst von 
Fourier vollstandig gelost wurde^ von jeber eine wicbtige 
Rolle gespielt. Die Matbematiker bebandeln es mit Vorliebe 
scbon desbalb^ wed sicb an die Lbsuhg dieses Problems einige 
der wicbtigsten Fortscbritte der Matbematik geknupft baben. 
Icb werde bier nicbt darauf eingeben^ sondern an Stelle davon 
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das Problem des scliwingenden Stabs behandeln, das mit jen 
sebr verwandt^ dabei aber von grosserem Interesse fiir ( 
Techniker ist^ well es Licht fiber die Scbwingungen verbrei 
die z. B. ein Bruckenbalken oder uberhaupt ein belaste 
Trager auszufdliren vermag, Dagegen mocbte icb nock lier^ 
beben^ dass dieses Problem niclit mit einem anderen verweclij 
werden darf^ das sckon fruiier von Stokes nnd nenerdu 
besonders von Zimmermann in sebr gescbickter nnd a 
fubrliclier Weise bekandelt worden ist. Bei diesem wird m 
lich der Pall untersuckt^ dass ein Pahrzeng^ das als materie' 
Pnnkt aufgefasst werden kann, anf einen Briickentrager ] 
gegebener Gesckwindigkeit anffahrt nnd dabei voransgese 
dass die Masse des Briickentragers vernachlassigt werden koi 
Anf die Zimmermann’scbe Untersnclinng werde icb bier ni 
eingeben^ weil micb dies zn weit fiibren wiirde; icb empfe 
aber den sicb dafiir Interessirenden die dariiber veroffentlic 
Scbrift ,^Die Scbwingnngen eines Tragers mit bewegter Lg 
von H. Zimmermann^ Berlin 1896. Icb mnss freilicb lei 
binznfugen_, dass diese an sicb sebr scbone Untersncbnng dn 
die Yernacblassignng der Masse des Tragers sebr an We 
einbiisst. 

Darnm^ wie die Scbwingnngen des Tragers^ die wb nn 
sncben wollen^ nrspriinglicb angeregt wnrden^ werde icb m 
iiberbanpt nicbt kiimmern; es wird sicb mix darnm bande^ 
nntersncben, wie sie sicb^ nacbdem sie einmal bestanden bal 
weiterbin fortsetzen. Aber ancb dieses Problem bebandle 
nicbt voUstandig; icb begniige micb vielmebr^ die allerwicbtigs 
Betracbtnngen, die sicb dartiber anstellen lassen^ bier wiec 
zngeben. 

Gegeniiber dem Probleme der scbwingenden Saiten best 
bier nnr der TJnterscbied^ dass bei den Saiten der Biegni 
widerstand vernacblassigt werden kann^ so dass nnr die Lai 
spannnngen in Frage kommen^ wabrend bei den Staben 
Biegnngswiderstand die ansscblaggebende Bolle spielt, • 
dem Hinzntreten einer Langszngspannnng dagegen abgese 
werden kann. 
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TJnter der gleicliinassig yertheilten Last^ die dem Trager 
aiifgeburdet ist^ und die die Schwingungen nait ihm znsammen 
ausfuhrt^ erfahrt der Trager schon iin Ruhezustande eine 
geringe elastische Durch- 

biegung^ die als Function 
der Querschnittsabscisse aus 
der Gleichung der elasti- 
schen Linie nach bekannten 
Entwickeliingen der Festigkeitslehre berechnet werden kann. 

Diese ^^statische^^ Durchbiegung ktinimeid; uns hier wenig. 
W^enn der Trager schwingt^ wird die gesammte Durchbiegung 
in einem bestiinmten Augenblicke yon y^ iin Allgemeinen yer- 
schieden sein. Der Unterschied moge mit y und die totale 
Durchbiegung mit y^ oder als ,,dynamische'' Durchbiegung 

bezeichnet werden. Man hat also 

Vd = Vs+ y 

und in Abb. 32 ist dieser Zusammenhang noch naher nach- 
gewiesen. Die eine Linie soil die elastische Linie fiir den 
Ruhezustand, die andere die Mittellinie des Stabs in irgend 
einem Augenblicke wahrend der Schwingung andeuten. 

Dm die Aufgabe nach den Methoden der Festigkeitslehre 
behandeln zu konnen^ machen wir yon dem d’AlemberFschen 
Princip Gebrauch. Wir konnen yoraussetzen, dass im Wesent- 
lichen nur V*erschiebungen senkrecht zur Stabaxe in Frage 
kommen und wollen uns auch yon yornherein nur auf Ver- 
schiebungen in der Vertikalebene beschranken. Naturlich lassen 
sich aber die erlangten Resultate auch auf Horizontalschwin- 
gungen ohne Weiteres anwenden. Dann ist die Beschleunigung 
im gegebenen Augenblicke fiir die im Abstande x yom linken 
Auflager liegenden Massentheilchen ebenfalls nach abwarts (oder 
bei negatiyem Vorzeichen nach aufwarts) gerichtet und gleich 

zu setzen, Wenn die auf die Langeneinheit komniende Masse 
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der Belastung (sammt Eigengewicht des Stabs) mit ^ bezeicbnet 
wirdy erhalten wir far die Tragheitskraft, die wir an dem 
Langenelement dx anbringen massen^ am die Aafgabe aaf ein 
Gleicbgewicbtsproblem zardckzafahrenj 

Es moge nocb bemerkt werden; dass man in diesem Ans- 
dracke y aacb. durcli ersetzen konnte^ da der Zeit nacb 
constant ist. Es ist aber bequemer, sofort uberall mit y zu 
recbnen. 

Die Tragheitskrafte^ als Lasten an dem Stabe angebracbt^ 
fdbren am rubenden Stabe im Vereine mit den wirklicb vor- 
bandenen Lasten za der elastiscben Durcbsenkang y^^, Anstatt 
dessen konnen wir aacb sagen, dass die Tragbeitskrafte fiir 
sicb genommen, als Lasten am rabenden Stabe eine elastiscbe 
Linie beryorrafen warden^ deren Ordinaten y waren. Natiirlich 
ist dabei yoraasgesetzt, dass das Material des Stabes dem 
Hooke’scben Gesetze geborcbt, dass also die Proportionalitats- 
grenze im Verlanfe der Scbwingang niemals uberscbritten wird. 
In diesem Falle setzen sicb aber in der That, wie aus den 
TJntersncbangen der Festigkeitslebre bekannt ist^ die von zn- 
sammengesetzten Lastensystemen erzeagten Darcbbiegnngen 
darcb algebraiscbe Summirong ans jenen zasammen, die den 
einzebien Lasten far sicb genommen entsprecben. 

Die Gleicbong der elastiscben Linie far die Darcbbiegnngen 
y lantet 

= — 

CX'‘ 

Das Biegangsmoment M ist aber bier nicbt unmittelbar ge- 
geben; wir baben nar einen Aasdrack fiir die Belastnng irgend 
eines Stabelements dx. Wir befinden ans also genaa in der- 
selben Lage wie bei den im 6. Abscbnitte der ^^Festigkeits- 
lebre^^ antersacbten Staben aaf nacbgiebiger Dnterlage; wir 
inussen daber aucb genaa so verfabren wie dort. Wir diflfe- 
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xentiiren also die Gleictung der elastisclieii Linie zweimal nach 
^ und erhalten 

dV 

dx 


Ptir das Differential dV der Scheerkrafty das zum Differential 
dx der Abscisse gebort^ haben wir 


aF= ^dx^, 


denn die Tragheitskrafte sind nach aufwarts gekekrte Lasten^ 
wenn sie negativ sind und sie fiibren in diesem Dalle zu einer 
Vergrosserung der Scbeerkraft^ die nacb. oben bin positiv ge- 
recbnet wird. Die vorbergebende Gleicbung gebt biermit 
liber ui 




^ dt^ 


(126) 


Das ist die Differentialgleicbung unseres Problems. Sie 
ist eine partielle Differentialgleicbung^ in deren allgenieine 
Losung daber willktirlicbe Functionen eintreten mxissen. Die 
Scbwingungen des Stabes konnen daber von sebr mannicbfaltiger 
Art sein. Das kann aucb nicbt uberrascben^ wenn wir be- 
denken, dass die Gestalt des Stabes zu Anfang ganz willkiirlicb 
gegeben sein kann und dass aucb die anfanglicben Gescbwindig- 
keiten ganz beliebige stetige Functionen der Querscbnittsabscisse 
X sein konnen. Jedem anderen Anfangszustande mtissen aber 
in der Folge aucb andere Scbwingungen entsprecben. 

Unter diesen TJmstanden sucbt man zunacbst partikulare 
Losungen der Gleicbung von moglicbst einfacber Form. Man 
gelangt dadurcb zur Kenntniss besonderer moglicber Scbwin¬ 
gungen und aus einer Combination der einzeln als moglicb 
erkannten Scbwingungen sucbt man die allgemeine Losung 
Oder die zu gegebenen Anfangsbedingungen geborige Losung 
zusammenzusetzen. Das Zusammensetzen der einzelnen Losungen 
wird matbematiscb gesprocben dadurcb ermoglicbt^ dass die 
Differentialgleicbung linear ist^ oder pbysikaliscb gesprocben 
dadurcb, dass sicb die Scbwingungen zu superponiren ver- 
•mogen, so dass eine die andere nicbt stort. 
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Die einfacliste Losung von Gl. (126) ist von der Form 

y =A^m ax (127) 

Von den Merbei vorkommenden Constanten ist indessen nur A 
wiUkiirlicb; es giebt den grossten AnsscHag an^ der an irgend 
einer Stelle und zn irgend einer Zeit vorkommt. Zwischen den 
anderen G.onstanten a und /3 muss zunacbst eine Bedingungs- 
gleicbung erftillt sein^ damit Gl. (127) wirklicb eine Losung von 
Gl. (126) darstelle. Setzt man namlicb den fiir y vergescblagenen 
Wertb in GL (126) ein, so gebt sie nacb Wegbeben gleicber 
Faktoren auf beiden Seiten liber in 

= ( 128 ) 

Ausserdem muss a aucb so gewablt werden^ dass die 

Grenzbedingungen an 4en Enden erfullt werden. Fiir a? == 0 

ist y nacb GL (127) sebon von selbst gleicb KTull; ausserdem 
muss aber y aucb fiir x — I zu jeder Zeit gleicb Null bleiben. 
Hiernacb muss der Winkel al entweder gleicb % oder 2k. oder 
tiberbaupt gleicb irgend einem ganzen Vielfacben von % sein. 
Je naebdem man sicb fiir die eine oder die andere Amaabme 
entsebeidet^ erbalt man versebiedene Sebwingungsbewegungen 

des Stabes. Jene^ die zum Wertbe a — ^ gebort, wird die 

Grundsebwingung des Stabes genannt. Es ist jene^ die dem 
tiefsten Tone der von dem sebwingenden Stabe ausgesendeten 
Scballwellen entspriebt. Fiir ^ bat man 'dann nacb GL (128) 



und GL (127) nimint fur die Grundsebwingung die bestimmtere 
Form an 

^ = Asin-y sin^^-^ ( 129 ) 

Wabrend der Dauer einer vollen Sebwingung wacbst der Winkel 
pt um 2k an; fiir die Sebwingungsdauer T bat man daber 

§ 7t y eq‘ 


(130) 
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WaMt man a, gleich einem Vielfachen von ~ ^ so treten nacli 

Crl. (127) Scliwingungsknoten anf^ d. h. es giebt Punkte, die 
die ganze Stablange in gleicbe Abschnitte eintheilen und die 
wahrend der Scbwingungsbewegung fortwahrend in Rube bleiben. 
Die dazwiscben liegenden Abschnitte deformiren sich, so wie 
im Yorigen Palle der ganze Stab^ nach dem Gesetze einer 
Sinuscurve; sie bilden die zwischen den Knoten liegenden 

j^Schwingungsbauche" Setzt man z. B. « = 2 y, so hat man 

einen Schwingiingsknoten in der Mitte^ denn fiir ^ wird 

ax zu It und der Sinus zu Null. Die Stabmittellinie zerfallt 
beim Schwingen in zwei Schwingungsbauche. Wenn a au£ 
das Doppelte wachst^ steigt (3 nach Gl. (128) auf das Vierfache. 
Die Schwingungsdauer betragt daher bei dieser Schwingung 
nur den vierten Theil von der Schwingungsdauer der Grund- 
schwingung. Je mehr Bauche der Stab bei den einfachen 
Sinusschwingungen bildet^ desto kleiner ist die Schwingungs¬ 
dauer und um so hoher ist daher der Ton der von dem Stabe 
ausgesendeten Schallwellen. Man nennt diese Tone die ^^ber- 
tone^^ des schwingenden Stabs im Gegensatze zu dem von der 
Grundschwingung ausgehenden ^^Grundtone". 

In je mehr Abschnitte die ganze Stablange durch die 
Schwingungslmoten zerlegt ist^ um so kleinere Schwingungs- 
amplituden A sind noch mit einem gewissen Krummungsradius 
von gegebener Grosse oder auch mit einer gegebenen Form- 
anderungsarbeit, des Stabes moglich. Die Grundschwingung 
vermag daher schon zu grossen Ausschlagen zu fiihren^ ohne 
dass etwa die Proportionalitatsgrenze schon bald erreicht ware^ 
oder ohne dass eine besonders grosse Arbeit ausserer Krafte 
zur Herstellung der Schwingungen und der dazu gehorigen 
Pormanderung'en aufgewendet werden miisste. Je hoher aber 
die Schwingungszahlen der Oberschwingungen liegen, um so 
kleiner miissen nothwendig die Schwingungen schon desshalb 
bleiben, weil sonst die Proportionalitatsgrenze uberschritten 
und damit die Schwingungen sofort gedampft wtirden und zu- 
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gleicli anch. weil eine viel grossere Arbeit zn ibrer Erregung 
bei gleicber Amplitude aufgewendet werden mtisste. Ausserdem 
werdeu die Schwingungen aucb. au sick schon um so starker 
gedampft, je scbneller sie erfolgen^ da der Luftwiderstand mit 
der Grescb.'windigkeit wacbst. Von der Sckwingungsamplitude 
bangt aber die Scballstarke der von dem schwingenden Stab 
auf die Luft ubergebenden Scballwellen ab und man erkennt 
daber, dass sieb' der Grrundton bei beliebiger Erregung der 
Scbwingungen im AUgemeinen am starksten bemerkbar macben 
wird und jeder Oberton um so weniger, je bober er liegt. 

§ 27. Scbwingungen von sebnell umlaufenden scbwanken 
Wellen. (Lavarscbe Turbinenwelle.) 

Solange die Mittellinie einer Welle eine freie Axe des aus 
ibr und den darauf sitzenden Kadern u. dgl. bestebenden roti- 
renden Korpers bleibt^ liegt kein Grund zur Befiircbtung vor^ 
dass die Welle eine scbadlicbe Beansprucbung durcb eine bobe 
TJmlaufsgescbwiadigkeit erfabren konne. Nun ist es aber zu- 
nacbst sebr scbwer^ die genannte Bedingung genau genug zu 
erfiillen,* man kann es aucb bei genauester Centrirung nicbt 
erreicben^ dass die TJmdrebungsaxe wirklicb durcb den Scbwer- 
punkt des rotirenden Korpers gebt^ wenn sicb die Abweicbung 
vielleicbt aucb nur auf kleiue Brucbtbeile eines Millimeters 
bescbrankt. Nocb scbwerer ist es baufig, die Umdrebungsaxe 
in die Eicbtung der Haupttragbeitsaxe zu legen. Ausserdem 
ist man aber^ selbst wenn die beiden Bedingungen anfanglicb 
Yollstandig erfiillt waren, im Zweifel dariiber, ob sie aucb 
wabrend des Ganges ‘der Mascbine^ bei der sicb zufallige Er- 
scbiitterungen nicbt vermeiden lassen, dauernd erfiillt bleiben 
werden. 

Solange die Gescbwiudigkeiten nicbt allzugross wurden^ 
geniigte es, durcb moglicbst genaue Centrirung die freie Axe 
so gut als mogbcb mit der Wellenmittellmie zusammen fallen 
zu lassen. Die Welle wurde bierbei steif genug construirt,. 
um ibr die TJebertragung der zur Aufrecbterbaltung der Um¬ 
drebungsaxe wegen der unvermeidlicben Abweicbung von der 



§ 27. Sdiwingungen von schnell umlanfenden schwanken Wellfen. 239 

Haupttragheitsaxe erforderlicheii Zwangskrafte unbesorgt zu- 
mutlien zu konnen. Dieses Verfahren musste aber versagen^ 
sobald die TJmlanfsgescliwmdigkeiten iiber ein gewisses Maass 
kinaus wuchsen; denn die Zwangskrafte wacbsen mit dem 
Quadrate der Gescbwindigkeit und beim Uebergange zur zebn- 
facben Gescbwindigkeit batte man daber scbon mit einem 
100-facben Biegungsmomente der Zwangskrafte zn recbnen^ 
das Yon der Welle iibertragen werden mnsste. In der That 
bat man friiber ofters Bechnungen dariiber angestellt, welcbe 
Gescbwindigkeiten bocbstens erreicbt werden konnten; man 
setzte dabei genaneste Centrirnng vorans, beachtete aber^ dass 
eine kleine Erschiitterung scbon geniigt, den Scbwerpunkt ein 
wenig ans der Mittellinie der Welle zu entfernen. Die bier- 
mit bervorgerufene Centrifagalkraft sncbt dann die znfallig 
entstandene kleine Ansbiegung nocb weiter zn yergrossern 
nnd je mebr diese wacbst^ wacbst ancb die Centrifngalkraft. 
Es war biermit genan wie bei der Knickfestigkeit und die 
Recbnung scbloss^ wie bei dieser, damit ab, dass bei gegebener 
Lange; bei gegebener Last nnd gegebenem Qnerscbnitte eine 
gewisse Gescbwindigkeit (der Enler^scben Knicklast entspre- 
cbend) nicbt erreicbt werden dtirfe, nm trotz anfanglicb ge- 
nanester Centrirnng ein Answeicben nnd biermit eine Zerstornng 
der Welle zn yermeiden. 

Betracbtnngen dieser Art fubrten zn yerhaltnissmassig 
niedrigen gefabrlicben TJmlanfszablen; die bente tbatsacblicb 
nicbt nnr erreicbt, sondern nocb weit liberscbritten sind. Diese 
Betracbtnngen waren in einem sehr wesentlicben Pnnkte nn- 
genan nnd fiihrten daber zn ganz falscben Resnltaten: man 
batte namlicb nicbt anf die Scbwingnngen geacbtet, die sofort 
entsteben mtissen, wenn sicb die sclinell rotirende Welle etwas 
ansbiegt. Der scbwediscbe Ingenienr de Layal war der Erste, 
der durcb praktiscbe Versnche nacbwies, dass man eine Welle 
yiel scbneller nmlanfen lassen kann, als man es friiber fiir 
moglich bielt. Anstatt die Welle so stark zn macben, dass 
sie die Umdrebnng nm ibre Mittellinie trotz nicbt yollig ge- 
naner Centrirnng erzwingen konnte, machte er sie nmgekehrt 
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Tiel sch-wacherj er yerzichtete damit auf die vollstandige Be- 
bLerrschung des rotirenden Korpers durch die Welle^ Hess ibm 
yielmelir die Moglichkeit^ sich leicht ein wenig in der Rich- 
tiing quer zur Welle zu yersckieben oder sich. aucb. ein wenig 
dagegen zu dreben. 

Als die Layal’sclien Versucbsergebnisse bekannt wurden, 
stiessen sie anfanglicb tiberall auf TJnglauben. ISTacbdem aber 
der experimentelle Nachweis ihrer Richtigkeit aucb die bart- 
nackigsten Zweifler iiberzeugt batte^ begann man mit Erkla- 
rungsyersucben, die oft ganz yerfeblt waren. Man spracb yon 
der „Selbsteinstellung^^ eines rotirenden Korpers in die freie 
Axe und that dabei so, als wenn jeder sicb selbst iiberlassene 
Kbrper mit der Zeit seine Rotationsaxe in die benacbbarte 
freie Axe yerlege. Diese yiel nacbgesprocbene Phrase bewies 
nur, dass ibre Urbeber und ihre Verbreiter eine ganz falsche 
Yorstellung yon der Djnamik des sicb selbst iiberlassenen 
Korpers batten. 

Wie die Tbeorie des Vorganges zu fassen ist, um einer- 
seits in Uebereiastimmung mit den allgemein giiltigen Satzen 
der Mechanik zu bleiben und andererseits durcb passende Ver- 
einfacbungen zu bequem anwendbaren Formeln und Regeln zu 
gelangen, die sicb in bioreicbender Uebereinstj.mmung mit den 
tbatsacblicben Beobacbtungen befinden, babe icb selbst gezeigt 
und icb werde diese Tbeorie bier wiederbolen. Dass sicb meine 
Losung mit dem wirklicb beobacbteten Vorgange so weit deckt, 
als die Grenauigkeit der Beobacbtung tiberbaupt zu reicben 
yermag, ist durcb ein| besondere Experimentaluntersucbung 
bewiesen worden, die Herr Professor Ludw. Klein, der da- 
mals Assistent unserer Hoehscbule war, in meinem Labora- 
torium ausfiibrte. 

Zunacbst macbe icb darauf aufmerksam, dass ein geringer 
Ricbtungsunterscbied zwiscben der Rotationsaxe und der Haupt- 
tragbeitsaxe des rotirenden Korpers nicbt yiel Bedeutung hat, 
wenn die Welle sehr biegsam ist. Man kann sicb dayon 
sowobl auf Grrund des Elacbensatzes wie mit Hiilfe des d’Alem- 
bert’scben Princips iiberzeugen. Icb wahle den letzten Weg. 
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In Abb. 33 sei AB die zunacbst gradlinig gedacbte Mittel- 
linie der W^elle und JDE die day on ein wenig abweicbende- 
Hanpttragbeitsaxe des rotirenden Korpers. W^enn der Korper 
mit constanter Greschwindigkeit 
nm AB rotirt, rednciren sicb 
die Tragheitskrafte auf Centri- 
fugalkrafte^ die mit C bezeicb- 
net nnd in Abb. 33 eingetragen 
sind. Wir kdnaen jetzt den 
Korper und die Welle im Rube- 
Ziustande betracbten und finden, 
dass die Centrifugalkrafte G ein 
Kraftepaar bilden^ das eine Ver- 
biegung der Welle berbeifiibrt. 

Diese Verbiegung erfolgt aber in solcbem Sinne, dass sicb die- 
Hauptaxe DJE der Verbindungslinie AB der Zapfenmittelpunkte 
der die Welle stiitzenden Lager nabert. Die ursprunglicb vor- 
bandene Abweicbung zwiscben BE und AB gleicbt sicb dem- 
nacb zum Tbeile yon selbst aus und zwar um so mebr, je 
biegsamer die Welle ist und zugleicb je mebr die Umdrebungs- 
•gescbwindigkeit wacbst^ denn mit dieser wacbst aucb das Mo¬ 
ment des Kraftepaars der Centrifugalkrafte. Allerdings kann 
DE bierdurch nicbt yollstandig zum Zusammenfallen mit AB 
gebracbt werden, da immer nocb ein Moment der Gentrifugal- 
krafte zuriickbleiben muss, das die erforderlicbe Verbiegung 
der Welle aufrecbt erbalt. Die Folge dayon wird eine Kreisel- 
foewegung des rotirenden Kdrpers yon der Art der pseudo- 
regularen Pracession sein. Wenn man scbon beini Aufkeilen 
des rotirenden Korpers darauf acbtete, den anfanglicben Ricb- 
tungsunterscbied zwiscben BE und AB so gering zu macben, 
dass die Welle sicb leicbt um so yiel yerbiegen kann, als er aus- 
macbt, so kann diese Pracessionsbewegung niemals fiir sicb zu 
grossen Wellenyerbiegungen und zu einer Gefabr des Brucbes 
ftibren. Icb kann daber weiterbin yon dieser Erscbeinung ganz 
abseben und die Aufgabe so bebandeln, als wenn iiberbaupt 
kein Ricbtungsunterscbied zwiscben BE und AB yorkame. 

roppl, Dynamik. 2. Aufl. 16 
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Abb. 34. 


Granz' anders ges'taltet sich. die BetracMung^ weim wir 
annelimen^ die Wellenmittellinie AB gelie nictt genan durcli. 
den Schwerpunkt des rotirenden Korpers. Anch bier denken 
j wir nns den Korper nnter Einfubrnng- 

der Tragbeitskrafte zur Rube gebracbt.. 
In Abb. 34 gebe S die augenblicklicbe- 
Lage des Scbwerpunktes an. Die Centri-. 
^ fugalkrafte geben dann eiiie Resultirende^. 
die 8 von AB zii .entfernen sucbt. H[ier- 
durcb entstebt eine Biegung der WeUe,.. 
durcb die die Excentricitat e vergrossert.' 
wird. Grerade auf Grund dieser Ueber- 
legung scbloss man friiber, dass eine 
gewisse grosste Winkelgescbwindigkeit 
tiberbaiipt nicbt liberscbritten werden konnte^ ohne eine dauemde 
Verbiegung oder den Brucb der Welle und ein Herausscblen- 
dern des rotirenden Korpers berbeizufiibren. 

Die Erfabrung lebrt indessen^ dass bei wacbsender Ge- 
scb'windigkeit ein absicbtlicb etwas excentriscb aufgekeiltes- 
Rad zunacbst in der That in Uebereinstimmnng mit der 
Yorausgebenden Betracbtung zu immer starkeren Biegungen 
der Welle fiibrt und daber immer starker scbleudert. Das gilt, 
aber nur bis zu einer gewissen Grenze. An dieser wird das 
Scbleudem so stark, dass die Welle, wie man es frtiber scbon 
vorausgeseben batte, ganz verbogen oder zerbrocben werden 
mtisste, wenn sie nicbt durcb eine Fubrung, die sie umgiebt,, 
an starkeren Pormanderungen verbindert wiirde. Die Welle 
stosst nun bei der fraglicben Gescbwindigkeit, die als ibre 
kritiscbe Gescbwindigkeit bezeicbnet werden soil, gegen 
die Fiibrungen, bat einen stark unregelniassigen Gang, ver- 
braucbt wegen der Reibung und der Stosse gegen die sie^ 
ringartig umgebende Fubrung viel Arbeit und versetzt den 
ganzen Apparat in starke Erscbiitterungen. Bei der kritiscben 
Gescbwindigkeit liesse sicb in der Tbat trotz des Auskunfts- 
mittels der ,,Fubrung^^, das scbliesslicb auf eine zeitweilige 
Herabsetzung der freien Lange der Welle binauskommt, kein: 




§ 27. Schwingungen von sclmell umlaufenden schwanken Wellen. 24S 

geordneter Masclimenbetrieb aufrecht erhalten. ' Sowie man 
aber min die Gescbwindigkeit der Welle nocb welter steigert^ 
bemerkt man^ dass die Welle anfangt^ wieder rubiger zu laiifen 
und wenn die Gescbwindigkeit gross genug geworden ist, lauft 
sie rnbiger als jemals Yorber. Man kann die Fiibrung jetzt 
vollstandig entfemen und bemerkt^ dass selbst aussere Stosse 
zu keinen grossen Ausscblagen der Welle mebr fiibren. Scbaltet 
man bierauf den Antrieb aus und uberlasst den rotirenden 
Korper sicb selbst^ so lauft die Welle anfanglicb rubig welter 5 
sobald sicb aber in Folge der Reibungen u. s. f. die Ge-- 
scbwindigkeit so weit vermindert bat, dass sie sicb wieder der 
kritiscben nabert, treten wieder starkere Scbwingungen ein 
und es wird Zeit, dass man YOn Neuem eine Fiibrung oder 
iiberbaupt irgend eine Sicberung gegen zu grosse Ausscblage 
der Welle anbringt, um ein Herausscbleudem zu Yerbtiten. 
Die als Fiibrung bezeicbnete ScbutzYorkehrung ist daber immer 
nur fiir das TJeberscbreiten der kritiscben Gescbwindigkeit, sei 
es im einen oder im anderen Sinne erforderbcb. Vorber und 
nacbber lauft die Welle ganz frei und sicber. 

Ausserdem zeigt aucb die Erfabrung, dass man die Welle 
selbst obne Benutzung einer ScbutzYorkebrung der genannten 
Art zu regelmassigen Umlaufen obne grosse Scbwingungen 
bringen kann, wenn man sie nur scbnelLgenug in sebr grosse 
Umdrebungsgescbwindigkeit Yersetzt. Dazu muss man natiir- 
licb nacb Art eines „Drebstosses^^ ein sebr grosses Kraftepaar 
auf sie einwirken lassen, das ibr scbon nacb ganz kurzer 
Zeit die erforderlicbe Umdrebungsgescbwindigkeit zu ertbeilen 
Yermag. 

Icb babe die Bescbreibung dieser Erfabrungen Yoraus- 
gescbickt, well sicb aucb die tbeoretiscbe Erklarung erst an 
sie ankniipfte. Es ist zwar moglicb, aber nicbt wabrscbeinlicb, 
dass man auf tbeoretiscbem Wege zur Erkenutniss der Mog~ 
licbkeit gekommen ware, eine Welle iiber ibrer kritiscben - Ge-* 
scbwindigkeit laufen zu lassen, wenn die Erfabrung nicbt den 
Weg dazu gewiesen batte. Es ware aber Yerfeblt, wenn man* 
die erst nacbtraglicb gefundene Tbeorie des Vorgangs darum 
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geringschatzig beurtbeilen wollte. Solange man sicb nicbt 
theoretiscb Recbenschaft tiber diesen zu geben vermochte, be- 
sass man nrcbts als einige vereinzelte Erfahrungen^ fiber deren 
Znsammenbang man so wenig auszusagen vermocbte, als fiber 
die Bedingungen, unter denen die gesebenen Erscbeimingen 
stets sicber zu erwarten seien. Erst durcb die tbeoretiscbe 
Bearbeitung wnrden die vereinzelten Erfabrungen zn einem 
woblgeordneten Bilde vereinigt, ans dem sicb erkennen lasst| 
warum und unter welcben TJmstanden so bobe XJmlaufs- 
gescbwindigkeiten zulassig sind. 

Icb begiime zunacbst mit der Erklarung der zuletzt be- 
scbriebenen Erscbeinung, bei der die Welle in sebr kurzer 
Zeit in eine Grescbwindigkeit versetzt wird^ die fiber der kriti- 

-scben liegt. In Abb. 35 sei durcb den 

ausseren Kreis der Umriss des auf der 
/ ,4. \ biegsamen Welle sitzenden Rades in der 

I Anfangslage angegeben. Die Zeicbenebene 

\ J stebt senkrecbt auf der Mittellinie der 

y Welle in der Rubelage, oder wie wir sagen 

-woUen, senkrecbt auf der Yerbindungslinie 

der Zapfemnittelpunkte der Welle^ die sicb 
in 0 projiciren mdge. Der Wellenquerscbnitt ist in der Zeicb- 
nung nicbt angegeben. Der Scbwerpunkt des rotirenden Korpers 
soli anfanglicb in S liegen. Die Strecke OS giebt also die 
Excentricitat an; sie ist der Deutlicbkeit wegen in der 
Zeicbnung viel grosser angegeben, als sie in Wirklicbkeit zu 
erwarten sein wird. 

N'un moge die Welle und mit ibr das Rad in scbneUe 
Umdrebung versetzt werden. Das Kraftepaar^ das wir bierzu 
am Rade angreifen lassen mussen^ wird durcb die auf Torsion 
beansprucbte Welle auf das Rad fibertragen. Nun wissen wir 
aber, dass ein Kraftepaar stets nur eine Drebung um eine 
durcb den' Scbwerpunkt gebende Axe, aber keine Y«erscbiebung 
des Scbwerpunkts berbeizufubren vermag. Das Rad wird also, 
sobald wir durcb Torsion der Welle drebend auf es ein- 
zuwirken beginnen^ nicbt eine Drebung um 0, sondern eine 
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Dreliimg um S' auszufulu-eii suchen. Da die Welle hinrei- 
chend biegsam seia sollte, wird es daran auch niclit merklich 
geMndert. Wenn die Welle gar keine Biegungssteifigkeit 
katte, kormte sogar dauernd tiberkaupt aur eiae Drekaag am 
S exfolgea. Der Befestigaagspaakt der Welle, der m-spriiag- 
lick mit 0 zusammeafiel, mksste dam eiaea Kreis am S be- 
sckreiben, der ia die Abbildmg paaktirt eiagetragea ist. 
Gram okae Biegmgswiderstaad darfea wir die Welle freilick 
aickt Toraassetzea. Deakea wir ms also den Befestimnars- 

_ O O 

punkt des Rades auf der Welle in seiner kreisforniigen Bahn 
nm den Schwerpunkt S etwa nack A gelangt, so ist OA der 
Biegnngspfeil der Welle nnd wegen der Biegnng wird die 
Welle ansser dem Kraftepaare, das die Umdrehung lierbeifiilirt^ 
ancb nocb eine Kraft anf das Rad tibertraffen, die A nach 0 
zuriickzufuliren sncbt. Erst diese Kraft wird nun aucb eine 
Bewegung des Scliwerpunktes S yeranlassen. Wir mussten 
uns aber obiiehin vorstellen, dass das' Rad sebr scbnell in 
Umdrehung versetzt werden soUte nnd konnen daber an- 
nebmeii; dass das diese Umdrebung bewirkende Kraftepaar so 
gross ist, dass es das Rad scbon mebrmals umgedrebt bat, 
beTor die durcb die Biegungselasticitat beryorgerufene Kraft 
den Scbwerpunkt merklicb yon seiner Stelle riicken konnte. 
Wie gross das Kraftepaar bierzu sein miisste, liesse sicb leicbt 
ansrecbnen; wir konnen aber darauf yerzicbten, da es sicb jetzt 
nnr um eine qualitatiye TJntersucbung bandelt und man sicb 
das Kraftepaar jedenfalls immer gross genug yorstellen kann, 
um die gestellte Bedingung zu erfullenw 

Nacb dem Satze yom Antriebe ist die Bewegungsgrosse, 
die das Rad wegen der Scbwerpunktsbewegung wabrend eines 
Umlaufs erlangt, gleicb dem Zeitintegrale der Biegungskraft. 
Ausserdem kann dieses Zeitintegral gleicb der Dauer eines 
Umlaufs multiplicirt mit dem grapbiscben Mittelwertbe der 
Biegungskraft wabrend eines Umlaufs gesetzt werden. Wir 
wollen uns daber iiberlegen, welcbe Ricbtung diesem Mittelwertbe 
zukommt. In Abb. 36 (s. S. 246) ist der Kreis, den A in Abb. 35 
bescbrieb, yergrossert berausgezeicbnet. A fallt der.Reibe nacb 
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Abb. 86. 


mit Oj uV s. f. zusammeU; tim daim wieder nach. 0 zu 

gelangen. In jedem Augenblicke ist die von der gebogenen 
iibertragene ,,Biegungskraft^^ von A aus 
nach. 0 zn gerichtet; ansserdem isi 
die Grosse der Kraft der Sehne AO, 
d. h. dem Biegungspfeile^ proportional. 
Jedem Punkte A^ auf der oberen 
Halffe des Kreises entspricht ein zum 
Durchmesser durch 0 symmetrisch 
liegender .Punkt A^ auf der unteren 
Halfte. Die durch die Sehnen A^O 
und A^ 0 dargestellten Biegungskrafte 
haben gleiche und gleichgerichtete: horizontalc; aber entgegen- 
gesetzt ■ gerichtete Vertikalcomponenten. Solange der Punkt A 
die obere. Halfte des Kreises dufchlauft^ wird der Schwerpunkt 
nach links und zugleich nach abwarts beschleunigt; durchlauft 
A die untere Kreishalfte, so wird S immer noch nach links^ 
aber jetzt zugleich nach aufwarts beschleunigt. Nun durch¬ 
lauft. freilich A den Kreis nicht gleichformig; sondern be¬ 
schleunigt. Wir wollen aber^ um nicht zu weitlaufig zu werden^ 
von diesem TJmstande jetzt absehen. Dann konnen wir sagen, 
.dass der Mittelwerth der Biegungskraft fur einen ganzen XJm- 
lauf im Allgenaeinen nach links hin gerichtet ist. Jedenfalls 
erkeimen wir daraus/ dass sich im Mittel S nach 0 hin ver- 
schieben muss und nicht nach aussen hin. Das ist es aber^ 
.worauf es ankommt. . 

Nehmen wir nun an, S sei nach einigen Umlaufen so nahe 
,an 0 hin geriickt, dass es als mit 0 zusammenfallend be- 
trachtet werden kann, so wird nachher J. einen Kreis um 0 
beschreiben, dessen Halbmesser gleich der Excentricitat e oder 
gleich der Strecke OS in der Anfangslage ist. Die Biegungs¬ 
kraft wirkt dann wahrend eines Umlaufs der Reihe nach von 
alien mbglichen Richtungen her mit stets gleicher Starke auf 
das Rad ein xmd j'^dt fur einen TJmlauf wird zu Null. Der 
Schwerpunkt vermag. also spaterhin dauernd in der Nahe von 
0 zu bleiben. . Die .anfangliche Excentricitat ist durch die 
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geringe Ausbiegung der Welle ausgegliclien und das Kad hat 
sich/’weim man so will, von selbst so eingestellt, dass es um 
eine freie Axe rotirt. 

Bei dieser Betrachtnng wird man freilich einen Nachweis 
4afiir vermissen, dass diese Bewegung min anch eine -stabile 
Bewegung ist, d. k man sieht wohl leicbt ein, dass die Be- 
wegung so wie bescbrieben weiter geben kann; aber es bleibt 
sweifelbaft, ob nicbt etwa durcb einen zufalligen Stoss von 
•aussen her, der den Scbwerpnnkt S etwas ans der Nabe von 
0 verriickt, der ganze Cbarakter der Bewegung geandert und 
•das Rad scbliesslicb docb nocb abgescbleudert werden kdnnte. 
Um uns bieriiber Gewissbeit zu verscbaffen, mtissen wir nun 
nocb in eine genaiiere quantitative XJntersucbung der Bewegung 
•eintreten. 

Hierbei nebme icb an, dass der Anfangszustand des be- 
reits in scbneller Rotation begriffenen Rades beliebig gegeben 
sei und dass es bierauf obne aussere Einwirkung sicb selbst 
iiberlassen werde. Icb nebme also mit anderen Worten an, ’ 
dass von der Welle nur nocb ein Torsionsmoment von solcber 
Grosse und solcbem Sinne auf das Rad ubertragen werde, um 
die Rotation auf gleicber Hobe zu erbalten, also um entweder 
die Bewegungswiderstande aufzubeben oder um (bei einem 
Turbinenrade) die fernere Bescbleunigung durcb die daran 
angreifenden ausseren Krafte zu verbindern. Ausserdem soil 
aucb das Gewicbt des Rades nicbt in Beriicksicbtigung ge- 
zogen werden. Man kann sicb dessen Einfluss etwa dadurcb 
beseitigt denken, dass die Welle, um die das Rad rotirt, lotb- 
recbt stebt; im Uebrigen ist aber das Eigengewicbt des Rades 
aucb so gering gegeniiber den gewaltigen Centrifugalkraften, 
die bei merklicben Excentricitaten und bei den grossen Ge- 
scbwmdigkeiten, um die es sicb bier bandelt, vorkommen, dass 
es ohnebin keine grosse Rolle spielt. Ausserdem soli scbliesslicb 
nocb vorausgesetzt werden, dass die Excentricitat auf jeden 
Fall gering gegeniiber dem Tragbeitsbalbmesser des Rades ist, 
so dass sie genau genug diesem gegeniiber als unendlicb klein 
betrachtet werden darf. 
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In Abb. 37 bedentet wie vorber 0 die Projektion der 
Verbindumgslinie der Mittelpunkte beider Zapfen, mit denen die 
Welle im Grestelle gelagert ist. S ist der Ort des Sctwer- 

punktes nnd A der Ort des Befesti- 
gungspniiktes zur Zeit OA demnacli 
der Biegungspfeil. Alle Strecken sind 
in die Abbildung stark vergrossert- 
eingetragen. Ansserdem sind zwei 
Coordinatenaxen gezogen nnd der 
Winkel^ den AS mit der X-Axe 
bildet^ ist mit cp bezeicbnet. Die 
X-Axe moge man sich in solcber 
Ricbtnng gezogen denken, dass der 
Winkel cp znr Zeit t — 0, also im 
Anfange der Bewegnng, gleich Null 
war. Die Rotation des Rades mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit u moge in solcber Ricbtnng erfolgen, dass 
der Winkel cp mit der Zeit wacbst, Dann kann der Winkel 
cp znr Zeit t 

cp — ut 



Al3b. 37. 


gesetzt werden. Die Biegnngskraft ^ ist gleicbgericbtet mit 
A 0 nnd bat die Grosse c . AO^ wenn c einen yon der Bie- 
gnngsfabigkeit der Welle abbangigen constanten Faktor be- 
dentet^ der nacb bekannten Satzen der Festigkeitslebre ans der 
Spannweite^ dem Qnerscbnitte Ser Welle nnd dem Elasticitats- 
modnl stets leicbt berecbnet werden kann. Die Biegnngskraft 
^ gebt zwar nicbt dnrcb den Scbwerpnnkt S] wenn wir sie 
nns parallel nacb S yerlegt denken^ tritt yielmebr nocb ein 
Ejraftepaar anf, Der Hebelarm dieses Kraftepaars kann aber 
nacb einer scbon Yorber ansgesprocbenen Voranssetznng ak 
nnendlicb klein angeseben werden^ so dass der Einflnss des 
Kraftepaars anf die Aendemng der Winkelgescbwindigkeit ansser 
Betracbt bleiben^ ii also in der That als constant angeseben 
werden kann. 

Horizontal- nnd Vertikalprojektion der Excentricitat e oder 
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A sind in der Abbildung mit den Buclistaben jp nnd q be- 
dclinet*, man bat dafiir 

p = e cos ut] q = e sin ut. 

ie dynamiscbe Grmidgleicbnng soil ebenfalls fiir jede Axen- 
ebtung gesondert angescbrieben werden. Wenn die Masse 
5S Rades mit m bezeicbnet wird^ ist 

d^x . . . 

3im OD p ist die Horizontalprojektion des Biegungspfeiles 
Aj daber c (x p) die Horizontalprojektion der Biegnngs- 
raft nnd das Minnszeicben driickt ans^ dass ^ nnd daber 
icb die Horizontalprojektion von ^ nacb deni TJrsprnnge 0 
Ln, der positiven Seite der X-Axe also entgegengesetzt ge- 
cbtet ist. Durcb Einfxibrnng der ftir p nnd q anfgestellten 
i^ertbe, geben die vorigen Gleicbnngen fiber in 

T ® ^ 

T ‘ + 2/ + ® ^ 

[iermit baben wir die Differentialgleicbnngen des Problems 
efanden. Die allgemeinen Losungen dieser Gleicbnngen konnen 
neb sofort angegeben werden; sie lanten 

X = A sin at 4- B cos at -4- ^ ^ cos ut 

‘ * — cc^ 

CC^ 

y = C sin at B cos at ^ 

[ierin ist a eiiie Constante^ die so ermittelt werden mnss^ dass 
ie Losnngen ricbtig sind; dagegen sind A^ B, JD willkiir- 
.cbe Integrationsconstanten, dnrcb deren geeignete Wabl man 
Lcb jedem beliebig gegebenen Anfangsznstande anznpassen 
ermag.- Hierans folgt^ dass wir in der Tbat die allgemeinste 
iosnng gefonden baben^ falls nnr nberbanpt die angegebenen 
Vertbe die Gleicbnngen (131) befriedigen. Man nberzengt 
icb davon leicbt; icb will die kleine Zwischenrecbnnng, die 


(132) 




250 Zweiter Absehnitt. Bynamik des starren Korpers etc. . , 

dazu erforderlicli ist, wenigstens fiir die sicli auf die X-Eich- 
tung bezietende Grleicbung durcbfiihren. 

Aus DijBferentiatioii nacE t folgt aus Grl. (132) 

^ — AaQ>o^at—Basin at — 

^-5 — — sin at — Ba^ cos at — e —2 • 

dt^ 11“ — 

Setzt man mm x nnd seinen zweiten Diflferentialquotienten in 
die erste der Grleicbnngen (131) ein^ so erbalt man 

— ~ a? (a sin at A- B cos at Ar ^ —2 ut] Ar ^ sin at 

c \ ' — a j 

2 

- 1 - B cos at A- e —5 cos ut A- ^ cos ut — 0. 

Die zwei letzten Glieder anf der linken Seite vereinigen sich 
aber zn 

, 

e -5 - 5 cos ut 

U“ — CZ“ 

Tiiid die ganze Gleicbung lasst sicb daher scbreiben 

^1 — y a^ [a sin at A" ^ cos at A" ^ ' 

Diese Gleicbung ist nun in der That identiscb^ d. b. fiir jeden 
Wertb der Yeranderlicben t und zugleicb fiir beliebige Wertbe 
der Constanten A und B erfiiUt, wenu der in der ersten Klammer 
stebende Faktor durcb eine passende Wabl von a zum Ver- 
scbwinden gebracbt wird. Man muss also 

■ ■ (133) 

setzen. — Fiir die sicb au'f die Y-Eicbtung beziebende Glei¬ 
cbung lasst sicb die Eecbnung genau in derselben Form 
wiederbolen; man findet dabei fur a denselben Wertb. 

- Fassen wir nun die durcb die Gleicbungen (132) be- 
scbriebene Bewegung naber ins Auge, so bemerken wir sofort, 
dass nur die ersten beiden Glieder des dreigliederigen Aus- 
drucks fiir x oder y von den Integrationsconstanten_, also vom 
Anfangszustande abbangen*, das dritte Glied ist im Uebrigen 
unabbangig vom Anfangszustande, wobl aber abb^gig von 
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<dein constanten Werthe der Winkelgescliwuidigkeit die 
itrerseits wieder in den ersten Gliedern niclit Yorkommt. Hier- 
nacli konnen wir nns die Gesammtbewegnng des Schwerpunkts 
in zwei Tlieile zerlegt denken^ also etwa 

^ = ^1 + ^25 

■ % =-4. sin 4-^ cos x^== e —s cos 

tsetzen und almlicli fiir y. Die Integrationsconstanten bestimmen 
.sich aus der anfanglicben Lage des Schwerpunkts zur Zeit 
= 0 und aus der Geschwindigkeit, die er zu dieser Zeit hatte. 
Dagegen kommt a in nicht Tor, d. h. der durch und y^ 
beschriebene Bewegungsantheil erfolgt genau so^ als wenn das 
Bad uberbaupt nicht rotirte. In diesem Falle batten wir es 
aber mit einer gewobnlicben barmoniscben Scbwingung zu 
tbun und wir wissen scbon^ dass der Scbwerpunkt bierbei 
eine Ellipse bescbreibt^ die aucb (bei passenden Anfangs- 
bedingungen) in einen Kreis oder in eine Gerade ubergeben 
kann. Jedenfalls kann dieser Bewegungsantheil, aucb wenn 
-etwa zu Anfang durch einen Stoss eine grossere Entfemung 
des Schwerpunkts Ton 0 herbeigefubrt wurde, niemals zu 
dauemd wachsenden Ausscblagen fiibren. Wir werden yiel- 
mehr zu erwarten baben, dass wegen der in der Recbnung 
nicht beriicksicbtigten Dampfung, diese harnaoniscben Scbwin- 
gungen in Wirklicbkeit nacb einem etwa erfolgten Stosse mit 
der Zeit ebenso abkliagen^ wie wir dies friiher bei der Unter- 
sucbung der gedampften Scbwingungen gefunden baben. 

Ganz anders ist es aber mit dem durch und y^ dar- 
gestellten zweiten Bewegungsantbede, der nur Yon u und sonst 
gar nicht Yon den Anfangsbedingungen abhangt. Ware etwa 
(nacb dem Abkliagen der urspriinglicb Yorbandenen barmo¬ 
niscben Scbwingung und bei Fernbalten jedes spateren Stosses 
Yon aussen her) und y^ zu Null geworden, so musste der 
durch x^ und y<^ dargestellte Bewegungsantheil jedenfalls immer 
nocb fortdauern. Die Bewegung x^y^ (wie wir der Kiirze balber 
sagen wollen) giebt demnacb eine Yon zufalligen- Umstanden 
abbangige Bewegung an, die der rotirende Korper genau so 



\ 
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ausfiibrt; als wenn er nicht. rotirte uiid die dater nicht ak 
ein wesentlicher Bewegungsantlieil anfgefasst werdeii karm. 
Jene Bewegung, die grade der rotirenden Welle eigenthiim- 
lich ist tind die fur alle Erscheinungen kestimmend auftritt^ 
fiir die wir uns bier interessiren, ist vielmebr die Beweguug 
Setzen wir also, um diese fiir sicb zu untersucben, vor- 
laufig den unwesentlicben Bewegungsantbeil gleicb Null, 

so bleibt nur nocb die Bewegung 

^2 = 6 ^ 2^2 cos ut-, y.2 == ^ sin ut 

ubrig. Man erkennt sofort, dass diese iu einer kreisformigen 
Bewegung des Scbwerpunkts bestebt, die mit der Winkel- 
gescbwindigkeit u bescbrieben wird. Der Halbmesser des 
Kreises r ist 

r = e - 2 — 

Kommt dagegen die Bewegung zur barmoniscben Scbwin- 
gung x^y^ bmzu, so legt der Scbwerpunkt eine epicycloidiscbe 
Babn zuriick*, er durcblauft namlicb einen Kreis, dessen Mittel-* 
punkt auf der Ellipse der barmoniscben Scbwingung fort- 
scbreitet. 

Die Starke der Ausscblage, die man zu erwarten bat, 
bangt nun yor allem yon der Grosse des Halbmessers r ab. 
Fiir kleiue Wertbe yon u wird r negatiyj das Vorzeicben ist 
iudessen bier xmwesentlicb, Jedenfalls ist dem Absolut wertbe 
nacb r etwas grosser als die Excentricitat e. Sobald sicb nun 
u dem Wertbe yon a nabert, fangt r stark zu wacbsen an 
und fiir ii = a liefert Gl. (134) sogar r = co. Wir seben 
biermit, dass bei dieser Gescbwindigkeit oder in ihrer Nabe 
unter alien Umstanden sebr starke Ausscblage zu erwarten 
sind, d. b. u = a ist die scbon aus den Versucben bekannte 
kritiscbe Gescbwindigkeit. Bezeicbnen wir diese mit so 
erbalten wir nacb Einsetzen des Wertbes yon a aus Glei- 
cbung (133) 
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Wenn u grosser wird als nmimt der Absolntwertli von r 
'W'ieder ab und ftir eine sebr grosse Grescbwindigteit u wird r 
fast zu Null. In diesem Falle bescbreibt (nahezu wenigstens) 
der Scbwerpunkt nur nocb die Ellipse der harmoniscben Schwin- 
gung Oder er bleibt, wenn diese abgeklungen ist und aussere 
Storungen fern gebalten werden^ in Rube, indem er dauemd 
niit 0 zusammenf allt. Damit komnien wir auf jene Bewegung 
zuriick^ die wir scbon vorber bei der bios qualitativen TJnter- 
sucbung als moglicb erkannt batten. Wir wissen aber jetzt 
aucb, dass diese Bewegung eine stabile ist, d. b. dass durcb 
einen ausseren Stoss nur eine barmoniscbe Scbwingung von 
derselben Art wie beim nicbtrotirenden Kbrper bervorgerufen 
wird, die allm'ablicb abklingt, so dass der Scbwerpunkt wieder 
nacb 0 zuriickgefubrt wird. Ein Heraussebleudern des Rades 
ist also bei Gescbwindigkeiten, die weit liber der kritiscben 
liegen, auf keinen Fall zu befiirchten. 

Man gewinnt nocb eine anscbaulicbere Vorstellung von 
der scbwingenden Bewegung des Rads durcb die folgende Con¬ 
struction. Man ■ trage auf der Ge- 
raden /S A in Abb. 38, die im Uebrigen 
Tollstandig mit Abb. 37 tiberein- 
stimmt, eine Strecke 8F ab, so* dass 

SF -( 186 ) 

ist. Ftir Wertbe von ii, die unter 
dem kritiscben Wertbe % liegen, 
wird dieser Ausdruck positiv und 
dann soil in jener Richtung ab- 
getragen werden, wie es in der Ab- 
bildung gescbeben ist. Ein negativer 
Werth von SF ware dagegen in der entgegengesetzten Ricb- 
tung, also von S aus in der Verlangerung von AS abzutragen. 
Man beacbte, dass P biemacb niemals zwiscben S und A liegen 
kann. Bei kleinen Wertben von u liegt P in der Nabe von A, 
aber ausserbalb der Strecke AS] wenn m wacbst, rtickt P von 
AL ab und ftir u = rtickt es ins Fnendlicbe. Wenn nocb 
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grosser wird/ rtickt P aus dem Unendliclien von der anderen , 
Seite der Geraden her anf 8 zu; fiir sehr grosse Werthe von 
u liegt P ganz in der Nahe von 8 und ftir u = oo fallt P 
mit S- zusammen. 

Der in dieser Weise fiir ein bestimmtes u construirte 
Punkt. P inoge auf dem Bade markirt werden und wir wollen 
znsehen^ welche Bewegung dieser Punkt ausfiihrt. Die Coordi- 
naten des Punktes seien mit bezeichnet. Dann ist mit 
Rxicksicht auf GL (136) . 

1 = ^ — ecos ut, 

■ ^ — a" / 

cc^ . , 

— smut, 

also^ weun man die Werthe von x und y aus den Gleichungeu 

(132) einfiihrt, ’ 

^ = Asm atB cos at j 

ri ~ G sin at cos at . 

Wir erkeimen hieraus^ dass im allgemeinsten Falle nicht der 
Schwerpunkt; sondern der Punkt P eine einfache harmonische 
Schwingung ausfiihrt; der Schwerpunkt^ wie schon vorher ge- 
fundeu; nur dann, wenn P mit 8 zusammenfallt, d. h. fur 
u — oo. Die gauze Bewegung kann nun in eine Translation 
zerlegt werden, die den Punkt P auf seiner elliptischen Bahn 
herumfuhrt und in eine Rotation mit der constanten Winkeh 
geschwindigkeit ic um den Punkt P. Bei dieser Darstellung 
iiberblickt man vielleicht noch deutlicher als vorher, dass grosse 
Bewegungen des Schwerpunktes, also ein starkes Schaukeln des 
Rades, von der Lage des Punktes P und hiermit von dem 
Werthe der Winkelgeschwindigkeit u bedihgt werden. 

Schlie'sslich moge noch der in GL (135) fiir die kritiscke 
Geschwindigkeit aufgesteUte Worth in eine Form gebrackt 
werden, die fiir die unmittelbare Anwendung in der Praxis 
moglichst bequem ist, .Hierzu fiihre ich eine Kraft P ein, die 
als Biegungslast an der ruhenden Welle angebracht einen 
Biegungspfeil. von 1 cm herbeifiihren wiirde. Wenn die Ab-" 
messungen der Welle u. s. £ gegeben sind, wird man P nach 
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denFormeln der Festigkeitslelire immer leicM bereclmeiL konnen- 
An einer fertigen Maschine kaim man P ancli durch einen un- 
mittelbaren Belastnngsversuch sofort experimentell feststellem 
Wemi die Welle zu steif ist, nm eine Durcbbiegung um 1 cm 
Qhne dauemde Verbiegungen zn ertragen, ist unter P das 10- 
facbe der Biegungslast zu versteben, die einen Biegungspfeil 
von 1 mm bervorruft oder iiberbaupt das facbe der zum 
Biegungspfeile — cm geborigen Last. Nacb der Bedeutung der 
Gonstanten c, die in den vorausgebenden Recbnungen vorkam^ 
bat man dann 

P 

P = c ‘ 1 cm Oder c — ~— • 

1 cm 


Das Gewicbt des Rades sei mit Q bezeicbnet; an Stelle der 
Masse m tritt daber jetzt 


m = 


Q 

981 cm 


sec^. 


Femer soil nocb an Stelle der auf Bogenmaass bezogenen Winkel- 
gescbwindigkeit u die Zabl der in der Minute ausgefiibrten Um- 
drebungen JV eingefiibrt werden, wie es in der Praxis gebraucb- 
licb ist. Unter ist also die kritiscbe Tourenzabl zu ver¬ 
steben. Dann ist 


und GrL (135) gebt nacb Einfubrung dieser Wertbe uber in 




oder zur Abrundung und genau genug fiir die praktiscbe An- 
wendung 


JV,= 300]/|. 


(137) 


Die Tourenzabl muss jedenfalls vermieden werden, 
Wenn die Welle mindestens bis 2mal so viel Touren 
macbt^ kann bereits auf einen rubigen Gang der Welle ge- 
recbnet werden. Besser ist es aber, wenn man die Welle bei 
gegebener Tourenzabl so scbwank construirt^ also P so klein 
macbt, dass das nacb GI. (137) berecbnete moglicbst weit 
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xmter der beabsiclitigten TJmlaufsgescliwuidigkeit liegt. Diese 
Bemerkung beziekt sick aber nattirlick nur auf sekr scknell 
Timlaufende Wellen; bei langsam umlaufenden construirt man 
Timgekekrt die Welle so steif, dass das nack Gl. (137) be- 
recknete Nj^ weit uber der beabsiektigten Gesckwindigkeit liegk 

§28. ScliwingTingen von scknell nmlanfenden Hangespindeln. 

Unter einer Hangespindel soli kier ein Stab verstanden 
werden, der oben an einem Gelenkbolzen drekbar befestigt ist, 
Ton da aus kerabkangt nnd am nnteren Ende eine Last tragt^ 
die etwa mit Hiilfe eines Hakens daran anfgek'angt sein mag. 
I).er Gelenkbolzen ist an einer scknell rotirenden Welle be- 
festigt^ er wird yon dieser mit kerumgenommen nnd dadurck 
wird anck die Hangespindel sammt dem daran anfgekangten 
Korper (etwa einer Centrifugentrommel) in Umdreknng um die 
lotkreckte Axe mit constanter Winkelgesckwindigkeit erkalten. 

In der Lage einer solcken Hangespindel ist z. B. jedes 
Pendel eines gewoknlicken Watt’scken Centrifugalregulators. 
!Nnr wird ein solcker Regulator gewoknlick mit Gesckwindig- 
keiten betrieben^ die weit unter jenen liegen, bei denen sick 
■die merkwiirdigen Bewegungsersckeinungen einstellen^ die kier 
erortert werden soUen. Bei Milckcentrifugen und aknlicken 
Masckinen yon koker XJmdrekungsgesckwindigkeit kommen aber 
Falle dieser Art ofters yor. 

Wir wissen sckon yon fruker ker (Bd. § 18)^ dass 
•ein solckes Pendel einfack lotkreckt kerabkangt^ so lange die 
Winkelgesckwindigkeit einen gewissen Wertk^ der jetzt mit 
bezeicknet werden mag, nickt iibersckreitet. Bei grosseren Ge- 
sckwindigkeiten entstekt ein Ausscklag des Pendels, der nack 
den friiker dafur entwickelten Betracktungen leickt berecknet 
werden kann. Bei jenen einfacken Ueberlegungen war aber 
keine Riicksickt auf die Sckwingungen genommen worden, die 
das Pendel (oder die ,;H^gespindeF) um diese Gleickgewickts- 
lage kerum auszufukren yermag und es liess sick daker da- 
mals nickt yorausseken, dass bei sekr koken Gesckwindigkeiten 
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^in Zustand eintreten kaim^ der gaiiz ’almlicli dem- bei der 
Lavarsclien Turbinenwelle ist. In .der That wird aus der 
nacMolgenden TJntersncliung liervorgelien, dass es fiir die 
Hangespindel eine gewisse Gresdiwindigteit giebt, nach deren 
TJeberscbreitung die Spindel wieder im stabilen Zustande lotb- 
recbt berabbangt. Dass nberbanpt eine genau lotbrecbte Steb 
lung der Spindel moglicb ist bei beliebigen Winkelgescbwindig-* 
keiteU; die grosser als sind, erkennt man freilicb leicbt, denn 
wenn die Spindel anfanglicb. lotbrecbt berabbing und Stosse 
von aussen ber ferngebalten warden, bestebt kein Grund, dass 
sie nacb irgend einer Seite bin ausweicben sollte. Das ist 
.aber im Allgemeinen nur eine labile Lage der Spindel, die 
Ton ibr bei der geringsten Storung aufgegeben wiirde, wobei 
die Ausscblage scbnell wacbsen und zu .einem Fortscbleudem 
der an ibr aufgebangten Last fiibren mussten. Praktiscb yer- 
wendbar ware daber eine solcbe Anordnung nicbt; sie wird es 
erst, wenn die Gescbwindigkeit tiber binaus gewacbsen ist, 
weil sicb zeigen wird, dass die ausseren Erscbiitterungen dann 
nicbt zu grosseren Ausscblagen fiibren. Hatiirlicb muss bier, 
ebenso wie im Falle der LayaFscben Turbinenwelle eine Vor- 
ricbtung angeordnet werden, die beim Anlaufen der Mascbine, 
so lange die Gescbwindigkeit nocb zwiscben % und liegt, 
starkere Ausscblage der Spindel verbindert. Sobald iiber- 
iscbritten ist, wird aber diese Anordnung uberfliissig und die 
Spindel lauft frei. 

Aucb in diesem Falle spielt die elastiscbe Verbiegung der 
Spindel eine entscbeidende Rolle; je scbwanker sie construirt 
ist, um so niedriger liegt und um so sicberer kann man 
die Spindel mit boben Gescbwindigkeiten umlaufen lassen. 
Das ist aucb yon mancben Praktikern scbon wobl bemerkt 
worden, beyor die Tbeorie des Vorgangs bekannt war. 

Zur recbneriscben Verfolgung der Scbwingungsbewegungen^ 
■die das untere Spindelende ausfiihrt, denke icb mir durcb die 
Mitte des Gelenkbolzens senkrecbt zur Gelenkaxe eine lotb¬ 
recbte Ebene E gelegt, die mit der const ant en Winkelgescbwin- 
digkeit u um die lotbrecbte Axe der Antriebswelle berum- 

rsppl, Dynamik. 2. Aufl.. 17 
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xotirt; Wir woll.^ii tins auf die Untersufeliimg der Sdiwingungs- 
t^wegimgen j^esclirankeii; bei d.enen sich das Spindelende nui 
so wenig yon der lotHrecliten Umdrelningsaxe entfernt^ dass 
die AnsscHage im Vergleiche znr Lange der Spindel als un- 
endlicL klein angeseben werden konnen. Dann bewegt sich 
das Spindelende (genau genng) in einer bo^izontalen Ebene. 

Diese Ebene sei die Zeicbnnngsebene 
Ton Abb. 39; 0 ist die Spur "dei 
lotbrecbten Umdrebtingsaxe; EE die 
Spur der Ebene E. W^nn keine 
Yerbiegnngen der Spindel vorkamen 
miisste das Spindelende stets in dei 
rotirenden Ebene jE entbalten sein 
Der Ansschlag der . Spindel wurde 
dann dnrcb eine anf EE liegende 
Strecke a gemessen; die gleicli dei 
Spindellange mal de,ni Winkel ware, 
nm den sicb die Spindel gegen den 
Grelenkbolzen gedrebt bat. In Wirkliobkeit liegt aber das 
Spindelende S im gegebenen Angenblicke nicbt in EE, son- 
dern es ist wegen der' Verbiegung um eine Strecke h davon 
entfernt. Der UnoLdrebnngssinn der Hangespindel moge so 
angenommen werden, dass der Winkel (p^ den die Ebene EE 
mit der X-Axe des festliegenden Co ordinatengjsterns bildet. 
im Laufe der Zeit wacbst. Dann konnen wir Sagen, dass in 
der Abbildnng S binter der Ebene EE zuruckgeblieben isi 
xmd immer, wenn dies der Fall ist, wollen wir die Bieguing I 
positiy recbnen. . 

Dass tiberbaupt ein Anlass zii Biegungen nnd zwar zn 
starken Bifegnngen der Hangespindel bestebt^ ist iibrigens leicbi 
einznseben. Man nebme z. B.. an, dass der Ansscblag a, dei 
Ton der Drebnng im Gelenke berrubr^ grade im Wacbsen be- 
grifiPen sei. Dann erlangt die Masse m .der ard Ende der Spindel 
bangenden Last eine grossere Grescbwindigkeit^ denn bei con- 
stanter Winkelgesebwindigkeit n wird die lineare Gescbwindig- 
keit yon m um so grosser, j'e mebr sicb ^ yon der Uni- 
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drehungsaxe entfemt. Die Gescliwiiidigkeit, von m kann aber 
tar dnrcli eine daran angreifende Tangeiitialkraft bescblennigt 
werden. Es muss also eine Kraft an m angreifen^ die senk- 
recbt zur Ebene E stebt nnd die einzige Kraft^ die in dieser 
Riclitnng aiif m iibertragen werden kann, kann nnr die durcb 
eine Verbiegung 6 geweckte Biegungskraft sein. Man - sieM 
sofort^ dass das Spindelende S in der That hinter der Ebene E 
znriickbleiben mnss^ wenn der Ansschlag a im Wachsen be> 
griffen sein soil; denn die Spindel sineht sich dann wieder grad 
zu strecken, also & zu vermindern nnd sie tijeibt hierbei die 
Masse m, die wir nns in S concentrirt denken konnen; gegen 
bin; bewirkt also damit die erforderliche Tangentialbeschlen- 
nignng von m. Umgekehrt muss b_ei abnehmendem Ausschlage 
a die Biegung 6 negativ sein, 8 also vor der Ebene E (im 
Sinne der Umdrehung gezahlt) liegen. Bei grossen Winkel- 
geschwindigkeiten sind die Tangentialbeschlennignngen; die zix 
Aendemngen des Ausschlags a gehoren/sehr betrachtlich; sie 
wachseU; wie man leicht erkennt; mit dem Quadrate der Winkel- 
geschwindigkeit; sind also z. B. bei Centrifugengeschwindig- 
keiten von 6000 Touren 10000 Mai so gross als bei einer 
langsamen Rotation von 60 Touren in der Minute. Hieraus. 
sieht man auch; wie wichtig die Verbiegungen; die unter dem 
Einflnsse von Eraften, entstehen, die nach diesem Gesetze zu- 
nehmen; bei grossen XJmdrehungszahlen werden mussen; wenn 
sie auch bei den gewdhnlich vorkommenden niedrigen Ge¬ 
schwindigkeiten nnr eine ganz untergeordnete Rolle spielen. 
Jedenfalls mtissen wir also darauf rechnen; dass bei hinreichend 
hohen Geschwindigkeiten die Biegungen 6 von gleicher Grossen-, 
ordnung mit den Ausschlagen a selbst zu werden vermogen 
nnd wir seheU; dass die Theorie der Schwingungsbewegungen 
nnr unter Berticksichtigung dieser Biegungen zu richtigen 
Resultaten fiihren kann. 

Die rechtwinkligen Goordinaten von ./5 sind mit x und y 
bezeichnet; sie lassen sich mit Hiilfe des Winkels wie man 
ans Abb. 39 sofort erkennt; leicht in a und 1 ausdrucken und 
zwar erhalt man 


17^* 
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X = a cos 9 + J sin (jp 
y = a sin g) — h cos g? 


( 138 ) 


Um die BescUennigungen von 8 in den Riclitnngen der Coordi- 
natenaxen zn erhaltenj differentiire icli diese Grleichungen zwei- 
mal nacli t, wobei zu beachten ist^ dass 


Oder gleich der constanten Winkelgescbwindigkeit ist. Man 
erbalt dann ^ 

d^x d^a , d^b . ^ da . . 

= —^cosq>-{-^,am<p-2-^usmcp 


2 ^ M cos 9 


■ au^ cos g) — hu^ sin tp 


d^-a . 
^smg, 

, c^dh 


d^b . ^ da 

__^cosg, + 2j^MCOsg) 

sin 9 — au^ sin g) ■+• hu^ cos g? 


Diese Wertbe mit der Masse m mnltiplicirt geben nach dem 
dynamiscben Grmndgesetze die in den RicMnngen der Coordi- 
natenaxen genommenen Coraponenten der resnltirenden Kraft 
an^ die auf die Masse m (die bier stillscbweigend stets als 
materieller Punkt bebandelt wurde) wirkt. Auf m wirken aber 
drei Krafte ein: das Grewicbt Q von der Grosse mg, die von 
der Spindel in axialer Ricbtung (d. h. langs der Verbindungs- 
linie beider Spindelenden) ubertragene Aufhangekraft und die 
^^Biegungskraft^^, die wie bei der TJntersucbung der Laval- 
schen Turbinenwelle gleicb. cb gesetzt werden kann; die Con- 
stante c ist also -wiederum ein Maass fur die Elasticitat der 
Spindel. Die zuletzt angefubrte Eraft liegt schon in der Coordi- 
natenebene und aucb die beiden ersten miissen sick zu einer 
Resultirenden in der Coordinatenebene vereinigen lassen^ da 
die Bewegung in dieser Ebene verlauft. Diese Resultirende ist 
vom Spindelende nacb dem Coordinatenursprunge bin gericbtet 

und gleicb Q zu setzen^ wenn mit s der Abstand beider 
Punkte und mit I die Spindellange bezeicbnet wird. 
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' Zerlegt man die Resultirende tnid die Biegxmgskraffc in 
Componenten nacli den Coordinatenaxen^ so hat man nach der 
dynamischen Gmndgleichnng . 


R ^ _ _ n 

dt^~ V 


9 

Q d^y 

g dt^ 


ch sinq) 


Q ~Y “4“ 9 


(140) 


Hier sind noeh fur die Beschleunigungscomponenten ihre Werthe 
aus den Gleichungen (139) einzusetzen. Fxihrt man dies aus 
und ordnet nach den Paktoren sin (p und cos <p, so gehen die 
Gleichungen tiber in 

iQdn 

. { Q a 

+ COS 9 I - 

( Q d^a , ^ 


Q 


+ 


g dt^ ^ g dt g ' „ 

— + -i 


Q dl 
9 dt 


9 


7^ + ^M+1 

|a) =0 
a] + 


+ cos9{—+ I?. —c&) 


=0 


(141) 


g g^ dt^ g 

Man bemerkt nun sofort^ dass der Faktor von cos gp in der 
ersten Gleichung mit dem Faktor von sin cp in der zweiten 
uhereinstimmt^ walirend der Faktor von sin p in der ersten 
Gleichung das Negative des Faktors von cos gp in der zvreiten 
Gleichung ist. Die beiden Gleichungen sind also^ wenn man 
die Klammerwerthe zur Abkurzung mit 0 und W bezeichnet^ 
von der Form 

" ^ sin gp -f" gp = 0 , 

W sin gp — O cos gp = 0. 

Aus der ersten erhalt man 

, W 

tg(p=—-^ 

Tmd aus der zweiten 

, ® 

Wenn beide mit einander vertraglich sein sollen^ muss also 
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sein, imd da sowdlil 0 .als ^ stets reelle Wertlie besitzen^ 
kana dies .OT^ dadnrcb erfiillt seiiX; dass beide gleicb Null siud. 

Man kann kiernacb die Gleicbungen (141) durcb zwei 
einfacbere ^ersetzen, die aussprecbeu; dass # und W Null sind. 
Nacb Wegheben des Faktors ^ erbalt man daber 

d** & ^ d (x 9-T I ff 'L \ T A \ 

^ 'dh \> \g n h ^ ^ 

■ dti +“ dt -r — 0 I 

Das sind die Differentialgleicbungen unseres Problems. Da die 
abbangigen Variabeln a und i nocb in beiden Yorkommen^ 
eliminire icb zunacbst die Veranderlicbe ij indem icb die erste 

dh d^h . > 

Gleicbung nacb i differentiire und fiir ^ ^ und , die sich 

durcb Auflosen der zweiten Gleicbung nacb ergebenden 

Wertbe einfubre. Hierdurcb' erbalt man fur den Ausscblag a 
die gewobnlicbe Differentialgleiehung Yierter Oxdnung 

OT+S (¥+1+2“’)+«(!-“■) (f 

Eliminirt man auf dieselbe Weise a anstatt h, so findet man 
dass aiicb 6 genau derselben Differentialgleiehung wie a ge- 
nugen muss. Man brauebt in Gl. (143) nur liberall 6 anstati 
a zu sebreiben/um die Differentialgleiehung fiir & zu erbalten 
' Die in GL (143) Yorkommenden Klammerwertbe sind con 
stante Grossen. Zur Abkiirzung moge dafur gesetzt werden 

« + H + j 

SO dass Gl. (143) in der einfacberen Form 

d^(t I _ d"" 0/ I A cL' 

angesebrieben werden kann. Das, allgemeine-Integral diese; 
Gleicbung lasst sicb aber sofort in der Form 

a—C-^ C.2 -f" Q 4 " C 4 (146 
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:!aiigeben^ wobei die C die willkurlicben Iiitegrationseoastaiiten) 
a aber constante Werthe sind, die als Wurzeln der bi- 
qtiadxatisclien Grleicbung ,, 

• - Xa^+ ^=-= 0 ' ■ ~ •■ '-(147) 

^zu ermitteln sind. Der JSTacbweis d.afiir, dass der in GrI. (146) 
fiir cc angegebene Wertb. in der That der ® (145) miter Be- 
acbtnng der Nebenbedingung (147) geniigt, kaiin leicM er- 
bracbt werden; diese einfacbe Zwiscbenrecbming soli aber weg-, 
'gelassen werden. 

Die Anflosnng der Grl. (147) liefert 

a =+|/—ft. (148) 

Von .don vior Wurzeln sind also mindestens zwei. imaginar, 
denn I setzt sick aus lauter positiven Gliedern zusammen und 
ist daber selbst positiv. 

Exponentialglieder mit rein imaginaren^ Exponenten in 
Grl. (146) lassen sicb in bekannter Weise auf reelle trigono- 
metriscbe Functionen znrtickfiibren; sie stellen also periodiscbe 
Aenderungen des Ausscblags a dar^ die kein dauerndes An- 
wacbsen des Ausscblags berbeifiibren konnen. KFimmt man dai 
gegen das positive Vorzeicben vor der inneren Wurzel^ so kaim 
man reelle Wertbe von a erbalten. In diesem Falle kommt in 
GL (146) ein Glied vor^ das mit wacbsendem t unbegrenzt 
weiter wacbst. Wenn aucb der Ausscblag a im Anfangs- 
ziistande sebr klein -war, so muss er in diesem Falle immer 
weiter anwacbsen; obne Fubrung kann also die Hangespindel 
dann nicbt laufen. 

Wir erkennen also zunacbst als notbwendige Bedingung 
fiir den rubigen Gang, dass ft jedenfaUs nicbt negativ sein 
•darf, denn sonst batten wir sofort reelle Wertbe von a, Wenn 
•dagegen ft positiv und kleiner als -j- ist, kommen nur ima- 
ginare Wertbe von a vor und GL (146) stellt eine periodiscbe 
Bewegung dar. In diesem Falle baben wir einen rubigen Gang 
der Spindel zu erwarten. W'are scbliesslicb ft grosser als 




ffl.d.rn “irir “*!“ ‘"""‘^ ^ ®*^) 

aber filr A nr.,! -i ' w ™’'®S»eoat waoisen. Sobald mm 
^ber to A ^ Wertt. aa, d„ ffleidimgea (144) ein- 

-H erW d.aa ^ 4,ri« ll 

b.cb “* ^“- 

'*-(t-“’)(-|-+ «-«■) 
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d«r scKoa^S, b17i"* 8 18*^**J' denelbe Werlh, 

®d dort ,„it b^Let 

d® ™XjSL“rf -W acUiasaKch auclr 

^ K i +Q ‘ (150) 

rxt"j7“ d'T'^ 

md ffilirt an SteUe von c die K-r»ff ? ■ a 
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s™m>d.p apfc Wa^el^bep pplerZidT Bd 


JLufgaben. 


265 


praktiscla vorliegenden Fallen wird aber dieser Summand ge- 
■wolinlicli nur klein sein gegenuber dem anderen, so dass sick 
nur ^venig von dem kritiscken Wertke des vorigen Para- 
graphen nntersckeidet. — Ein wesentlicker Untersckied gegem 
liber dem frukeren Falle besteht aber kier darin, dass wir jetzt 
ein gauzes Gresckwindigkeitsgebiet (von bis u^) kaben, inner- 
halb dessen urspriinglick kleine Ausseklage bis zu endlicker 
Grosse anwacksen miissen, wenn dies nickt durck eine Hiilfs- 
fukrung. verkindert wird, wakrend bei der Laval’scken Tur- 
binen-welle nur fiir eine ganz bestimmte einzelne Gesckwindig- 
keit ein unbegrenztes Anwacksen der ursprungkck sekr klein 
Torausgesetzten Ausseklage zu erwarten war. 

. Bei der Hmgespindel reicken die Gebiete fiir den rukigen 
Gang 

• n) bei kleinen Gesekwindigkeiten 


von u 


bis 


9 _ 

I ’ 


b)' fur grosse Gesekwindigkeiten 

von u -f- ^ bis u = oo. 


Construirt man die Hangespindel sekr steif, so wird P sekr 
gross und man kann den rukigen Gang in dem oberen Ge- 
sckwindigkeitsgebiete erst bei sekr koken Umdrekungszaklen 
erreiclien; man wird daker besser tkun, die Spindel ziemlick 
biegsaxn zu waklen. 


Aufgaben. 

jLO. Aufgahe. JEin Stab, mif den sonst keine dusseren Krdfte 
mrken . und der vorJier in Bulie war, erhdlt plbtMich einen Stoss von 
gegebe^em Impulse an seinem einen Ende rechtwinklig mr Langs- 
ricJitti'ng; man soil die zu Stande kommende JBewegung angeben. 

JO d sung, Man kann die Anfgabe entweder mit Hiilfe des 
Flacliensatzes (so wie in §. 25 a) oder mit Hiilfe des d^Alembert^- 
seken Princips losen; wir entsebeiden uns Mer fiir das d^Alembert’- 
seke Princip,- weil man dieses obnebin anwenden muss, wenn etwa 
daneben nocb nack der Biegungsbeanspruckung gefragt werden sollte^ 
die der Stab bei dem Stosse erfabrt. 
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Es wird ‘sicb. vor alien Dingen darum bandeln^ den Bewegungs- 
zustand des Stabs xmmittelbar nacb dem Stosse zn erfabren. Die 
Bewegung ist jedenfalls eine ebene; der Stab bewegt sicb namlicb 
in jener Ebene, die durob die Stabmittellinie .und dnrcb die Eicb- 
iiung der Stosskraft gelegt werden kann. Eine ebene Bewegimg 
kann in jedem Aiigenblicke als eine Drebnng um eine znr Be- 
wegungsebene. senkrecbte Axe oder,. wie man einfacber sagen kann, 
.als eine Drebnng nm einen in dieser Ebene entbaltenen Punkt anf- 
gefasst werden. Wir woUen znnacbst die Lage dieses Momentan- 
■centrums anfsncben. 

Dazu bringen wir an jedem Massenelement des Stabes in einem 
bestinimten Angenblicke wabrend des Stosses eine Tragbeitskraft 
..p an. In Abb. .40 sei AJB die Stab¬ 
ly_^ mittelbnie^ die Stosskraft P wirke 

^ am Ende P. Wenn die Masse des 

I i j 5 Stabs mit m und seine Lange mit I 

I ^ I bezeicbnet wird, kommt auf ein 

j ^ L^ngenelement dx im Abstande so 

j vom Momentancentrum 0 die Masse 

- Z- -:-H . 

‘ —,—. Wenn die Winkelgescbwindig- 

Abb. 40. V . 

keit znr Zeit t (wabrend des Stosses) 
mit u bezeicbnet wird, ist die Gescbwindigkeit v dieses Massen- 
elementes gleicb m(c und man bat 


Dieser Bescbleunigung entspricbt eine Tragbeitskraft von der Grosse 

mdx du 

die also mit x proportional ist. Denkt man sicb die Tragbeits- 
krafte uberall abgetragen, so liegen die Endpunkte auf einer durcb 
0 gebenden graden Linie, die in der Abbildung mit CD bezeicbnet 
ist. Die Tragbeitskraffce mussen nun in jedem Augenblicke w§,brend 
des Stosses mit .der Stosskraft P im Gleicbgewicbte steben. Wir 
scbreiben eine Momentengleicbung fur 0 als Momentenpunkt an 
und. erbalten 


.2? Z v 

J*x^dx-{- J* 


Mit Xi sind bier die Abstande der nacb links bin von Q liegenden 
Stabtbeile bezeicbnet. Die Ausfiibrung def Integrationen liefert 
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m du 

I "SY 


3 


Zugleicli muss aber die algebraiscbe Summe aller Krafte gleicli 
ISFull sein. Wir habeu daber nock die weitere Gleickung (die auck 
sckon aus dem Satze tiber die Beweguug des Sckwerpuukts ker- 
Yorgekt) 


w du 
I dt 


J.i. -f: 


x^dx^ 


ifth du " 

T 'Id 


Der Vergleick b eider Gleickungen liefert 






Oder 


Setzt man nun nock z^ = I — z ein, so gekt dies tiber in 
_ 2 (2 — ^)3 _j_ 3^(2 — kieraus z — 

O 

Die vorausgekende Gleickung fiir P gekt damit tiber in 

p_ m du \P 

^ ~ T ^ 

Tind kiernack ist die Winkelgesckwindigkeit, die der Stab nack 
Ablauf des Stosses erlangt kat, - 



Wenn von eiuem Stosse gesprocken wird, setzt man dabei 
stillsckweigend voraus, dass die Zeit, wakrend deren er ausgeiibt 
wird, so klein ist, dass sick der Kdrper inzmscken nickt merklick 
aus der Anfangslage versckieben kann. Wir kennen daker jetzt 
den Bewegungszustand des Stakes unmittelbar nack dem Stosse 
vollstandig. Weiterkin wirken keine ausseren Krafte mekr'auf ikn 
ein und er bewegt sick daker nack den Lekren tiber die Bewegung 
eines sick selbst tiberlassenen Korpers. Der Sckwerpunkt besckreibt 

also eine gradlinige Bakn mit der Gesckwindigkeit die er beim 
«• ; ’ . ' ^. '' u ' ’ i. ; 

Stosse erlangt kat. Zugleick drekt sick der Korper mit der iGe- 

sckwindigkeit u stetig weiter, denn die zugekorige Drekase ist 
offenbar eine freie Axe. Alle tibrigen Tunkte ausser deni Sckwer- 
punkte besckreiben daker cycloidiscke Baknen. — Siekt man' P und 
die Tragkeitskrafte als Lasten an, dem rukenden Stake an, , so kank 
auck die Biegungsbeanspruckung, die.er erfakd^, .bcrecknet werden^ 
man muss aber kierzu nickt nor wissen, wie gross, der, Stossimpuls 
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fpdt im Ganzen ist, sonderu? auck, wie gross die Kraft P 7 , 

irgend einer Zeit selbst ist. Je sckneller der Stoss bei gegebenei 
Impuls sick abspielt, um so grosser wird die Biegungsbeanspruckun 
und bei sekr grossen Wertken von P wird es auck notkig, di 
elastiscke Borman derung des Stakes wakrend des Stosses selbst z 
verfolgen, wovon bei der voransgegangenen Eecknnng abgeseke: 
werden konnte* 

11. Aufgabe. Man soil auf G-rimd des d'Alemberfsche 
Princijps die JBiegungsbeans^ruchung berechnen, die die Meuelstang 
einer schnelllaufenden Damjpfmaschine erfdhrf. 

Lb sung. Sckon im ersten Bande sind einige Betracktunge: 
tiber den Knrbelmeekanismus der Dampfmasckine durckgefiibi 



Abb. 41. 


worden, an die ick kier ankntipfen kann. Abb. 41 gleickt sons 
ganz der Abb, 55 auf S. 206 der 2 . Aufl. des ersten Bandes nn 
es ist kier nur nock ein Langenelement dz der Pleuelstange ir 
Abstande z vom Krenzkopfzapfen besonders kervorgekoben. Di 
Ordinate von dz ist mit y und die von der Itnken Todpunktlag 
aus gerecknete Abscisse mit x bezeicknet. 

Mit der sckon friiker beniitzten und ftir den vorliegenden Fa] 
stets kinreickenden Annakerung cos if; = 1 erkalt man 

X = z r — rcos^; y = ~ r sin 9 . 

I 

Beacktet man nun, dass z constant ist, so lange man immer nu 
dasselbe Massentkeilcken ins Auge fasst und dass auck 



als constant betracktet werden kann, so erkalt man fur die Be 
sckleunigungscomponenten des Massentkellckens 

d'‘x _ 9 d/'^y ^ 9 . 9 

= ru^ cos go; ^2 =-^ ru'‘ sin 99 = — yw^. . 

Die zum LSngenelemente dz der Stange gekorige Masse sei mit 9 
bezeicknet; dann sind die mit X. und Y bezeickneten Componente: 
der Tragkeitskraft, die an dz angebrackt werden muss, 
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X= — mru^ cos cp'^ Y—myu^. 

Kiernacli ist X unabK^ngig von also for alle Massentkeilclien 
der Stange gleich gross (bei gleicbem m), wahrend Y mit y oder 
mit 0 proportional von dem Kreuzkopfende* der Stange znm Knrbel- 
zapfenende bin wacbst. Die durcb die Yor- 
zeicben ausgewiesenen Eicbtungen von X und 
Y sind in Abbildung 42 nocb besonders ein- 
getragen. 

Um die Biegungsbeansprucbnng der Pleuel- 
stange zu berecbnen, muss man sicb die Stange, Abb. 42. 

die bierbei als ein auf zwei Stiitzen rubender 
Balken aufzufassen ist, in Enbe denken und die Tragbeitskrafte als 
Lasten daran anbringen. Es fragt sicb dann, bei welcber Stellung 
der Stange die Biegungsbeansprucbnng am grossten wird. Auf die 
Liastcomponenten X, die im Uebrigen zu den scbon im ersten 
Bande besprocbenen Erscbeinungen des „Massendrucks“ fiibren, 
kommt bei der Biegung offenbar nicbt viel an, da sie nur wenig 
von der Eiobtung der Stange abweicben, also im Wesentbcben nur 
eine axiale Beansprucbung der Stange berbeifubren. Die Last- 
eomponenten Y steben dagegen in alien Lagen nabezu senkrecbt 
znr Stange und wir mtissen uns daber fragen, wann sie am grossten 
werden. Dies triffl dann zu, wenn sin 9 = l wird, oder (was 
Mer mit Eiicksicbt auf die Yernaeblassigungen, die wir von vom- 
Eerein macbten, auf dasselbe binauskommt) wenn 'ip seinen grossten 
Wertb annimmt. 

Das Belastungsscbema wird denmacb durcb Abb. 43 zum Aus- 
druck gebracbt. Die grdsste Intensitat nimmt die Belastung am 
recbfen Auf lager an. Eur jedes Massen- 
tbeilcben m ist dort die Last mru^ an- 
zubringen. Das ist iibrigens genau der 
Wertb der Centrifugalkraft ftir das den 
Kurbelwarzenkreis durcblaufende Tbeil- 
^ben und die Last, muss aucb diese 
Grosse annebmen, da ja an dieser Stelle Abb. 48. 

die Tragbeitskraft sicb in der That auf 

eine einfacbe Centrifugalkraft reducirt. Yom recbten Auflager nimmt 
die Belastung nacb links bin gleicbmassig ab. 

Wir baben nun eine einfacbe Aufgabe der Eestigkeitslebre 
vor uns, die mit der in Aufg. 1'6 des zweiten Bandes auf grapbiscbem 
YVege gelosten fast vollkommen ubereinstimmt. Die auf die L’^ngen- 
einbeit entfallende Belastung q bn Abstande z vom linken Auflager ist ^ 
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wenn das ganze Gewiclit der hierbei als cylindriscb Yorausgesetzten 
Stange imk ^ •‘bezeiebnet wird. , Man kann nun leicbt die Auflager- 
brafte' auf- beide Stiitzpunkte und biernacb das Biegungsmoment 

Dann sucbt man das Maximal- 
moment auf und berecbnet die 
Biegungsspannung (S mit Hiilfe 
der gewobnlicben Biegungs- 
gleicbung. 

1^. Auf gate. Man soil 
die Biegungsl)eanspruchmg einer 
Kuppelungsstange AJB zwischen 
zwi Treibradefn einer Lokomotive lerecJinen (vgl. Abt. 44). 

L6sung. Die Aufgabe kann ganz abnlicb wie die vorber- 
gekende bebandelf werden; sie ist aber insofern einfacber, als sieb 
die Bewegung der Kuppelungsstange in zwei Antbeile zerlegen lasst, 
Yon denen der eine die gleicbformige gradlinige Translationsbewegung 
d^stellt, die die Stange mit dem Fabrzeuge zusammen ausfubrt, 
wabrend der andere Antbeil in der EelatiYbewegung geg.en das Babr- 
zeug bestebt., Der erste Antbeil kann zu keinen Tragbeitskraften 
fiibren; man braucbt sieb also nur um den zweiten zu kiimmern. 
Dieser bestebt ebenfalls in einer Translationsbewegung, bei der alle 
Punkte Kreise Yom Halbmesser r zuriicklegen. Die Tragbeitskrafte 
sind daber Gentrifugalkrafte Yon der Grosse mu^r und gleicbmassig 
liber die ganze Stangenlange Yertbeilt. Die 
Biegung wird am grossten, wenn die Centri- 
fugalkrafte senkrecbt zur Stange steben, also 
in der tiefsten oder in der bocbsten Lage der 
Stange; bei der tiefsten addirt sieb nocb die 
Biegung durcb das Eigengewiebt, das frei- 
licb gegeniiber den Tragbeitswirkungen bei 
einer scbnell laufenden LokomotiYe nur ge- 
ring ist. 

13. Auf gate. Lie Mittellinie ernes Stales 
hat die in All. 46 angegetene Z~f6rmige Ge¬ 
stalt. Ler Stab rotirt um den in der Mitie 

_ liegenden Lwnkt 0; man soil die Biegungs- 

Abb. 45 . , beanspruchung wnd die elastisclie Formdnde- 

rung berechmrl, die der Stab erfdhrt. 

Lb sung. Der eigentlicb dynamisebe Tbeil der Aufgabe isi 
bier sebr einfacb. Man braucbt nur tiberall die Gentrifugalkrafte 
anzubringen, um die Aufgabe auf eine der Eestigkeitslebre zuriick- 
zufubren. Die Gentrifugalkrafte am mittleren Tbeile tragen zui 
Biegung niebts bei, sondern nur die an den Seitenfortsatzen. Eiii 



fiir' einen Quersebnitt z bereebnen. 
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«men Querschnitt mm berechaet man die Summe der statiselieii 
Momente der links von mm'liegenden Centrifugalkrafte C. Da 
C = ist, bat man fiir die Vertikalcomponente G' von C den 
Werth. mu^a, d. b. die Lasten C' sjiid uber den Seitenfortsatz gleicb-. 
massig vertbeilt. Das grosste Biegungsmoment tritt im, Pnnkte A. 
auf nnd es ist 

Tf/T Q 2 ^ 

•^max — ~ U ^ ' 

9 ^ 


wenn mit Q das Gewicht des seitliclien Armes Lezeiclmet wird. 
Auch der mittlere Stabtheil wird Yerbogen und das Biegungsmoment 
kann fur jeden Querscbnitt nn ebenfalls sofort angegeben werden. 
Es ist 


If: 


Q 2 ^ 
9 2 


(a — «) = . 


■ z. 


Eur ^ = 0 wird M zu Null. -— Nacbdem die Biegungsmomente 
bekannt sind, kann man die auftretenden Verbiegungen so wie bei. 
einem Bogentrager (Band III, § 33) berecbnen. 

li. Auf gale. In welch em Alsiande vom Schtcerpunkte muss- 
ein physisches Fendel aufgelicingt tverden, loenn die Sclhwingungsdaiter 
mlglichst Mein werden soil? 

Llsung.. Die Sebwingungsdauer Mngt von der reducirten 
Pendell^nge I ab und diese ist nacb den Gleicbimgen (76) und (77) 

Qs — s \ 

Das Tragbeitsmoment G fiir eine Axe, die den Ab stand s Yom 
Scbwerpunkte bat, folgt aus dem Tragbeitsmomente ©q fur die 
dazu parallele Sebwerpunktsaxe nacb der Eormel (vgl. Band m,. 
Gl. (53), 

0 = 0o + |s^ 


Oder, wenn man mit den Tragbeitsradien t und reebnet, 
Eiir l erbalt man daber 



Dieser Ausdruck soli durcb geeignete Wabl Yon s zu einem Minimum, 
gemaebt werden. Durcb Differentiiren findet man 

1^=1 —— 0 Oder s = 
as s- . 
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Da ferner 

also positiv ist, bat man fiir s = in der That" ein Minimum und 
war 2 Iq. Man erkennt zugleicb, dass die Scbwingungs- 

-dauer fiir alle unter einander parallelen Axen, die denselben Abstand 
vom Sebwerpunkte baben, gleicb gross ist. Der Kreis vom Halb- 
messer (q um den Scbwerpunkt entbalt alle Aufbangepunkte, um 
die der Korper seine scbnellsten Scbwingungen ausfiibren kann. 
Je waiter sicb der Aufbangepunkt nacb aussen oder nacb innen 
Ton diesem Kreisumfange entfernt, um so langsamer warden die 
Scbwinguiigen. Wenn der Aufbangepunkt unendlicb nabe dem 
Sebwerpunkte liegt, dauern die Scbwingungen unendlicb lange und 
das'selbe gilt aueb^ wenn der Aufbangepunkt in 
einen Abstand vom Sebwerpunkte riickt, der als 
unendlicb gross angeseben werden kann. 

15. Aufgahe. Man soli heweisen^ dass 
der AufhdngepmU und der ScliwingungsmiUeh 
punht eines pliysischen Fendels mif einander ver-^ 
tauscht werden Izonnen. 

Losung. In Abb. 46 sei A der Aufbange¬ 
punkt, 8 der Scbwerpunkt und M der Sebwin- 
gungsmittelpunkt. Dann ist nacb der Defi¬ 
nition des Scbwingungsmittelpunktes AM —I 
iind daber nacb den sebon in der vorbergebenden Aufgabe be- 
nutzten Formeln 



woraus, wenn man den Abstand SM mit s bezeiebnet, folgt 



Macbt man nun M zum Aufbangepunkte, so tritt s' an Stelle von s 
und daber nacb der vorausgebenden Gleicbung, die aucb im neuen 
Dalle wieder erfiillt sein muss, zugleicb s an Stelle von $\ d. b. A 
ist nun in der That der Scbwingungsmittelpunkt. 

Ein Pendel, das zwei Sebneiden bei A und M besitzt, so dass 
die in der Aufgabe vorkommende Yertausebung von Aufbangepunkt 
und Scbwingungsmittelpunkt sofort praktiscb ausgefiibrt werden 
kann, beisst ein ReversionspendeL Man benutzt es zur Aus- 
fdbrung absoluter Sebweremessungen, d. b. zur Messung der Fall- 
bescbleumgung g. Zu diesem Zweeke werden die Sebneiden mit 
Hiilfe von Stellscbrauben so eingestellt, dass die Sebwingungsdauer 



Abb. 46. 
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fur beide Scbneideu gleich gross wird. Dies lasst sich leicbt sebr 
genaii erreicben, da man nicbt bios eine, sondern eine grosse Zahl 
aufeinanderfolgender Scbwingungen zum Vergleicbe benutzen kann. 
Dann muss der Schneidenabstand moglicbst genau gemessen werden: 
er giebt die reducirte Pendellange an. Da die Schwingungsdauer, 
die dieser entspricbt, ebenfalls aus der Beobacbtung gegeben ist, 
kann mit Htilfe dieser Daten die Fallbescbleunigung g nach den 
<jrleicbungen (56) oder (57) berecbnet werden. 

16. Aiifga^e. An den heiden JEnden ernes Sells., das uher 
eine RolU Iduft, hdngen zivei gleich scliwere Fersonen, die vorher 
ruliten. Eine McUert an clem Seile in die Hohe; was geschieht, 
wenn Beihting, Seilsteifiglceit u. s. f. ausser AcM gelassen werden? 

Lllsung, Am einfaebsten bebandelt man die Aufgabe mit 
Hiilfe des Flacbensatzes. Den Momentenpunkt lege man auf den 
Rollenmittelpunkt. Dann versebwinden die Momente aller Kraffce, 
die von aussen ber auf den aus der Rolle, dem Seile und den 
beiden Personen gebildeten Punktbaufen einwirken. Der Auflager- 
druck gebt nS^mlicb durcb den Momentenpunkt und die Gewiebte 
der beiden Personen baben Momente von gleicber Gr6sse, aber ent- 
.gegengesetzter Riebtung. Nacb dem Flacbensatze muss aucb das 
Moment der Bewegungsgrossen constant und zwar, da es von An- 
fang an Null war, aucb ferner gleicb Null bleiben. Yernacblassigt 
man die Massen der Rolle und des Sells gegeniiber jenen der beiden 
Personen, so mtissen die Bewegungsgrossen, die diese erlangen, von 
gleicber Grosse sein, da aucb die Hebelarme (gleicb dem Rollen- 
halbmesser) gleicb gross sind. Das entgegengesetzte Yorzeicben 
des Moments verlangt, dass die Gescbwindigkeiten beider Personen 
nacb oben bin geriebtet sind. Wenn also der Eine binaufklettert, 
.senkt sicb zugleicb das Sell unter ibm, so dass er in Wirklicbkeit 
nur balb so bocb binaufkommt, als er an dem Seile in die Kobe 
kletterte. Der Andere dagegen, der sicb gar nicbt nibrt, wird 
bierbei ebenfalls mit in die Kobe genommen und zwar so, dass 
beide stets gleicb bocb bleiben. — Naturlicb andern sicb diese 
Ergebnisse etwas ab, wenn man die Massen der Rolle und des 
Sells Oder aucb Reibung und Seilsteifigkeit mit in Beriicksicb- 
tigiing ziebt. 

17. Auf gale, Ein homogener Cylinder rotirt mit gegelener 
Winlcelgeschwindigheit u um seine Axe; man soil den Dr all fur diese 
A.xe hercchnen. 

L 6 sung. Die Axe ist eine Haupttragbeitsaxe, der Dr all fiir 
einen auf dieser Axe gelegenen Momentenpunkt fS<llt daber in die 
Riebtung der Axe. Nacb GL (90) ist 

B' = u&. 


Pop pi, Dyuainik. 2. Aixfi. 


18 
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Das Tragheitsmoment des Cylinders fiir diese Axe ■ ist gleich dem 
polaren Tragheitsmomente eines Querschnittskreises, iiber den die 
ganze Masse des Cylinders gleicbmassig ausgebreitet gedacbt wird. 
Der Tragbeitsradius kann daber nacb Band III, S. 121 d. 2, AnfL. 

gleicb 2 gesetzt werden, wenn der Cylinderbalbmesser mit a 

bezeicbnet wird. Wenn das Gewicbt des Cylinders gleicb Q ist, 
bat man daber 



J5' = 


uQa^ 


18. Aufgabe. Fur einen homogmmEreis- 
kegel von der HoJie li und dem BasisJiaTbmesser a 
sollen die Tragheitsmomente filr die Schwer- 
punMshauptaxen herechnet werden. Ferner soli 
angegeben werden, bei welchcm VerJidltnisse 
zwischen h und a das auf [die Eegelspitze be- 
zogene TragheitselUpsoid in tine Kugel ubergeht 
Lb sung. Am einfacbsten berechnet sicb 
das Tr^gbeitsmoment 0^ fiir die Kegelaxe. 
Man denke sicb den Kegel durcb Querscbnitte 
in Scbicbten Yon der nnendlicb kleinen H5be 
dx getbeilt. Jede Scbicbt kann als eine kreis- 


Abb. 4' 


formige 


an- 


Scbeibe vom 
geseben werden. Das Volumen der Scbicbt 


Halbmesser a 

h 


ist 7ta“ 


% dx und ibr Beitrag zu 0^ daber 

1 




a" 


X- 


wenn fi die specifiscbe Masse bedeutet. Im Ganzen wird daber 


h 

®i = ^ -Jo =^10 ^ 

0 

worin fiii’ die Gesanimtmasse des Kegels M gesetzt ist. Der zu- 
gebdrige Tragbeitsbalbmesser ist gleicb a 1/0,3 = 0,548 a. 

Der Scbwerpunkt des Kegels liegt in der Hobe Kiir eine 

senki'ecbt zur Kegelaxe durcb ibn gelegte Axe sei das Tragbeits- 
moment mit 0^ bezeicbnet. Der Beitrag, den die Scbeibe zu 0^ 
liefert, ist gleicb dem Tragheitsmomente der Scbeibe fur eine durcb 
deren Scbwerpunkt parallel zu jener gelegte Axe yermebrt um das 
Produkt aus der Masse der Scbeibe und dem Quadrate des Abstandes 
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- - X zwischen Kegelschwerpunkt und Scheibenschwerpunkt. Dies 

folgt n^mlich aus dem in Band III, GL (53) bewiesenen Satze, der 
sicb auf den vorliegenden Ball obne Weiteres iibertragen lasst. 
Hiernach ist der Beitrag der Scheibe zu 0^ gleich 

und im Ganzen erbalt man 



Der zngehorige Tragbeitsradius ist daber gleicb 


y 


12^2 + 3/^2 
.. SO 


Biir die Kegelspitze seien die Tragbeitsmomente mit 0^' und @ 2 ' 
bezeicbnet. Dann ist 0i = 0i und 


Wenn nun 8/ = 8^ werden soil, so muss sein 


M-- 




10 


SM , 
20 




16 


imd bieraus folgt a = 2/?. Die Hobe des Kegels darf also nur 

vom Durcbmesser des Basiskreises betragen. — Ein Spielkreisel 
von dieser Form ware biernacb ein Kugelkreisel. Gewohnlicb sind 
die Spielkreisel freilicb bober*, das zur Spitze geborige Tragbeits- 
ellipsoid ist dann ein verlangertes Rotationsellipsoid. 

19. Aufgahe. Auf zwei conaxialen Wellen sitzen zwel Urn- 
drehungsharper von den Trdgheitsmomenfen 8^ wnd ©g. Die eine 
Welle rotirt mit der Winhelgeschwindigheit u.^ wdhrend die cmdere 
ruJit Dann wird durch eine einruckhare Kuppelimg die zweite 
Welle mit der ersten ver'b'imden; man soil die WinkelgescJiwindig- 
heit u berecJmen, mit der beide Wellen zusammen welter rotiren, 
we'tm heine dusseren Krdfte einwirhen. 

Jjbsung. Nacb dem Flacbensatze bleibt der Drall constant. 
Man bat daber 

It 8^ — It (0^ -f- @ 2 ) und bieraus u == u ^ ' * 

18 =*'- 
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^ctru 


20 CTtPi 




20. Aufgahe. Eine gewicJitslose Stange SS (Ahh. 48) tragt 
0 wei gleicJi schwere Korper Q und Q' wnd rotirt um die Axe AA 
Elotdich werden (dw'cJ} Auslosen eincr Fcder 
0 . dgl.) die Crewiclite mtseinander ge^ogen, 
^ so dass iJir Ah stand von 40 auf 60 cm 

wdclist. Wie viel Touren maclit die Stange 
nachher, wenn sie vorlier 60 in der Minute 
machfe? 

Los^tng. Auch hier muss der Dr all 

__ A. oonstant bleiben. Wenn die beiden Gre- 

wicbte wie materielle Punkte bebandelt 
werden konnen, die sicb im Abstande r 
von der Axe befinden, so ist das Trag- 
beitsmoment 


11 


0 


2Q 2 
0 


und der Drall 


Abb. 48. 


B 


_ 2 

—. —} If. 


Dieser muss vorber und nacbber gleicb sein; also wenn man die 
Wertbe von r und u nacbber mit und bezeicbnet 




Oder ^ ^ 


Setzt man die Zablenwertbe ein, so erbalt man fiir die Touren- 
zabl 2S\ 

.,=eo.gr=^e|. 


Anmerkung. Erscbeinungen dieser Art (also Aenderung 
der Winkelgescbwindigkeit in Folge von Aenderung des Abstandes 
von der Drebaxe) kommen ofters vor. Wenn man z. B. Wasser 
durcb einen Tricbter ausstromen lasst und man bat das Wasser 
oben im Tricbter (etwa durcb eine seitlicb gericbtete Einfluss- 
gescbwindigkeit) in eine geringe Potation versetzt, so steigert sicb 
diese im® Ausstromungsrobr des Triebters erbeblicb, so dass starke 
Wirbel entsteben, die den Ausfluss betracbtlicb verzogern konnen. 

21. Aufgahe. JDer Schwungring ernes Schwungrads wiegt 
3000 kg wnd Jiat 2 m DurcJimesser. Die Ehene des Scliwwngrings 
sei wegen wngenauen Auflceilens um einen Winlcel von F gegen die 
mr Wellenmittellinie senkrechte Ehene geneigt. Wie gross ist das 
Moment des von den Lagern aufmneJimenden Krdftepaars.^ wenn die 
Welle 120 Touren macht? 
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JErsfc L6sung. Man kann die Aufgabe entweder mit Hiilfe 
des Placbensatzes oder mit Hiilfe des d’Alembert'schen Princips 
bebandeln. Einfacber nnd daber gewdhnlicb gebraucbt ist bier 
das Verfabren nacb d^Alembert, 
weil sicb die Tragbeitskrafte auf 
blosse Centrifugalkrafte reduciren. 

In Abb. 49 ist der Scbwang¬ 
ling in zwei Projektionen gezeicbnet 
Der iin Zablenbeispiele zu an- 
gegebene Winkel ist in der Ab- 
bildung mit a bezeicbnet. Da er 
jedenfalls klein sein wird (kleiner 
als dort gezeicbnet), kann die andere 
Projektion des Sobwiingrings genan 
genug als kreisformig angeseben 
werden. Man fasse ein Element 
des Scbwungrings ins Ange, das zum Centriwinkel d(p gebort. 
Wenn Q das Gewicbt des ganzen Scbwungrings ist, gebort zn dg) 
das Gewicbt ^ 

Qdcp 

^Tt 

Flir die mit g and z bezeicbneten Abstande erbalt man 
g = r sin (p and z == ya = ra sin 9 , 

wobei an Stelle von tga der Bogen cc gesetzt werden darfte. 

Die Centrifagalkraft C an dem zvl d(p gebdrigen Tbeilcben ist 



Abb. 49. 


0 = 


Qdcp u^r 
2% q 


Die Horizontalcomponentep aller G steben im Gleicbgewicbte mit 
einander. Dagegen bilden die Yertikalcomponenten C' ein Krafte- 
paar, dessen Moment mit K bezeicbnet sei. Man bat 


C' = C siiKp = 


2%g 


sin cpdcp. 


Der Hebelarm von C' in Bezag aaf die Kadmitte ist z and daber wird 


K: 


QuVcc r 


sm^q)dg) = 


Qu^r^a 


Wenn man die lebendige Kraft des Scbwungrings, die man obne- 
hin scbon berecbnet baben wird, ebe man an eine solcbe Unter- 
sacbung berantritt, mit i bezeicbnet, bat man karzer 

K-=-La. 
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Im Zahlenbeispiele ist Q == 3000 kg, u = — • 27t == Atc sec~\ 
r = 1 m und cc = und nacb Einsetzea und Ausredmen er- 

ioU 

halt mhn 

X == 421 m kg. 


Dieses Moment muss von den Lagern aufgenommen werden; die 
Division mit dem Abstande der Lager von einander liefert die 
Einzelkraft fiir jedes Lager. Zu beachten ist, dass die Richtung 
des Moments und der Einzelkrafte ebenfalls stetig mit dem Schwung- 
rade herumrotirt; hierdurch kommt das „Rutteln“ in den Lagern 

zu Stande. Zugleich giebt 
K das Biegungsmoment an, 
das von der Welle auf¬ 
genommen werden muss^ 
in Bezug auf die Welle 
andert sich ubrigens die 
Richtung von K nicht. — 
Wenn die Welle hinreichend 
biegsam ist, richtet sich 
das Schwungrad von selbst 
auf, so dass der Winkel a 
und hiermit auch K selbst 

kleiner werden. 

Zweite Losung. Um die Aufgabe auch noch nach dem 
Elachensatze zu losen, schicke ich eine geometrische Betrachtung 
liber eine Eigenschaft der Ellipse voraus. Der Winkel zwischen 
einem Halbmesser OA der Ellipse (Abb. 49 a) und der 2 /-Axe sei a, 
der Winkel, den das Perpendikel OP auf die im Punkte A con- 
struirte Tangente TT mit der gleiehen Axe bildet, sei |3. Dann ist 


und 


dy X 

— - • — ■ o' tg cc m 

dx y a ° ^ 



wofur auch, wenn cc und |5 klein genug sind, kiirzer 



geschrieben werden kann. 

In diesem Ealle kann ferner B = u& gesetzt werden. Der 
Winkel a — ^ giebt den Richtungsunterschied zwischen SB und tt 
an. Unter der Ellipse in Abb. 49 a ist hierbei der Meridian des 
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Tragheitsellipsoids des Schwungrings zu verstehen. Der Drall 0 
beschreibt bei der Drebung des Scbwungrads eine Kegelflacbe mit 
dem angegebenen OeffnungswinkeL Um den absoluten Betrag von 

zu berechnen, beacbte man, dass das zm dt geborige ein 

Bogenelement vom Basiskreise jenes Kegels ansmacbt xmd daber 
{bei kleinem a — gleicb B (u — p)udt gesetzt werden kann. 
Kur das statiscbe Moment der Zwangskrafte erbalt man daber 

K=B{u — ^)u = u^&{a — §) = ■ 

Diese Pormel gilt nocb allgemein fur irgend einen Eotationskorper. 
Pur den Scbwungring ist aber xiberdies (vgl. § 22) = 2l>^ und 

daber, wie vorber, 

22. Aufgahe. Zwei gleicJi scliwere Kugeln sind durch eine 
Stange verhunden; man soil die freien Axen des dadurcJi gebildeten 
Korpers angehen. 

Li)sung. Das Tragbeitsellipsoid fur den Scbwerpunkt ist ein 
verlangertes Umdrebungsellipsoid, dessen grosse Axe mit der Stangen- 
^xe zusammenfUllt. Die Stangenaxe und jede senkrecbt zu ibr 
durcb den Scbwerpunkt gezogene Axe ist eine freie Axe des Korpers. 
.Eine stabile Drebaxe ist aber nur die Stangenaxe, da nur fur sie das 
Tragbeitsmoment zu einem absoluten Minimum (oder Maximum) wird. 

23. Aufgahe. Line Jiomogene Stange von der Lange 2r isf 
<in den Enden mit JtoUen verseJien, mit denen sie auf einer glatten 
.senIcrecMen Wand und einem glatten Fuss- 
hoden rulit. Ausserdem soil durch eine ge- 
•eignete Yorrichtwig auch dafur gesorgt sein, 
dass sich die Bollen von der Wand oder dem 
Fusshoden nieht ahhehen konnen. Yorker war 
die Stange in der durch Ahh. 60 angegebenen 
Lage AB festgehalten. Lann wird sie ohne 
Stoss frei gelassen imd man soil herechnen, 
zvie lange es dauert, his sie unten liegt 

Li)sung. Die Entfernung von 0 bis 
izum Stangenscbwerpunkte S ist nacb einer 
bekannten Eigenscbaft des recbtwinkligen 
Dreiecks gleicb r, daber bescbreibt S wabrend 
des Herabfallens einen Kreis um 0 vom Halbmesser r. Irgend eine 
spatere Lage der Stange sei durcb den Winkel (p gekennzeicbnet, 
den die Stange mit der Wand oder den aucb die Linie OS' mit 
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der Wand bildet. Die .Stange bat sicb wabrend desseii um den 
Winkel cp — cc gedrebt. Die Winkelgescbwindigkeit, mit der sie* 
sicb im gegebenen Augenblicke drebt, ist 



nnd die Grescbwindigkeit des Scbwerpunkts bat den Absolutbetrag- 



Die lebendige Kraffc der Stange, deren Masse mit m bezeicbnet sei,, 
ist daber 


L = 





Eiir das Tragbeitsmoment 0 findet man leicbt 



nnd daber wird 



Der lebendigen Kraft L muss die Arbeit der ausseren Krafte gleicb 
sein. Die Auflagerkrafte leisten aber keine Arbeit, da Reibungen 
ansgescblossen sein soUen und die Arbeit des Gewicbts ist gleicb mg 
mal der Senknng des Scbwerpunkts, die gleicb r(cos« — cos 9 )) 
gesetzt werden kann, Wm baben daber 

T ^ (^) ^ ^ ~ 9’)- 

Hieraus findet man 

dt - 1 ^ i 

d(p Y cos a— cos g? 

und durcb Integration nacb (p folgt die Zeit, die zum Durcblaufen 
des Weges gebraucbt wird. Ist t die Zeit, die bis zum Ende der 

Bewegung, d. b. bis (p — ~ verstreicbt, so bat man 


i-l/g 

' l/cosa—cos <p 

cc ^ 

Das Integral ist ein elliptiscbes, das ganz abnlicb wie das bei der 
Pendelbewegung in Gl. (5l) Yorkommende weiter bebandelt werden 
kann. Man setze, um auf die friibere Form zu kommen, zunacbst 
7 C — ^ = 2x und 7 C — a — 2(3, dann wird 
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cos 93 


== — cos 2% = 2sin^;^ — 1; cos 0 : = 2sin^|3 — 1; d(p — — 



"idx 


^9tJ ^2 (sin* |S — sin*;^) 

4 ' 


Der einzige wesentliclie Unterschied gegenuber dem fruheren Palle 
bestebt nun darin, dass die untere Grenze Mer anstatt Null ist. 

Man kann aber das Integral als die Differenz von zwei bestinunten 
Integralen auffassen, von denen das eine von 0 bis § und das 

andere von 0 bis “ reicht und auf jedes von beiden die frubere 
Umformung anwenden. Dadurcb erhalt man 

3')}’ 

wobei y durcb die Bedingung bestinunt wird 


sin /3 


Da /3 > -- , lasst sicb y stets angeben. 

2i. Aitfgahe. Ein Gyro scop hesteJit aus einem Schwungringe 
■im 20 cm I)%irchmesser y/nd 10 hg GewicM und einem EaJimen 
(dessen Masse gegen die Schwungringmasse 
vernachldsslgt werden soil), in dem der 
Schwungring mit 100 Umdrehmigen in der 
Secunde rotirt. Der Eahmen hat einen 
Arm AB (Ahh. 51) von 20 cm Lange 
mid wird bci B drehhar auf eine SpiUe 
des Gestells BC aufgesetzt. In welchem 
Sime und mit wetcher Geschwindigheit 
drelit sich das Gyroscop um das Gestell 
BC, nachdem der Beharrungszustand ein- 
getreten ist? 

Lb sung. Wir baben es bier mit 
einem Falle der pseudoreguMren Pracession zu tbun. Wenn. der 
Rabmen zuerst bei borizontaler Stellung des Armes AB rubte und 
bierauf losgelassen wird, tritt in Polge. des Gewiebts zunaebst eine 
kleine Senkung des Scbwungrings ein. Diese muss wegen der 
Anflagerbedingung bei B in einer Drebung um B besteben. Dabei 
andert sicb die Biebtung des Dralls 93. TJm diese Aenderung zu 
erzwingen, muss ein statisebes Moment ausserer Eiafte von senk- 



Abb. 51. 
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reclit nacli ol)eii gerichtetem Momentenvektor in Bezug auf den 
Schwerpunkt des Scliwungrings vorhanden sein. Es muss daher 
eine horizontale Auflagercomponente § bei B entstehen, die dieses 
Moment liefert. Die Kraft § bewirkt nacb dem Satze von der 
Bewegung des Scbwerpunkts eine Drebung des Gyroscops um das 
Gestell und zwar bei dem in der Abbildung angegebenen Dm- 
drebungssinne des Scbwungrings von oben gesehen entgegengesetzt 
der Ubrzeigerbewegung. 

dm das Debergangsstadium wollen wir uns jetzt nicbt weiter 
ktiinmern. Kacbdem das Gyroscop eine Winkelgeschwindigkeit w 
um die lotbrecbte Axe des Gestells angenommen bat, andert sicb 
die Eicbtung von © abermals imd zwar um horizontal gericbtete 
Zuwiicbse. Wir baben daber jetzt ein statiscbes Moment von hori¬ 
zontal und zwar nacb vorn gericbtetem Momentenvektor ft', der in 
die Abbildung eingetragen ist. Diesem entspricbt eine senkrecbt 
nacb oben gericbtete Auflagerkraft SB bei B. Wenn SB gleicb dem 
Gewicbte von 10 kg ist,. bilden beide ein Kraftepaar mit einander 
und es bestebt dann kein Anlass mebr zu einer Senkung des 
Scbvrerpunkts, Der einzige Erfolg des Kraftepaars bestebt viel- 
mebr darin, den Drall SB um die lotbrecbte Axe berum rottren zu 
lassen, Ausserdem muss dann aucb ein in der Eicbtung BA 
gebender Auflagerdruck (Centripetalkraft) auftreten, um den Scbwer- 
punkt zu seiner kreisformigen Bewegung um die Gestellaxe zu 
zwingen, Dagegen verscbwindet nacbber sobald eine (von 
kleinen Scbwankungen abgeseben) gleicbfQrmige Drebung des Gyro- 
scops um die Gestellaxe bergestellt ist. 

Streng genommen fubrt das Ead jetzt zwei Drebungen zu- 
gleicb aus, eine im Eabmen mit der Winkelgeschwindigkeit te und 
die zweite mit dem Eabmen um die Gestellaxe mit der Winkel- 
gescbwindigkeit w. Beide lassen sicb zu einer resultirenden Winkel- 
gescbwindigkeit zusammensetzen. Da aber w nur sebr Mein gegen u 
ist, wollen wir nur auf diese Componente acbten. Der Drall bat 
den Absolutwertb 

B = u& = u - 

wenn Q das Gewicbt des Scbwungrings und r der Halbmesser ist. 
Der senkrecbt zum Arme stebende Zuwacbs von der sicb geo- 
metriscb im Zeitelemente dt dazu summirt, bat den Absolutwertb 

Bivdt Oder uw^r^dt 
9 

Dieser ist nacb dem Elacbensatze gleicb Edt, und da das 
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MoraeBt AT gleich. Ql ist, weBB I die Lange des Armes A.jB be- 
zeiclmet, erhalten wir die Gleicbung 

QI = uw ™ also w = • 

g uT^ 

Mit i6== 100 - 27Csec~S ^/ = 9,81msec-2^ Z = 0,2m, r = 0,lm 
wird 

^6; = 0,31 sec—^, 

d. h. die Dauer’ eines XJmlaufs betragt ^ oder rund 20 Secunden’ 

Der UmlanfssinB war scboB vorher festgestellt. WeBn das Ead 
in Eolge von EeibungeB u. s. f. nacbher langsamer rotirt, lauffc 
das Gyroscop spater im selbeB Verhaltnisse scbneller um. Auf das 
Gewicht Q konamt es tibrigens, wie naaB siebt, gar Bicbt aB; erne 
ZahlenaBgabe dariiber ware daber eBtbebrlicb geweseB. 

^5. Auf gate. Man soil die reducirte Pendelldnge derechnen, 
fiir die die Scliwingungsdauer ebenso gross ausfdllt, als fur die 
Schwingmgen eines Sfahes, der beiderseits unterstUM ist und in der 
Mitte eine concentrirte Last trdgt^ Qf^gan die die Masse des Stabes 
vernachldssigt werden Icann. 

L6sung. Die Scbwingungen sind barmoniscbe UBd Bacb GL (20) 
bat maB 



Der statiscbe Biegungspfeil unter der Last Q = mg sei mit f be- 
zeichnet. Dann ist nacb der Bedeutung der Constanten c 

cf = Qj also c == 

Setzt man dies eiB, so wird 



Dies stioamt nacb Gl. (48) mit der Scbwingungsdauer eines Pendels 
tiberein, wenn f = I gesetzt wird. Der statiscbe Biegungspfeil f 
giebt daber obne Weiteres die reducirte Pendellange an. Da f 
gewobnlicb nur klein ist, erfolgen die Sckwingungeu verbaltniss- 
massig scbnelL 

26. Aufgabe. Die Scliwingungsdauer eines bifilar (d. h. mit 
Mulfe von zivei Fdden) und symmetrisch mr Mitte aufgelidngten 
homogenen Stabes soil fur Ideine Aussclildge berechnet werden. Dabei 
ist nur auf die Drehschwingungen m achten, die der Stab um den 
Schwer^unld ausfuhrt; gegeben sind die Stabldnge 1, die Entfernung e 
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cler Aufhdngepunkte von der Stdbmitte und die Fadenldnge a. JDabei 
tvird vorausgesetzt, dass e Jclein gegen a ist. 

L6sung. Abb. 52 giebt Aufriss, Grundriss und Seitenansicbt. 
an; dabei ist die Lage, die der Stab zur Zeit t bei einem Aus- 



Abb. 52. 


schlage g) einnimmt, durcb punk- 
tirte Stricbe angegeben. Die Eaden. 
stehen dann ein wenig scbrag und 
die Horizontalprojektion der Eaden- 
lange ist mit ^ bezeichnet. Wenn z 
klein von der ersten Ordnung ist,, 
unterscbeidet sicb die Vertikal- 
projektion der Eadenlange im Auf- 
risse nur um eine von der zweiten 
Ordnung kleine Grosse von a. 
Es findet daber keine merklicbe 
Hebung des Stabes statt; dieser 
scbwingt vielmehr nabezu in einer 
korizontalen Ebene. Der Schwer- 


punkt bleibt also in Rube und 
die Yertikalcomponenten der Eadenspannungen mtissen jederzeit zu- 
sammen gleicb dem Gewicbte Q des Stabes sein. Eur die Hori- 
zontalcomponente H einer Fadenspannung erbalt man ^daber 



z 

a 


Q e sin 9 
2 a 


Beide Horizontalcomponenten bilden ein Kraftepaar, das die Winkel- 
bescbleunigung bervorbringt. Das Moment K des Kraftepaares ist 

^ a 

Da die Scbwingungen um eine freie Axe erfolgen, bat man (mit 
Beriicksicbtigung des Yorzeicbens) 

^d^ cp _ Qe^ sin 

a 

Diese Gleicbung ist von derselben Eorm wie die Differential- 
gleicbung (74) fur die Pendelscbwingungen; diese lautete 


Beide stimmen tiberein, wenn man s — ~ setzt. 

’ a 

Pendellange ?red bat man daber nacb Gl. (77) 



Eiir die reducirte 
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ider, da der Tragheitsradius t einer Stange t — ist, 


?red- 


aP 

12 


]^erm die Stange so aufgehangt wird, dass e = t wird, erhalt man 
red==<^^ d: b. die Schwingungsdauer ist dann dieselbe, als wenn 
lie Stange gewdbnlicbe Pendelscbwingungen um die durck die 
)eiden Aufkangepunkte gekende Axe ausfiihrte. 

AnmerTcung. Der Scklnss, dass die Vertikalcomponenten 
)eider Fadenspannungen znsammen jederzeit gleick Q sein mnssten, 
st nickt nnbedenklich, denn wenn auch die vertikalen Bewegungen 
les Stangenschwerpunktes sick nur auf Wege erstrecken, die stets 
nindestens von der zweiten Ordnung klein sein miissen, so ist fur 
dnen strengeren Beweis der Bekauptung dock erst nock nack- 
!uweisen, dass auck die Besckleunigung des Sckwerpunktes in 
rertikaler Bicktung vernacklassigt werden darf. Um diesen ISTack- 
;^eis zu erbringen, wollen wir die Untersuckung nock einmal auf- 
p:eifen und die Vertikalbewegungen mit beriicksicktigen. 

Die Stange kebt sick wakrend der Drekung um den Winkel (p 
jiu wenig aus ikrer untersten Lage und ikr Abstand von der durck 
iie Aufkangepunkte gelegten korizontalen Ebene zur Zeit t sei 
nit X bezeicknet. Dann ist 

X —ya^ — 6^ sin^ (p. 

Die zweimalige Differentiation nack t liefert die Besckleunigung 
ies Sckwerpunktes und fiir die Differenz zwiscken der Summe 2F 
ier Vertikalcomponenten beider Fadenspannungen und dem Ge- 
vickte Q erkalt man daher 


(a^cos^9 —a^sin2qp + ^^sin'‘9) + ^^8in9COS(3p(a®—e^sin^g?) ^ 


(a® — sin^gj) 




Diese Gleickung gilt auck fiir ‘ beliebige endlicke Ausscklage. Um 
Piir solcke die Differentialgleickung der Sckwingungsbewegung zu 
finden, kat man in der friikeren Losung Q durck das kiemack 
corrigirte 2F zu ersetzen. Nekmen wir aber wieder an, dass die 
Sckwingungsausscklage sekr klein bleiben, so vereinfackt sick die 
vorige Gleickung zu 


2F-- 



(p 

ITt^ 


1 . 

g 
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Die Differentialgleichniig fiir die Sdiwingungen ist daber zu er- 
setzen durcb 



Das Correctionsglied in der Klammer, nm das diese Gleiclinng Ton 
der friHieren abweicbt, kann aber in der That gestrichen werden, 
wenn auch e klein gegen a ist. Im anderen Falle mtisste freilich 

das mit behaftete Glied beibehalten werden. Erst hieraus 

erkennt man anch, wesshalb es nothig war, e im Texte der Auf- 
gabe als klein gegen a Yorauszusetzen. 

Ftir die Untersuchung der Schwingungen von endlicher Grdsse 
(und bei Wegfall der Yoraussetzimg, dass e klein gegen a ist) 
macht man tibrigens am besten von dem Satze von der lebendigen 
Kraft Gebrauch. Man erh'dlt dann 



wenn mit Xq der Werth von x far die hochste Lage bezeichnet 
wird, die die Stange wahrend der Schwingungen erreicht. Fur x 
ist dann der vorher angegebene Werth einzufiihren und die Glei- 
d m 

chung nach aufzuldsen, worauf die Integration auf die Aus- 

fiihrung einer Quadratur hinauskommt. 

^7, Auf gale. Man soil die Schwingimgsdauer der j,schUn- 
gernden'' oder .^rollenden^' JBewegungen eines ScJiiffes um die Ldngs- 
axe fur Ideine AusscMdge lereclrten. 

Li)sung. Hier ist an die Betrachtungen uber das Meta¬ 
centrum in Band I, § 64 anzukntipfen. Die Hdhe des Meta- 
centrums uber dem Schiffsschwerpunkte sei mit s bezeichnet. Dann 
bilden beim Ausschlage g? das Gewicht Q und der Auftrieb eia 
Kraftepaar vom Momente §5sing? und wenn das Tragheitsmoment 
des Schiffes fur die parallel zur Kielrichtung durch den Schwer- 
punkt gehende Axe mit 0 bezeichnet wird, hat man 

& ^ = — Qs sin g?. 

Dies stimmt genau mit der Differentialgleichung (74) fiir die Pendel- 
schwingungen iiberein. Hiemach kann die reducirte Pendellange 
und aus dieser die Schwingungsdauer ebenso wie dort berechnet 
werden. Da hier die Drehxmg um den Schwerpunkt stattfindet, 
bezieht sich 0 auf die Schwerpunktsaxe, wahrend sich beim Pendel 
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S auf die Aufkangeaxe bezog, worauf beim Vergleicbe zu achten 
ist. (In der 1. Aufl. war dies tibersehen worden, so dass sich 
eine unrichtige Bemerkimg einscblich, die jetzt verbessert ist.) 

Auf den Widerstand, den das Wasser den Scbwinffun^en* ent- 
gegensetzt, ist bei dieser Betracbtnng nicbt geacbtet. Jedenfalls 
wird dadnrcb eine starke Dampfung bervorgerufen. Aber auch 
sonst wird der Yerlauf der Bewegung dadurcb etwas geandert 
werden; man kann namentlicb nicbt erwarten, dass der Scbwer- 
punkt genau in Eube bleibe. 

28. Auf gate. Wenn auf einen seitUcJi aus einer Mauer her- 
vorragenden Steintallcen (ehva eine Treppenstufe) ein G-eiviclit Q 
herabfdlU (Alt. 53), Jwmmt es vor, dass 
er jenseiis der Aufschlagstelle (etiva bei mm) 
dbbricht. Man soil in allgemeinen Zugen 
angeten, wie dieses Problem zu belian- 
deln ist 

L6sung. Man denke sicb in irgend 
einem Augenblicke wabrend des Stosses 
die TrSgbeitskrafte eingefiilirt. Diese sind 
an jenen Tbeilen des Balkens, die nacb 
abwarts bescbleunigt werden, nacb oben bin gericbtet. Aucb recbts 
vom Scbnitt mm treten diese Tragbeitskrafte auf nnd sie bewirken 
ein Biegungsmoinent in mm>.^ das zu Zugspannungen in den unteren 
und zu Druckspannungen in den oberen Fasern fubrt. Es kann 
nun sein, dass die Aufschlagstelle und ibre Nacbbarscbaft scbon 
keine Bescbleunigung nacb abwarts mebr erfabrt, oder scbon eine 
in der entgegengesetzten Eicbtung, wabrend am freien Ende nocb 
eine starke Bescbleunigung nacb abwarts bestebt. ISTamentlicb 
wenn am Ende nocb grossere Massen befestigt sind, kann die 
zugeborige Tragbeitskraft zu einem Biegungsmomente fubxen, das 
an irgend einem Querschnitte mm den Brucb bervorbringt. 

Zur recbneriscben Verfolgung des Vorgangs muss man Yon 
der Differentialgleicbung (126) ausgeben, die aucb fiir den vor- 
liegenden Fall obne Aenderung giiltig bleibt. Sie ist fur jeden 
der beiden Tbeile, in die der Stab durcb die Aufscblagstelle von 
Q zerlegt wird, gesondert mit Beriicksicbtigung der Grenzbedin- 
gungen zu integriren. In der franzosiscben Uebersetzung des Bucbes 
von Clebscb Tiber die Tbeorie der Elasticitat bat de Saint- 
Yen ant das Problem ausfdbrlicb bebandelt. 

Die bekannte Erfabrung, dass man eine Flintenkugel durcb ' 
eine Fensterscheibe scbiessen kann, obne diese in einiger Ent- 
fernung von dem Scbusslocbe zu bescbadigen, erklart sicb ubrigens 
auf ganz abnlicbe Art. In der Umgebung der Aufscblagstelle der 


p 


5 

m 

i 
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1 
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Kugel treten sehr grosse Tragheitskrafte auf, die sich zunaclist 
niir tiber einen engen Bezirk vertheilen und mit deni Drucke 
zwischen Kugel und’ Scbeibe vorerst im Grieicligewiclite stehen. 
Die diesem Belastungsfalle entspreckende Beanspruckung des Glases 
steigert sick dann so, dass der Bruck erfolgt, der sick aber 
nur iiker diesen engen Bezirk erstrecken kann, weil ukerall ausser- 
kalk des Bezirks nur geringe Tr^gkertskrafte und Spannungen 
auftreten. 



Dritter Abschnitt. 
Die Relativbewegung. 


§ 29. Der Satz von Coriolis. 

Vom Begriffe der Belativbewegung ist schon im ersten 
Bande wiederbolt Gebraucli gemacht worden und icb kami 
bier als bekannt voraussetzeii; was damals bieriiber ermittelt 
wurde. Bei jenen friiberen Grelegenbeiten erstreckte sicb in- 
dessen die Untersuchung immer inir auf den Fall, dass das 
Fabrzeiig, von dem aus die Bewegimg des materiellen Punktes 
Oder des Korpers beobachtet werden sollte, nur eine Trans- 
lationsbewegung und keine Drehung ausfiibrte. Es inacbt sicb 
daber jetzt nocb eine Erganzung erforderlicb fiir den Pall, dass 
sicb das Pabrzeug in ganz beliebiger Weise bewegt. 

ZuYor sei aber nocb auseinandergesetzt, zu welcbem Zwecke 
und fiir welcben Gebraucb die bier vorzunebmenden Unter- 
sucbungen bestimmt sind. Bei den meisten Aufgaben der 
Dynainik bat man gar keine Veranlassung, Relativbewegungen 
ins Auge zu fassen; man lost sie am einfacbsten, wenn man 
sicb den Beobacbter im festen Raume aufgestellt denkt: also 
in einem Raume, fiir den das Tragbeitsgesetz erfiillt ist. Bei 
den Yorausgebenden Untersucbungen dieses Bandes ist dies 
aucb stets gescheben. In mancben Fallen vermag man aber 
entweder tiberbaupt nicbt gut die Untersucbung der Bewegung 
von einem Pabrzeuge aus zu vermeiden oder man wiirde we- 
nigstens, wenn die Vermeidung aucb moglicb ware, auf erbeb- 
licbe Vereinfacbungen verzicbten miissen, die durcb die Herein- 
ziebung der Relativbewegungen erzielt werden konnen. 

Pop pi, Uynamik. 2. Atifl. 19 
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Kaum zu vermeiden ist die Betrachtung der Relatiy- 
bewegung bei solcben irdisclie]i Bewegungsvorgangen^ die voa 
der Eigenbeweguiig des Erdballs gegen den festen Eaum merk- 
licb beeinflnsst sind. Diese Palle sind freilicb selten; gewolinlicb 
braucht man aiif die Eigenbewegnng der Erde nicbt zu acbten^ 
kann vielmebr das Tragbeitsgesetz^ wie es aucb bisber still- 
scbweigend scbon immer gescbeben ist^ als giiltig in Bezug 
auf den von der Erde ber ansgemessenen Eaum betracbten. 
Dadurcb vrird man aber der Verpflicbtung natiirlicb nicbt 
entboben, eine genauere Untersucbiing anzustellen^ um sicb 
zu liberzeugen^ inwieweit die Vernacblassigung zulassig ist 
und um fiir jene Falle, in denen sie nicbt mebr zulassig 
ist, eine andere geeignete Untersucbungsmetbode ausfindig 
zu macben. 

So erwabnte icb z. B. scbon friiber einmal, dass ein Stein 
nicbt genau in einer lotbrecbten graden Linie zur Erde fallt, 
sondem dass sicb wegen der Drebung der Erde gegen den 
festen Eaum, in dem das Tragbeitsgesetz gilt, eine Seiten- 
ablenkung einstellt, die freilicb sebr gering und nur durcb die 
genauesten Versucbe naobweisbar ist. Freilicb stebt nicbts 
im Wege, selbst in solcben Fallen den Beobacbtungsposten im 
festen Raume zu wablen, von bier aus die absolute Babn des 
fallenden Steins zu ermitteln und dann erst nacbtraglicb unter 
Beriicksicbtigung der Eigenbewegnng der Erde den „relativen^^ 
Oder ,,scbeinbaren^^ Weg des Steins gegen die Erde, fiir den 
wir uns interessiren, und der allein unmittelbar beobacbtet 
werden kann, daraus abzuleiten. Ein solcbes Verfabren ware 
aber sebr umstandlicb. Ausserdem sind wir aucb in der 
Mecbanik der irdiscben Bewegungsvorgange so sebr darauf 
angewiesen, die Erde selbst als Aufstellungsort des Beobachters 
zu wablen, dass man aucb in solcben Ausnabmefalien nicbt 
darauf verzicbten mocbte. Die nacbfolgenden Betracbtungen 
werden uns zeigen, wie man die friiberen Untersucbungen 
notbigenfalls zu erganzen bat, um den irdiscben Standpunkt 
unter alien Umstanden festbalten zu konnen. 

Bei einer anderen Classe von Problemen liegt zwar keine 
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so dringende Nothignng vor^ auf die Relativbewegungen ein- 
zugeheiLj man erleiclitert die Untersncliuiig aber aiicb bei ibnen 
oft sehr erbeblicb^ wenn man dayon Grebraucb macbt. Hierber 
geboren namentlicb die Flnssigkeitsbewegnngen_, die im Innern 
einer Centrifugentrommel oder im Laufrade einer Turbine yor 
sicb geben. Die Eigenbewegimg der Erde kommt bierbei 
iibrigens nicbt in Frage; man kann yielmebr obne Bedenken 
die yon der festen Erde ber gesebenen Bewegungen dabei als 
absolute auffassen. Betracbtet man aber die Fliissigkeitsstro- 
mungen in der rotirenden Trommel als Relatiybewegungen 
gegen das Gref ass, so ftlbrt man die Anfgabe auf Wasser- 
bewegungen in rubenden Grefassen zuriick, also auf einfacbere 
Betracbtungen, die scbon friiber erledigt wurden. Aucb bier- 
iiber, wie dies moglicb ist, soli unsere Untersucbung Auf- 
scbluss geben. 

Um die aufgezablten Aufgaben losen zu konnen, mtissen 
wir die Wege, die Geschwindigkeiten, die Bescbleunigmigen 
und die Krafte im bewegten Eaume mit jenen yergleicben, 
die yom absoluten Eaume ber festgestellt werden. Die Massen 
der bewegten Korper sind als Eigenscbaften dieser Korper 
nnd daber in beiden Ffflen als gleicb anzuseben. Von den 
Kraften gilt dies aber nicbt 5 wir mtissen yielmebr yon yorn- 
berein erwarten, dass an dem Korper, dessen Bewegung unter- 
sucbt werden soil, nocb andere Krafte angebracbt werden 
mtissen, wenn die Bewegung auf ein bewegtes Fabrzeug, als 
wenn sie auf den festen Eaum bezogen werden soil, fiir den 
das Tragbeitsgesetz gilt. — Ausser den scbon aufgezablten 
werden aucb nocb andere dynamiscbe Grrossen, wie Arbeiten, 
statiscbe Momente, Antriebe, lebendige Krafte u. s. f. in Be- 
tracbt zu zieben sein; wir konnen aber yon diesen einstweilen 
abseben, da sie aus den zuerst angefiihrten spater leicbt ab- 
geleitet werden konnen.*) 

Die Lage des Fabrzeugs F und des bewegten Punktes JB 
sei zur Zeit = 0 durcb Abb. 54 gegeben. Kacb einer kleinen 

*) Die nachfolgende Entwickelung ist in der nenen Anflage yoll- 
standig umgearloeitet werden. 
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Zeit r baben sich beide etwas yerscboben. Um die bierbei 


eintretende Relativbewegung von B gegen F in der einfacbsten 
Weise bescbreibcn zn konnen, denken wir uns F aus jeder 
spateren Lage^ die wir ins Ange fassen wollen^ sammt dem 
darin festgebaltenen B wieder in die Anfangslage von F zu- 
riickgebracbt. In der Zeichnnng der Anfangslage des Pabr- 



Al)b. 54. 


zeugs erbalten wir dadnrcb eine Reibe 
von spateren Lagen des Punktes B, 
deren Anfeinanderfolge die relatiye 
Babn von B angiebt, also jeiie Babn, 
die ein im Fabrzeuge selbst aufgestellter 
Beobacbter, der sicb nm die Eigen- 
bewegnng des Fabrzeugs nicbt kiimmert, 
wabrnimmt. 


Wir wablen einen Anfangspnnkt A im festen Ranine und 
einen Anfangspnnkt 0 anf dem Fabrzeuge aus. Von J. aus 
zieben wir einen Radiusvektor § nacb dem Punkte B und 
zwar nacb jener Stelle des festen Raumes, die von B zur ge- 
gebenen Zeit eingenommen wird, so dass die Veranderung, die 
§ im Laufe der Zeit erfabrt, die absolute Bewegung von B 
angiebt. Ausserdem denken wir ims von A aus nocb einen 
zweiten Radiusvektor p gezogen, der in der Anfangslage mit § 
zusammenfallt j spaterbin aber stets nacb jenem Punkte des 
Fabrzeugraumes bingebt, mit dem B anfanglicb zusaminenfieL 
Wir konnen sagen^ dass durcb die Aenderung von p mit der 
Zeit die Fabrzeugbewegung bescbrieben wird^ wobei natiirlicb 
nur an jene Bewegung gedacbt wird^ die das Fabrzeug grade in 
jener Gegend besitzt, in der sicb der Pnnkt B befindet. Dann 
zieben wir von A aus nocb einen Radiusvektor a nacb dem 


auf dem Fabrzeuge ausgewablten Anfangspunkte 0. Die Yer- 
anderung, die a in der Zeit erfabrt, giebt die Fabrzeug¬ 
bewegung in der Umgebung des Punktes 0 an. 

Endlicb zieben wir nocb von 0 aus einen Radiusvektor 
nacb jBj der je nacb der Art, wie er gerecbnet wird, mit t 
Oder mit q bezeicbnet werden soli. Wenn wir namlicb nur 
die Relativbewegung von B gegen das Fabrzeug angeben 
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wollen^ halten wir^ wie es vorlier schon beschrieben wurde, 
das Fabrzeng in der Anfangslage fest nnd geben die spateren 
Lagen von JB gegen das Fabrzeng in dieser Stellnng an. Der 
unter dieser Yoranssetzung von 0 nacb B gezogene Radius- 
vektor sei t; er ist demnacb ebenfalls ein auf den festen 
Raum bezogener Yektor. Soil dagegen ansser der Bewegung 
von B gegen das Fabrzeng ancb nocb anf die Fabrzeng- 
bewegnng selbst geacbtet werden_, so wird der von 0 nacb B 
gezogene Radinsvektor mit q bezeichnet. Hiernacb sind r 
imd q jederzeit von gleicber Grosse nnd ancb von relativer 
Ricbtnng nnd Lage gegen das Fabrzeng. Dagegen baben sie 
verscbiedene Ricbtnngen und Lagen gegen den festen Ranm 
imd zwar derart^ dass q mit dem anf denselben Angenblick 
bezogenen r dnrcb Znriickdreben des Fabrzengs in die Anfangs¬ 
lage znm Zusammenfallen gebracbt werden kann. 

Ancb dann, wenn sicb der Pnnkt B gar nicbt relativ znm 
Pabrzenge bewegt^ wenn also r constant ist^ verandert sicb q 
mit der Zeit nnd wir wollen znnachst berecbnen, was dann 
aus q nacb Ablanf einer kleinen Zeit t wird^ wenn der mit r 
zusammenfallende Anfangswertb qo nnd die Fabrzengbewegnng 
gegeben sind. Da q bier als Function der Zeit anfznfassen 
ist, entwickeln wir es nacb dem Taylor’scben Lebrsatze nnd 
erbalten 

<? = qo + ^ (lf)o+ V 

Wenn % klein ist, convergirt die Reibe scbnell. Bis zn den 
Grliedern von der Ordnnng mnss sie aber znm mindesten 
entwickelt werden, da die Bescblennigungen von diesen Glie- 
dem abbangen. Anf die weiter folgenden Glieder kommt es 
im Folgenden nicbt an und es geniigt daber, sie dnrcb Pnnkte 
anzndenten. 

Nnn beacbte man, dass qo == x ist nnd dass ^ in jedeni 

Augenblicke nnr dnrcb die Drebbewegnng des Fabrzengs be- 
dingt wird. Bei einer blossen Translationsbewegnng wnrde 
namlicb die im Fabrzenge festliegende Strecke q nnr eine 
Aendernng der Lage, aber keine Aenderung von Ricbtnng nnd 
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Grosse erfahren^ d. li. q bliebe dann ebenfalls constant, solange 
r constant ist. Dreht sieb dagegen das Fabrzeug mit einer 
Winkelgeschwindigkeit tt, so wird zwar die Grosse von q 
immer nocb nicht, wobl aber die Ricbtung geandert nnd bier- 

mit ist aucb ^ von Null verscbieden. Urn die zu dt ge- 

borige Aenderung zu erbalten, denke man sicb den An- 
fangspunkt 0 als Bezugspunkt fiir die Bescbreibung der 
Pabrzeugbewegung gewablt. Zuerst denken wir uns die Trans- 
lationsbewegung ausgefiibrt, die zu dq nicbts beitragt nnd 
las sen bierauf die Rotationsbewegung um den Punkt 0 und 
die Axe und den Winkel \idt folgen. Der Endpunkt von q 
bescbreibt bierbei einen kleinen Bogen und dieser Bogen ist 
es, der zu dem anfanglicben Wertbe von q geometriscb sum- 
mirt werden muss, um den Endwertb zu erbalten, d. b. der 
Bogen selbst stellt.^c^q dar. Andererseits kann aber der Bogen 
aucb aus der bekannten Formel ftir die Gescbwindigkeit eines 
Punktes bei der Drebung eines starren Korpers entnommen 
werden, so dass man 

(^q = cZ^Vqu Oder ^=:Vqu 

erbalt. Wendet man dies auf die Zeit t = 0 an, so erbalt 
man insbesondere 



Ferner liefert eine nocbmalige Differentiation 
fPq 'XT'dq , TT <^tt 

oder, wenn man im ersten Gliede der recbten Seite den Wertb 
von ^ aus der vorigen Gleicbung einsetzt und bierauf die in 
Gl. (86) ausgesprocbene Recbenvorscbrift anwendet, 

g=VuVu,H-V,g = «-u,-,.„^+V,^. 

Fiir die Zeit t = 0 gebt dies nocb iiber in 
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Setzt man diese Werthe in Grleichung (152) ein^ so erhalt man 
q = t + T -Vru + |- (u • iir —r • +Vr -j-(153) 


ISTachdem die zuerst aufgeworfene Frage beantwortet ist^ 
wollen wir jetzt ferner annehmen^ dass der Punkt JB zugleicb 
eine Relatiybewegung gegen das Fabrzeug ansftibre. Es ban- 
delt sich dann abermals darum, q als Function der Zeit dar- 
zustellen und zwar jetzt fiir ein variables r. Dabei kami r 
jedenfalls selbst nacb dem Taylor’scben Satze in eine Reibe 


= (154) 

entwickelt werden. Nun kann der Punkt B offenbar aucb da- 
durcb in seine endgiiltige Lage gebracbt werden^ dass wir ibn 
zuerst die Relativbewegung gegen das Fabrzeug ausfiibren 
lassen und ibn nacbber sammt dem Fabrzeiige in dessen neue 
Lage tiberfuhren. Die Relativbewegung bewirkt^ dass der Radius- 
vektor des Punktes aus in das durcb GL (154) dargestellte 
X ubergebt. Bei der bierauf folgenden Fabrzeugbewegung be- 
balt X diesen Wertb bei; dagegen gebt der auf den absoluten 
Raum bezogene Radiusvektor q nacb dem bewegten Punkte 
nun in den durcb Gl. (153) dargestellten Wertb iiber. Wir 
braucben also^ um q als Function der Zeit fur den Fall eines 
sich relativ zum Fabrzeuge bewegenden Punktes darzustellen^ 
nur den Wertb von r aus Gl. (154) in GL (153) einzusetzen. 
Entwickeln wir aucb bierbei wieder alle Glieder bis zur Ord- 
nung von so erbalten wir 


q = to+ ^ (©0+ + ¥ ((y)o+ (^)/‘ 


+ u • u to— To- 11 ^+Vro +. (155) 


Hieraus folgt fiir die Differentialquotienten von q zur Zeit t ■ 

(a+V'.» 


(ii'i 


dtjQ~ 


(§l)o= (S)o+ ©)/ + « • «to- to- «^+Vro 

Nun acbten wir auf den Zusammenbang, der zwiscben q und 


d u 

dt 


(156) 
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den von A aus gezogenen Radienvektoren § und a besteM, 
ISTacli Abb. 54 bilden die drei das Dreieck ABO und zwar 
nicbt nur in der Anfangslage, sondern aucb in jedera folgenden 
Augenblicke. Hiernacb gilt zu jeder Zeit die Gleicbung 

§ == fl 4 - q. (157) 

Die anf den festen Ranm bezogene Bescbleunignng des 
Punktes B wird aus § durcb zweimalige Differentiation nacb der 
Zeit gefunden. Dafiir erbalt man 


Oder wenn man alle Grossen so einsetzt, wie sie fur den 
Augenblick t — 0 gelten, dafiir aber den Zeiger 0^ der dies 
friiber besonders hervorhob, jetzt als entbebiiicb unterdrdckt^ 
(Pa , , r.\Tdt , -XT du ^q\ 

Aueh die BeseMeunigung ^ des Fahi-zeugpunktes, der mit B 

im gegebenen Augenblicke zusammenfallt^ lasst sicb. hieraus 
sofort entnebmen, indem man die Gleicbung anf den Fall eines 
constanten r anwendet. Man erbalt dafiir 


+ (159) 

indem alle Glieder in Gl. (158), die mit Differentialquotienten 
von t bebaffcet smd, wegfalien und alle iibrigen unverandert 
besteben bleiben. Setzt man dies in GL (158) ein, so gebt 
sie iiber in 


+s+^vi:" 


(160) 


oder in Worten: die absolute Bescbleunignng des be- 
wegten Punktes ist gleicb der geometriscben Summe 
aus der Fabrzeugbescbleunigung, aus der Relativ- 
bescbleunigung gegen dasPabrzeug und aus dem dop- 
pelten ausseren Produkte aus der Relativgescliwindig- 
keit und der Winkelgeschwindigkeit des Pahrzeugs. 
Das ist der von Coriolis gefundene Satz. — Pxibrt man 

dieselbe Betracktung fiir durcli, so §ndet man aus G-1. (157) 
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dt 


da ^ d!q 


dt ‘ dt 

Oder mit BerticksicMigung von (156) 

da I dt .'ll 

= Tt + Tt + y^ 

nnd indem man dies fiir ein constantes r anwendet, 


d^ 

dt 


xn 


dt 


da 


dt + 


also dnrcli Verbindimg beider Gleicbungen 


dt 


_I dv 

dt dt 


(161) 


Oder in Worten: Die absolute Gescbwindigkeit des be- 
wegten Punktes ist gleich der geometrischen Summe 
aus der Fabrzeuggeschwindigkeit und der Eelativ- 
gescbwindigkeit gegen das Fabrzeug. 

Die letzte Beziehung lasst sick tibrigens aucb auf viel ein- 
facberem Wege ableiten und sie ist an sick viel einfacker ge- 
staltet^ als der Satz von Coriolis. Die Vermutkung liegt^ wenn 
man beide mit einander vergleickt, auf den ersten Ansckein 
sekr nake, dass sick die absolute Besckleunigung; aknlick wie 
bei der Gescbwindigkeit^ bloss aus der Kelativbesckleunigung 
und der Fakrzeugbesckleunigung zusammensetzen mtisse. Wie 
man siekt, erweist sick aber diese Vermutkung nack GL (160) 
nickt als ricktig^ sondern es muss nock ein drittes Glied kin- 
zutreten, das bei der sick auf die Gesckwindigkeiten bezieken- 
den Gleickung (161) feklt. 

Sckliesslick bemerke ick nock, dass die Gleickungen von 
(158) an zwar unter der Voraussetzung abgeleitet wurden, dass 
sick alle darin vorkommenden Grossen auf die Zeit ^ = 0 be- 
zogen, dass kierin aber keine Besckrankung liegt, da es uns 
freisteht, jeden Augenblick als Anfangspunkt der Zeit in den 
der Gl. (158) vorausgehenden Formeln zu waklen. 
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§ 30. Andere Ableitung des Satzes von Coriolis. 

Das im vorigen Paragraphen eingescKlagene Verfahren zur 
Ableitung des Zusammenbanges zwiscben Relativ- nnd Absoliit- 
bescbleunigung ist, obscbon die Betracbtung in der Neuauflage 
gegen friiber wesentlicb. vereinfacbt worden sein diirfte, doch 
immer nocb ziemlicli abstrakt gebalten. Es erscbeint daber 
ancli jetzt noch wdnsckenswertb, eine anscbanlicbere Ableitung 
kennen zn leriien, die geringere Miibe macbt. 

Hierzu wollen wir uns znnacbst nacli 
einein Mittel umseben^ dnrcb das man 
die Bescbleunigung einer Bewegung in 
mdglicbst einfacber Art ableiten kann. 
Man betracbte zwei aufeinanderfolgende 
kleine Zeittheilcben von der gleicben 
Dauer r. Der absolute Weg eines Punktes^ 
der zu Anfang den Ab stand von einem 
festen Anfangspunkte batte^ sei im 
ersten und im. zweiten Zeittbeilcben. 
Dann kann man nacb der Taylor’scben 



Abb. 56. 


Entwickelung 

setzen. Die Differenz der. Wege d^^ und d^^ ist daber 

Die Grlieder bdberer Ordnmig konnen weggelassen werden und 
man erbalt daber 

Nun sei in Abb. 55 der absolute Weg eines be- 

weglicben Punktes B und der absolute Weg jenes 

Punktes des Fabrzeugs, mit dem B anfanglicb zusammenfiel. 
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In Anlelinung an die friilier gebranchten Bezeicbnungen setzen 
wir zngleicb 

13 -^ 1-^2 = 13 C ^ = ^ 1^2 ~ 

Die Strecken C^JB^ nnd geben die relatiyen Wege von 

B gegen das Pabrzeug an, so wie sie vom festen Ranme aus 
geseben erscbeinen. Man bat dafiir 

^ 1-^1 7 ^ 2^2 “ 4 “ ^^^2 - 

Die Relativbescbleunigung von B ist ans dem Vergleicbe 
der Wege CiB^ nnd G^B^ nacb der dnrcb Gl. (162) gegebenen 
‘Anleitnng zn berecbnen. Dabei miissen wir aber beacbten, dass 
der Beobacbter, der diese Wege mit einander vergleicbt, im 
Pabrzeuge selbst anfgestellt sein muss. Markirt dieser Be- 
obacbter die Punkte nnd B^ nacb dem ersten Zeittbeilcben 
im Pabrzenge, so fiibrt die Strecke G^B^ des Fabrzengs wabrend 
des zweiten Zeittbeilcbens selbst nocb eine Bewegnng ans, von 
der nnr die Drebnng nm ur in Frage kommt. Da nnn G^B .2 
so gezeicbnet ist, wie es der Lage nacb Ablanf des zweiten Zeit¬ 
tbeilcbens entspricbt, so miissen wir, nm beide Strecken ancb 
fiir den innen stebenden Beobacbter, der sicb nacb dieser 
zweiten Lage orientirt, vergieicbbar mit einander zn macben, 
an Stelle von G^B^ die Strecke 

— d)f^ + T^Vid^i — It 

setzen. Fiir die Relativbescblennignng soil kein nener Bncb- 
stabe mebr eingefiibrt werden; wir bebalten vielmebr die 
d"X 

friiliere Bezeichnung bei iind erbalten dafiir nacb Analogic 
mit GL (162) 

(g) = C?§i+§2-#1—} 
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wobei im letzten Gliede die Relatiygeschwindigkeit an Stelle 
der ibr gleicben Differenz eingefulirt ist. — Hier- 

mit ist der Satz von Coriolis von Nenem bewiesen. 

§ 31. Die Znsatzkrafte bei der Belativbewegung. 

Fiir den im Fabrzenge stehenden Beobacliter ist das Trag- 
beitsgesetz nnd die dynamische Grundgleicbnng nicbt erfllllt^ 
wenn er nnr die tbatsacblich an dem bewegten Punkte an- 
greifenden Krafte ins Auge fasst. Als j^tbatsaeblich angreifende^^ 
Oder jjpbysikaliscb existirende^^ Krafte sind bierbei jene be- 
zeicbnet^ die ancb fiir den im festen Ranme aufgestellteii 
Beobacbter nacbweisbar sind. Mit der dynamiscben Grmid- 
gleicbung wiirden aber ancb alle anderen Folgernngen der 
Dynamik binfallig werden. Um die Lebren der Dynamik ancb 
fiir den im Fabrzenge anfgestellten Beobacbter, der von der 
absolnten Bewegnng seines Fabrzenges gar keine Notiz nimmt, 
anwendbar zu macben, kann man aber den Knnstgriff be- 
niitzen, an dem bewegten Pnnkte B Znsatzkrafte von der Art 
anznbringen, dass nacbber die dynamiscbe Grundgleicbnng ancb 
fur den bewegten Ranm giiltig bleibt. Dies ist leicbt zu 
erreicben. Man mnltiplicire Gl. (163) mit der Masse m des 
bewegten Pnnktes. Dann wird 

^ 5F - rfF - 2^* V «• (164) 

Das erste Glied anf der recbten Seite stelit nacb dem dyna¬ 
miscben Grnndgesetze die „pbysikaliscb exktirende^^ Kraft $ 
an dem materiellen Pnnkte (oder die Resnltirende, wenn mebrere 
vorkommen,) dar. Die beiden anderen Glieder miissen, wenn 
wir die dynamiscbe Grundgleicbnng ancb fiir die Relativ- 
bewegnng anfrecbt erbalten wollen, ebenfalls als Krafte ge- 
dentet werden. Diese Krafte sollen als „erste“ nnd „zweite^^ 
Znsatzkraft bezeicbnet werden. 

Die erste Znsatzkraft ist jene, die scbon beim d’A 1 em¬ 
ber t’scben Princip vorkam. In der That bangt ja der Fall 
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der Eelativbewegung in sebr einfacher Weise mit dem d’Alem- 
bert’seben Princip zusammen. Wenn sich ein stan-er Korper 
bewegt, sind alle materiellen Pimkte im Gleicbgewicbte (und 
in Eube) relativ zu einem auf dem starren Korper selbst auf- 
gesteEten Beobacbter. Piir diesen Beobacbter miissen daber, 
wenn er die Lebren der Mecbanik anf seinen Eaum beziebt, 
alle an dem starren Korper angreifenden Krafte ein Gleicb- 
gewicbtssystem mit einander bilden. Er muss aber dann^ wie 
wir scbon frtiber auf anderem Wege und jetzt von Neuem 
fanden, ausser den pbysikaliscb existirenden Kraften aucb die 
„Tragbeitskrafte“ namlicb 

e. 

anbringeii. Bei dieser Anwendung yon Grl. (164) fallen nam- 
lich, da keine RelativLewegmigen vorkommen, die Differential- 
qnotienten von r fort. . Bekalten wir die friiliere Bezeiclinimg 
fur die ,,Traglieitskrafte^^ auch hier bei^ so gebt Grl. (164) 
■fiber in 

TO ^ — 2 to V tJU, (165) 

wobei nocb der K'drze balber die Relatiygeschwindigkeit des 
bewegten Punktes mit i) bezeichnet ist. 

* Die Anwendung yon Gl. (165) soli zunachst an dem Bei- 
spiele des fallenden Steines gezeigt werden. An einem mate¬ 
riellen Punkte^ den wir yon der Erde aus beobacbten, wirken 
zunacbst yon pbysikalisch existirenden Kraften die Anzielinng 
der Erde, der Sonne und aller anderen Weltkorper, die wir 
uns zn einer Resultirenden zusammengefasst denken. Fern6r 
konnen nocb andere pbysikaliscb existirende Krafte, wie Luft- 
widerstand, Widerstand einer Babn, iiberbaupt Druck yon 
Seiten eines anderen Korpers, elektriscbe Anziebnng o. dgl. 
daran angreifen, deren Resultirende sei, so dass ^ 
ist. Wenn der Punkt an seinem Orte auf der Erde unter der 
Einwirkung aller dieser Krafte festgebalten werden soli, muss 
nacb Gl. (165) 

0 = + Oder iPi = - (*Po + §) 
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sein. Hieraus wird die Bedeiitung yon + § klar, denn 
wir wissen, dass wir an einem materiellen Pnnkte, an dem 
andere physikalisch existirende Krafte niclit angreifen, eiiie 
dem Gewickte des Punktes entgegengesetzt gleiche Kraft 
anbringen miissen, nm ihn an seiner Stelle anf der Erde fest- 
zubalten. Die Summe daher selbst das GrewicLt 

des Korpers, das mit @ bezeicbnet werden soli. Hiermit gebt 
Gl. (165) liber in 

V Du. (166) 


Wenn die von der Erde her gesehenen Bewegungen in 
Uebereinstimmung mit den anf den festen Ranm bezogenen 
Lehren der Mechanik stehen sollen^ mtissen wir uns daher 
ansser dem Grewichte ® und anderen anch von der Erde her 
nachweisbaren Kraften noch die ^^zweiten Znsatzkrafte^^ 
— 2mVDu daran angebracht denken. Die zweite Zusatzkraft 
ist aber hier nnter gewohnlichen Umstanden sehr gering wegen 
der kleinen Winkelgeschwindigkeit it der Drehung der Erde 
gegen den festen Raum und hiervon allein kommt es^ dass 
man in der Mehrzahl der Falle von der Eigenbewegung der 
Erde ganz absehen, die Bewegungen relativ zur Erde also ohne 
Weiteres als Absolutbewegungen betrachten kann. Bin Zahlen- 
beispiel moge dies noch zeigen. Die Erde dreht sich in einem 
Sterntage einmal um ihre Axe und voraussichtlich ist diese 
Winkelgeschwindigkeit als jene gegen den absoluten Raum 
aufzufassen. Ein Stemtag unterscheidet sich aber nicht viel 
von einem Sonnentage und man pflegt daher bei solchen Rech- 
nimgen die Winkelgeschwindigkeit der Einfachheit wegen anf 
den Sonnentag zu beziehen. Dann ist 


27t 

' 86400 


sec~-^ = ■ 


13760 


r sec~ 


Wenn die Relativgeschwindigkeit b etwa lOmsec-^ betragt, 
und senkrecht zur Erdase steht (also bei jener Ricbtung, in 
der das aussere Produkt seinen grossten Wertb annimmt) er- 
balt man fiir die zweite Zusatzkraft den Werth 
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m ' 


20 m sec 

utW 


sec“^ Oder 


m' 


688 


msec~ 


Das Gewicht von m ist m • 9,81 m sec“^; die zweite Znsatz- 
kraft betragt daker rund des Gewicktes, ist also unter 

gewoknlicken Umstanden nnmerklick. 

Lassen wir bei dem fallenden Steine den Lnftwiderstand 
ansser Berucksicktigung, so ist 0 zn setzen nnd die 

Differentialgleickung der Fallbewegung lantet 

m == @ — 2'm 


Oder, wenn wir an Stelle des Gewicktes das Produkt aus Masse 
nnd Fallbescklennigung g einfiikren, 


(Px 

(IP 


g - 2 Vbu. 


(167) 


Gewoknlick vernacklassigt roan das zweite Glied der reckten 
Seite gegeniiber g. Dann wird tJ = wenn man die Zeit t 
von Beginn der Fallbewegung an recknet. Es wird daker, um 
eine bessere Annakerung zu erkalten, geniigen, wenn man im 
Correctionsgliede b = gi5 setzt. Der damit begangene Fehler 
ist jedenfalls erst von kokerer Ordnung Hein, als die Ab- 
weickung von dem Falle in lotkreckter Ricktung; es ist daker 
fiir unsere Zwecke nickt notkig, die DiflPerentialgleickung (167) 
strong zu iutegriren. Wir konnen sie vielmekr genau genug 
ersetzen durck 

und durck Integration erkalt man daraus, wenn die Radien- 
vektoren t von der Ausgangsstelle der Fallbewegung aus ge- 
recknet werden, 

( 168 ) 

Das letzte Glied ist das Correctionsglied. Das aussere Produkt 
aus g und u ist gleick ugcoscp^ wenn q) die geograpkiscke 
Breite des Ortes der Erde ist, an dem der Versuck angestellt 
wird. Die Ricktung von Vgu stekt senkreckt zu g und u, 
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ist also horizontal nnd nach Westen bin gekehrt. Wegen des 
negativen Vorzeichens stellt daher das Correctionsglied eine 
dstliche Abweichnng des fallenden Steins aus der Lothrichtnng 
dar. Am grossten wird die Abweichnng am Aeqnator^ weil 
dort g nnd ii senkrecht zu einander stehen nnd cos ^ = 1 ist. 
Aber anch dort ist sie nur gering. Selbst bei = 10 sec 
Fallzeit erreicht das Correctionsglied erst die Grrosse 


1000 sec^ 


•9,81 


m 


sec^ 13760 


sec“^ = 0,238 m, 


wahrend der in dieser Zeit in lothrechter Richtung znriick- 
gelegte Weg bei Ansserachtlassnng des Lnftwiderstandes gegen 
500 m betragt. 

Man hat friiher ofters dariiber gestritten, ob der fallende 
Stein anch eine Ablenknng in der Nord-Siidrichtung erfahren 
mhsse. TJnsere Formeln lassen eine solche nicht erkennen, 
denn das Correctionsglied hat anch in der Differentialglei- 
chnng (167) keine Componente, die parallel zn u ware. Man 
muss aber beachten, dass wir g als eine Constante behandelt 
haben, wahrend in Wirklichkeit g an jedem Orte der Bahn 
etwas (wenn anch sehr wenig) verschieden ist. Hierbei ist 
namentlich zu beachten, dass das Gewicht @ den Summanden 
§ enthalt, der in Terschiedenen H5hen etwas verschieden ist. 
Wenn man eine Kraftlinie zieht, deren Richtung uberall mit 
der Richtung von @ nnd g znsammenfallt, hat diese schon 
selbst eine geringe Kriiinmimg in der Meridianebene, vorans- 
gesetzt, dass man sich weder am Pole noch am Aeqnator be- 
findet. Hiermit hangt es znsammen, dass anch eine Nord- 
Sudabweichnng des fallenden Steines heransgerechnet werden 
kann. Diese hat aber mit der Relativbewegung; an sich nichts 
zn thnn; die Erddrehung hangt damit nnr insofern znsammen, 
als die „erste Znsatzkraft^^ § davon abhangig ist. 

Eng verwandt mit der Seitenablenknng des fallenden Steins 
ist anch die eines Geschosses. Wenn ein Geschiitz z. B. in 
der Richtung nach Norden hin abgefenert wird, tritt wegen 
der Erddrehung eine seitliche Ablenknng des Geschosses nach 
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Osten liin ein. Schiesst man nach Siiden, so ist die Seiten- 
ablenkung westlich, d. h. in beiden F'allen nach recbts vom 
Schiitzen aus geselien. Vorausgesetzt wird dabei, dass man 
sich anf der nordlicben Halbkugel befinde; am Aeqnator ist 
die Ablenkimg Null und anf der sildlichen Halbkugel ent- 
gegengesetzt. Aucb wenn man nach Osten oder Westen bin 
scbiesst, bat man stets eine Ablenknng nacb recbts bin vom 
Gescbiitze aiis geseben. Aucb der Betrag dieser Ablenknng 
kann nnter Voraussetznng einer flacben Flugbabn leicbt be- 
recbnet werden. Wenn sicb das Gescboss z. B. nacb Norden 
mit einer Gescbwindigkeit von 350 m sec"”^ ungefabr in hori- 
zontaler Ricbtung bewegt^ ist in der geograpbiscben Breite (p 
die zweite Znsatzkraft von der Grosse 

auziibringen, wofiir rund ^ sin cp gesetzt werden kann, wenn 

Q das Gescbossgewicbt ist. Eine constante Exaft von dieser 
Grosse bringt z. B. w'abrend einer Plugzeit von 20 sec nacb den 
Pormeln fur die gleicbformig beschleunigte Bewegung einen 
in ibre Ricbtung fallenden Weg von rund 

10 m • sin 9 oder von 1,1 m 

zn Stande, wenn cp = 50^ gesetzt wird. Wenn es verlangt 
wird^ kann man die Eechnung natiirlicb aucb nocb genauer 
durcbfiibren; es sollte sicb jetzt nur um eine Abscbatzung 
bandeln. 

Betracbtlicb wird die Zusatzkraft^ wenn man die Babn 
eines zur Erde fallenden Meteorsteines betracbtet, weil es sicb 
in diesem Palle um sebr grosse Gescbwindigkeiten bandelt. 
Natiirlicb kann man aber in diesem Falle von der Betracbtung 
der Relativbewegung zur Erde aucb ganz abseben und die 
Bewegung vom absoluten Raume ber betracbten. 

Aucb einem scbnell umlaufenden Scbwungrade wirkt 
wegen der Erddrebung ein freilicb bei den praktiscb vor- 
kommenden Gescbwindigkeiten nur sebr geringfiigiges Kr'afte- 
paar der ^^zweiten Zusatzkrafte% das leicbt berecbnet werden 
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kann. Es kann tibrigens anch nach den in § 25 gegebenen 
Anleitungen sofort ermittelt werden^ denn das Scbwnngrad 
wird von der Erde bei ibrer Bewegung ina absoluten Ranme 
genau ebenso mitgenommen wie der dort betracbtete Scbwung- 
ring, der anf einer Lokomotive gelagert sein sollte. 

Aus der dynamiscben Grundgleicbnng sind alle tibrigen 
Satze der Mecbanik, soweit sie nicbt an nnd fiir sick fiir jeden 
Anfstellungsort des Beobackters giiltig sind^ abgeleitet worden. 
Sobald wir daker dnrck Einfukrung der Zusatzkrafte Sorge 
dafiir tragen, dass die dynamiscke Grundgleicknng anck fiir 
die Bewegnngen relativ znr Erde erfilllt bleibt^ konnen wir 
auck alle daraus abgeleiteten Folgerungen okne weiteren Be- 
weis anwenden^ d. k. die Giiltigkeit der zunackst anf den 
absoluten Raum bezogenen Betracktungen der Meckanik wird 
damit anck fiir den anf der Erde fnssenden Beobackter ge- 
rettet. Niitzlick ist es zwar immerkin, nock ansdriicklick einen 
Vergleick dariiber anznstellen, wie sick die Untersncknng ge- 
staltet, jenackdem man vom absoluten Ranme oder von der 
festen Erde ausgekt. Namentlick iiber die lebendige Kraft, 
anf den absoluten Raum nnd relativ znr Erde bezogen, lassen 
sick mancke interessante Betracktungen anstellen; ick muss 
mir es aber versagen, kier weiter daranf einzngeken. 

Selbstverstandlich bleiben nbrigens die bisker anf die Be¬ 
wegung relativ znr Erde bezogenen Betracktungen okne Wei- 
teres anck fiir die Bewegnngen relativ zn irgend einem anderen 
Fakrzenge anwendbar. Man kann also z. B. die Wasserbewegnng 
im Lanfrade einer Turbine genau so nntersnchen, als wenn 
das Lanfrad rnkte, falls man nnr die beiden Zusatzkrafte an 
jedem Wassertkeilcken anbringt. Die erste Zusatzkraft redncirt 
sick nbrigens in diesem Falle anf die Centrifngalkraft. Beide 
Zusatzkrafte erlangen kier sekr grosse Wertke wegen der 
grossen Winkelgesckwindigkeit u, die viele Tansende mal 
grosser ist als die Winkelgesckwindigkeit der Erde. 



Vierter Abschnitt. 

Dynamik zusammengesetzter Systeme. 

§ 32. Die Gleichtingen von Lagrange. 

In der analytiscken Mecbanik^ wie sie in mathematischen 
Vorlesungen vorgetragen zn werden pflegt, spielen einige all- 
gemeine Satze^ die im Wesentlicben gleichwerthig mit einander 
sind inad die alle dasselbe Ziel verfolgen^ eine grosse Uolle. 
Icli bin bisher nicbt anf sie eingegangen, werde aber nun einen 
kurzen Abriss davon geben. Um zunacbst die Stellung dieser 
Satze zur Mecbanik yerstandlicb zu maclien; erinnere icbi die 
Leser des dritten Bandes an die Satze liber die Formanderungs- 
arbeit. Die Castigliano’sche Methode, Aufgaben der Festig- 
keitslebre mit Hiilfe yon Differentiationen an der zuyor be- 
recbneten Formanderungsarbeit zu losen, entspricht genau dem, 
was Her beabsicbtigt wird. Auch die Vorzuge und die Nach- 
tbeile eines solcben Verfabrens sind hier dieselben wie dort. 
In dieser Hinsicb-t erinnere icb daran^ dass die Castigliano’scbe 
Metbode den Vorzug batte^ dass sie ein ganz bestimmtes Ver- 
fabren, das ein fiir alle Mai anwendbar bleibt^ yorscbreibt, durcb 
dessen Befolgung man, obne yiel nacbzudenken, ganz yon selbst 
zur ricbtigen Losung gefiibrt wird. Als Nacbtbeil muss es 
aber bezeicbnet werden, dass man bierbei leicbt den Ueberblick 
liber den pbysikaliscben Zusammenbang der Grossen, mit denen 
man recbnet, aus den Augen yerliert; man siebt wohl, was 
scbliesslicb gescbiebt, giebt sicb aber nicbt eingebend 
Recbenscbaft darliber, warum und wie es gescbiebt. 
Nun mag man yielleicbt sagen, dass dies gleicbgiiltig sei, wenn 
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man nnr erf alirt, was man in letzter Linie wissen wollte. Ich. 
kann dem aber nicbt znstimmen. Bei alien Anwendnngen, die 
man Yon der Mecbanik macken will, muss man namlich yer- 
einfacbende Voranssetznngen iiber die Bedingungen einfukren, 
denen das System unterworfen ist. Es ist nickt moglich, alle 
Nebennmstande voUstandig in der Recknung zu beriicksichtigen 
nnd es ist daker Yon der grossten Wicktigkeit, dass man ein 
zntreffendes Urtkeil iiber den Einfluss der nickt beriicksicktigten 
Nebenumstande gewinnt. Bei der Bekandlung einer neuen Auf- 
gabe, bei der man sick nickt an Yorkandene Muster anleknen 
kann, ist die ricktige Absckatzung dessen, was beacktet werden 
muss und dessen, was okne erkeblicken Fekler ausser Ackt 
gelassen werden darf, oft genug der sckwierigste Tkeil der 
ganzen Arbeit. Eine allgemeine Anleitung kierfiir zu geben, 
ist zwar nickt moglick; wokl aber ist klar, dass man dazu um 
so eker im Stande sein wird, je genauer man den Vorgang im 
Einzelnen Yerfolgt. Der Matkematiker mag sick iiber solcke 
Erwagungen kinwegsetzen, da es ibm freistekt, nur solcke 
Probleme zu bekandein, die er sick entweder selbst gesckaiBfen 
kat Oder bei denen kein Zweifel dariiber moglick ist, welcke 
ideellen Bedingungen an Stelle der im concreten Palle Yor- 
kandenen zu setzen sind. Beim Teckniker, der bei seinen TJnter- 
suckungen stets die Verkaltnisse der Wirklickkeit im Auge be- 
kalten muss, ist dies aber anders und man kann es daker 
Yersteken, dass man sick in teckniscken Kreisen um jene all- 
gemeinen Principien der analytiscken Meckanik bisker nickt 
Yiel gekiimmert kat. Wegen der knappen Zeit, die mir grade 
fiir die Vorlesungen iiber Djnamik zu Gebote stekt, bekandle 
ick diese Dinge auck selbst nickt in den Vorlesungen. In dem 
gedruckten Bucke, bei dem es nickt yiel sckadet, wenn es um 
einige Seiten langer wird und das auck jenen Horern, die nock 
etwas Wei teres zu erfakren wiinscken, einige Auskunft sckuldig 
ist, darf ick aber nickt dariiber kinweggehen. 

Diese allgemeinen Satze kaben namlick nock einen grossen 
Vorzug, Yon dem bisker nickt die Rede war. Sie macken 
namlick die Benutzung eines Coordinatensystems entbekrlick. 
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Dieser Vorzug tritt freilicli dann besonders deutlicb beryor, 
wenn man sonst alles mit Coordinaten reclmet.. Fiir tins, die 
wir tiberall, wo es von ISTutzen war, mit den gerichteten Grossen 
selbst recbneten, ist er zwar von geringerer Bedeutung; es ist 
aber andererseits verstandlicb, dass man einen solcben Vorzug 
um so hober zu scbatzen weiss, je mebr man seitber scbon 
Vortbeil daraus unter anderen TJmstanden zog. 

Zu den allgemeinen Satzen, von denen jetzt die Rede ist, 
geboren die Gleicbungen von Lagrange, das Princip' von 
Hamilton, das Princip der bleinsten Wirkung tmd das 
Gauss’scbe Princip des kleinsten Zwanges. Es geniigt voll- 
st*andig, wenn icb micb bier auf die Besprecbung der beiden 
zuerst genannten bescbranke, da die iibrigen ibnen ganz abn-. 
licb sind. 

Man betracbte ein System, das aus starren Kbrpern derart 
zusammengesetzt ist, dass in Polge der bestebenden Verbin- 
dungen gewisse Bewegungen ausgescblossen sind. Das System 
kann aucb einen zwanglaufigen Mecbanismus bilden. In diesem 
Falle bat es nacb einer frtiber eingefubrten Bezeicbnung nur 
einen Freibeitsgrad. Man kann die Stellung aller Glieder des 
Systems vollstandig angeben, sobald die Lage eines einzigen 
durcb eine ricbtungslose Grosse zum Ausdrucke gebraebt wird. 
Man bezeicbnet diese Grosse als eine „allgemeine Coordinated^ 
des Systems, die aber mit einem Coordinatensysteme, wie es 
in der analytiscben Geometric gebraucbt wird, nicbts zu tbun 
bat. Bei dem Kurbelmecbanismus einer Dampfmascbine konnte 
man z. B. je nacb Wabl den Kolbenweg von einer Todtpunkt- 
lage- aus oder den Winkel zwiscben der Kurbelricbtung und 
der Cylinderaxe als die allgemeine Coordinate des Systems 
anseben. 

Fiir die Dntersucbung zwanglaufiger Mecbanismen baben 
aber die Gleicbungen von Lagrange wenig Wertb, obscbon 
sie, wenn man die Sacbe recbt gelebrt darsteUen will, aucb 
dazu verwendet werden konnen. Gewobnlicb bandelt es sicb 
um Systeme mit mebreren Freibeitsgraden. Man denke sicb 
etwa einen Korper A in einem Gestelle um eine Axe drebbar 
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gelagert; walirend ein zweiter Korper B sich. langs einer Fub- 
rung gegen den Korper A yerscHeben kann. An beiden Korpem 
konnen yon anssen ker beliebig gegebene Krafte einwirken 
nnd man yerlangt, dass die Bewegnngen dieser Korper an- 
gegeben werden^ wenn der Anfangsznstand bekannt ist. Nacb 
den gewohnlicben Methoden der Mecbanik lost man diese Auf- 
gabe, indem man die zwiscken A nnd B iibertragenen Krafte 
ins Ange fasst, bieranf fiir jeden Korper eine Grleicbnng an- 
scbreibtj die den Zusammenbang zwiscben den Kraften nnd 
den Bescblennignngen ansdriickt nnd beide Grleicbnngen mit 
einander yerbindet. Bei Verwendnng der Grleicbnngen von 
Lagrange n. s. £ gestaltet sicb aber die Betracbtnng^ wie 
man alsbald seben wird^ in der That erbeblicb einfacber. 

Ein System yon drei Preibeitsgraden ist z. B. scbon ein 
einziger starrer Korper, der nm ein Kngelgelenk beweglicb ist. 
Man kann bier drei Grossen anf yerscbiedene Art answablen, 
so dass die angenblicklicbe Lage des Systems dnrcb sie ge- 
kennzeicbnet wird. Im zweiten Abschnitte ist die Bewegung 
eines starren Korpers nm einen festen Pnnkt nacb den gewobn- 
licben Metboden dor Mecbanik, d. b. mit Hiilfe des Flacben- 
satzes nnd des Satzes yon der lebendigen Kraft bereits be- 
bandelt worden; sie kann aber anch mit Hiilfe der Lagrange’- 
scben Gleicbnngen n. s. f. nntersncbt werden. — Ausserdem 
kann man ein System yon drei Freibeitsgraden z. B. ancb da- 
dnrcb bilden, dass man einem Korper A einen Preibeitsgrad 
gegeniiber der festen Erde, einem zweiten Korper B ebenfalls 
einen Preibeitsgrad gegeniiber A nnd einem dritten Korper 
einen Preibeitsgrad gegeniiber B oder ancb wieder gegen A 
giebt n. s. £ Nnr daranf will icb nocb binweisen, dass ein 
einziger Preibeitsgrad, d. b. eine zwanglanfige Bewegnng zwiscben 
zwei Korpern entweder dnrcb eine Fiibrnng (Prismenpaar) oder 
dnrcb ein Gelenk (Cylinderpaar) oder dnrcb eine Scbranbe 
(Scbranbenspindel nnd Scbranbenmntter oder Scbranbenpaar) 
oder wenigstens dnrcb eine tbatsacblicb anf einen dieser drei 
Palle binanskommende Vorricbtnng bergestellt wird. 

Die Zabl der Preibeitsgrade moge jetzt allgemein mit n 
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bezeichnet werden und die zugehorigen allgemeinen Coordi- 
naten seien 

Zu den mogliclien oder yirtuellen Bewegungen des Systems 
gebort dann jedenfalls aucb jene^ bei der sicb nur eine der 
Coordinaten g[y etwa q. andert^ walirend die tibrigen constant 
bleiben. Ich mocbte es hier lieber vermeiden, ein bestimmtes 
Beispiel dafiir anzufiihren^ well es zum Geiste dieser Betracb- 
tungen gebort, sie so allgemein wie moglicb darzustellen. Wer 
aber docb lieber ein Beispiel baben will, moge sicb irgend 
eines der vorber genannten aussncben; es wird dann immer 
moglicb sein, nnr einen der Freibeitsgrade dnrcb eine Be- 
wegung, die in der Verandernng von q. nm dq. zum Aus- 
drucke kommt, in Ansprucb zu nebmen, wabrend von den 
iibrigen Freibeitsgraden kein Gebrauch gemacbt wird. 

Bei einer solcben virtuellen Verscbiebung dq^ werden die 
ausseren Krafte Arbeiten leisten, wenigstens jene, die bei dieser 
Verscbiebung tiberbaupt betbeiligt sind. Es kann ja aucb sein, 
dass bei der Verscbiebung dq^ die Angriffspunkte einiger von 
den ausseren Kraften in Rube bleiben. Man kann diese Arbeits- 
leistung etwa in der Form 

zum Ausdrucke bringen. Wenn die ausseren Krafte und die 
augenblicklicbe Lage des Systems gegeben sind, wird sicb F- 
immer leicbt so ermitteln lassen, dass der vorstebende Aus- 
druck die Arbeitsleistung der ausseren Krafte ricbtig angiebt. 
Man nebme etwa an, dass sicb bei der Aenderung dq^ nur 
einer von den Korpem des Systems, der mit irgend einem 
anderen zwanglaufig verbunden, aber sonst frei ist, verscbiebe. 
Dann leisten nur jene ausseren Krafte Arbeit, die an dem be- 
wegten Tbeile selbst angreifen. Greift nur eine einzige aussere 
Kraft an ibm an, so ist unter id deren Componente in der 
Ricbtung der Verscbiebung dq^ zu versteben, falls diese in 
einer Translation bestebt. . Ist die Coordinate q^ ein Winbel, 
8q^ also eine Drebung, so ist id das statiscbe Moment der 
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ausseren Kraft in Bezug auf die Axe der Dreliung. Wirke: 
melirere aussere Krafte, so kann man diese etwa zu eine 
Resultirenden znsammenfassen imd hiervon so wie vorhe 
bilden oder man findet jP. aiis der Snmtae der Componente: 
in der Verscliiebungsriclitnng oder der statisclien Momente i 
Bezng anf die Drehnngsaxe. In jedem Falle sind dann di 
ausseren Krafte in Bezug auf die Bewegung gleichwertbi 
mit einer einzigen Kraft von der Grrosse F- in der Verschi^ 
bungsricktung oder einem einzigen Kraftepaare vom Momente F 
dessen Momentenvektor in die Drebaxe fallt. Aus dieseni Grund 
kann man in ansckaulicber Spracbe sagen, dass F. allgemei 
die auf die Coordinate reducirte aussere Kraft is 
Wir wollen diese Bezeicbnung aucb dann noch beibehaltei 
wenn sick bei der virtuellen Lagenanderung dg. mekrere Korpt 
des Systems versckieben; was dann unter F^ zu versteken is 
gekt ja aus den vorausgekenden Erorterungen in jedem Fal 
deutlick genug kervor. 

Man betrackte ferner ein Massentkeilcken das zu irgei 
einem von den Korpern des Systems gekort. Der von eine: 
festen Anfangspunkte nack m gezogene Radiusvektor sei mit 
bezeicknet. Wakrend der Bewegung des Systems ist r ve 
anderlich und die augenblicklicke Grosse und Ricktung von 
ist abkangig von to, d. k. von dem Wertke, den r in irgei 
einer SteUung des Systems, die als seine Normalstellung a 
geseken wird, einnimmt und den Coordinaten q. Wir sckreib( 
also 

t = ■ ■ • &)• ( 16 ' 

Die Form der Function f kangt von der besonderen Co 
struction des Systems ab. Wir bilden jetzt den Ausdruck f 
die lebendige Kraft des ganzen Systems. Zunachst erkalt mi 
aus der Gleickung fur x 

tj = =; I ox ^ I ^ ^ ^ dx 

dt dq^ dt ' dq^ dt ' dq^ dt ’ ^ 

denn Xq ist eine Constante, so lange man dasselbe Masse 
tkeilcken m betracktet. Ftir die Differentialquotienten d 
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Coordinaten q nach der Zeit empfieUt sicli hier eine sclion 
von Newton herrtihrende mid namentlicli bei den engliscben 
Physikern bis anf den beutigen Tag viel gebraucbte Schreib- 
weise. Man dentet namlicb die Differentiation nacb t durcli 
einen dariiber gesetzten Punkt an, scbreibt also 


n. s. f. Fiir die lebendige Kraft L des ganzen Systems bat 
man nacb Definition 


L=\ Em\i\ 


nnter der Voranssetzung, dass sicb die Snmmirnng liber alle 
Massentbeilchen des ganzen Systems erstreckt. Nacb 61. (170) 
erbalt man darans 



d. b. die lebendige Kraft ist eine Function der allgemeinen 
Coordinaten q, durcb die die augenblicklicbe Stellung des 

dv 

Systems und die Wertbe ^ u. s. £ bedingt sind, nnd der 

Aenderungsgescbwindigkeiten q nnd zwar ist sie in Bezug anf 
die q vom zweiten 6rade. 

Nacb diesen Vorbereitungen denken wir uns ferner das 
d’AlemberPscbe Princip angewendet. An jedem Massentbeil- 

cben sei also eine Tragbeitskraft — m ^ angebracbt. Daiin 

bleibt das System, wenn es in seiner augenblicklicben Stellung 
zunacbst festgebalten wird, aucb fernerbin im 61eicbgewichte 
und in Rube, sobald es der Einwirkung der ausseren Krafte 
und der Tragbeitskrafte uberlassen wb'd. Um die 61eicb- 
gewicbtsbedingungen in Form von 61eicbungen aussprecbeii zu 
konnen, denken wir uns eine virtuelle Bewegung Sq^ vor- 
genommen und setzen die Summe der Arbeitsleistungen aller 
Krafte fiir diese virtuelle Bewegung gleicb Null. Die Arbeit 
der ausseren Krafte ist scbon zu festgestellt. Fiir die 
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TraAeitskraft — m ■— am Massentheilclien m hat man bei 
^ dt 

der virtuellen Verschiebung Sq^ die Arbeit 

dlj ^ 


Im Granzen hat man daher nach dem Princip der virtuellen 
Greschwindigkeiten die Grleichung 






Auch hier ist die Summirung fiber alle Massentheilchen des 
ganzen Systems zu erstrecken. Da 8q^ in alien Griiedern der 
Grleichung als Paktor auftritt^ kann man es wegstreichen und 
erhalt 

Dieser Ausdruck kann nun noch etwas umgeformt werden. 
Man hat namlich nach dem Satze ’ fiber die Differentiation 
eines Produkts 


db dx 

dt dq. 




Daher kann an Stelle der GL (172) geschrieben werden 


Die beiden Summen^ die hierin vorkommen^ lassen sich aber 
als Differentialquotienten der lebendigen Kraft L, die durch 
GL (171) als Function der q und der q dargestellt wurde, auf- 
fassem Durch Differentiation von L nach g. erhalt man namlich 

dL id xTTt.s 

= = Zlm\y ^ = Umti • 5 — • 


Bei der letzten Dmformung beachte man, dass to nach GL (170) 
eine lineare Function der q ist und dass der Faktor, mit dem 

q- multiplicirt ist, in dieser Gleichung ^— lautet. Differentiirt 

man die vorstehende Gleichung, die zu jeder Zeit t gfiltig ist, 
nach der Zeit, so erhalt man 
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^(dL\ 

dt\dqj 


also in der That den ersten der heiden Summenausdrticke in. 
Gl. (173). Ebenso wird 


oL V 4 ^ 
oq. dq. 


Em \^ • 


v 4. d fdt 


denn die Reihenfolge der Differentiationen tou r nacli t tmd 
nacli kann vertauscht werden, da ja in der That bei direkter 
Ausfuhrung der Differentiation 


fL. (tl\ — A. (AA \. A _i_ _L • _L 2 ■ 

dt\jqj dq, [dqj ' dq,_ dq\dq.)^^’' 


also derselbe Werth wie bei Differentiation von nach q- 
(vgl. Gl. (170)) gefunden wird. Setzt man diese Werthe ein, 
so geht Gl. (173) xiber in 


1 . (^Jf\ _ 

dtxdqj dq.' 


(174) 


Das ist eine der Lagrange’schen Gleichungen und fiir 
jeden anderen Freiheitsgrad oder fiir jede andere 
Coordinate q lasst sich eine nach demselben Muster 
anschreiben. Man erhalt, wenn dies geschieht, ebenso 
viele Differentialgleichungen zwischen den Coordi- 
naten q (und ihren Differentialquotienten) als Frei- 
teitsgrade vorhanden sind, d. h. ebenso viele Glei- 
chungen als Unbekannte. Die Integration dieser Differen¬ 
tialgleichungen ist nachher eine Aufgabe fiir sich^ die mit der 
Lagrange’schen Methode nichts zu thun hat, sondern ebenso 
erfolgen muss, als wenn man die Differentialgleichungen der 
Bewegung nach den gewohnlichen Methoden abgeleitet h*atte. 

Ehe ich dazu iibergehe, die Benutzung der Gleichungen 
zur Losung von Aufgaben auseinander zu setzen, mochte ich 
noch auf die Voraussetzungen aufmerksam machen, auf denen 
die Ableitung beruht und die bisher'*noch nicht hinreichend 
betont wurden. Vor allem miissen die Kbrper wirklich 
als starr betrachtet werden diirfen, so namlich, dass die 
etwa in ihnen aufgespeicherte Formanderungsarbeit gegen die 
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lebendige Kraft oder yielmebr die Aenderung^ die die Forui- 
anderungsarbeit etwa erfabrt, gegeniiber der Aenderung der 
lebendigen Kraft oder gegeniiber der Arbeit der ausseren Krafte 
vollstandig vemacblassigt werden kann. Ferner ist ancli die 
Arbeit der inneren Krafte, die zwiscben verscbiedenen 
Korpern des Systems auftreten, uberall gleicli Null 
gesetzt. Das ist aber nur dann streng ricbtig, wenn zunacbst 
keine Fernkrafte zwiscben den einzelnen Gliedern auftreten uud 
wenn ferner aucb keine Eeibungswiderstande zu beriicksicbtigen 
sind. Hatte man Reibungen in den Fiibrnngen oder Gelenken, 
so miisste natiirlicb ein Tbeil der Arbeit F- d bei der vir- 
tuellen Yerscbiebung 8q- anf die Ueberwindnng der Reibungen 
verwendet werden. Man kann sicb aber in solchen Fallen 
damit belfen, dass man etwaige Fernkrafte (z. B. Abstossungen 
zwiscben Magneten, wenn solcbe im Systeme vorkommen) nicht 
zu den inneren Kraften recbnet, sondern sie so bebandelt, als 
wenn sie Ton aussen ber angebracbt waren, sie also in die F 
mit einrecbnet. Dasselbe gilt aucb von den Reibungen. 

§ 33. Anwendung der Lagrange’scken G-leicliungen zur 
Iiosung von Aufgaben. 

Das Verfabren bei der Benutzung dieser Gleicbungen gleickt, 
wie icb scbon vorber bemerkte, vollst'andig dem aus der Festig- 
keitslebre von der Castigliano’scben Metbode ber bekannten. 
Wie dort zuerst fur die Formanderungsarbeit, stellt man bier 
vor Allem einen Ausdruck fiir die lebendige Kraft in den ge- 
wablten allgemeinen Coordinaten auf. Dann bildet man die in 
GI. (174) Yorgescbriebenen Differentialquotienten und setzt ibre 
Differenz gleicb dem aus den Bedingungen der Aufgabe be¬ 
kannten Wertbe von F. 

Es wird am besten sein, wenn icb dieses Verfabren zu¬ 
nacbst an einem moglicbst einfacb gewablten Beispiele vorftibre, 
fiir das wir die Losun^ scbon friiber auf einfacberem Wege 
gefunden baben. Icb wable dazu das pbysiscbe Pendel, 
also einen zwanglaufigen Mecbanismus. Die die augenblick- 
licbe Stellung des Systems bescbreibende Coordinate sei der 
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Winkel 9 ?, den der nach dem Sdiwerpnnkte Tom Aufhange- 
punkte gezogene Radiusvektor mit der Lothrichtung kildet. 

j „ 

Die Winkelgesckwindigkeit ist oder 9 ? nnd die lebendige 


Ivraft 



Die Lagrange’sche Gleicbung lautet demnach bier 


— (^\ _ ^ 
dt \d^) c 


dL 


dcp 

Hier ist L nnabbangig yon cp nnd man hat daher 

^ = 0 * — = 
dcp ’ 


womit die Lagrange’sche Gleichnng hbergeht in 




Die auf die Coordinate 9 ) redncirte aussere Kraft wird hier, da 
es sich um eine Drehung handelt, dnrch ’das vom Anfhange- 
punkte ans genommene statische Moment des Gewichts an- 
gegeben. Vergrossert man namlich 9 ? um dcp/so leistet die 
eiazige aussere Kraft, die auf den Mechanismus einwirkt, nam¬ 
lich das Gewicht Q, eine Arbeit yon der Grosse Qsdcp sin 9 ). 
Das Vorzeichen der Arbeitsleistung ist negatiy, da sich der 
Schwerpunkt hebt, wenn <p wachst. Man hat daher 

jp = — sin 93 

und nach Einsetzen dieses Werthes geht die Gleichung yon 
Lagrange liber in die uns schon yon friiher her bekannte 
Differentialgleichung fiir die Pendelbewegung 

® ^—Qs sin (p. 


Die weitere Behandlung dieser Gleichung hat nichts mehr mit 
der hier zu erlauternden Methode zu thun; sie muss yielmehr 
genau so wie friiher erfolgen. 
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Der Vortlieil der Metliode kann sicli aber, wie schon be- 
merkt^ erst dann deutlicber berausstellen, wenn man ein System 
mit wenigstens zwei Freiheitsgraden wablt. Als Beispiel dafiir 
bebandle ich das in Abb. 56 dargestellte System, das ans einem 
pbysischen Pendel bestebt, an dem ein zweites drehbar auf- 
gebangt ist. Der starre Korper A soil im Gelenke a drebbar 
gegen ein festes Gestell gelagert sein, 
wabrend sicb der Korper B (ebenfalls 
reibungsfrei) gegen A nm die Drebaxe /3 
dreben kann, die zu a parallel ist. Man 
kann sieb etwa imter A eine Glocke und 
unter B ibren Kloppel vorstellen imd da 
grade dieser Fall scbon ofters besprocben 
wnrde, pflegt man das Problem aucb 
kurz als das von* Glocke nnd Kloppel 
zu bezeicbnen. Der Scbwerpunkt S von 
A soil auf der Verbindungsgraden der 
Gelenke liegen; es ist aber nicbt notbig, 
dass er zwiscben a und liegt, wie er 
in der Abbildung gezeicbnet ist, viel- 
mebr kann der Scbwerpunktsabstand s 
aucb grosser als der Abstand I zwiscben 
beiden Gelenken sein. Der Scbwerpunkt von B ist mit 
bezeicbnet. Als allgemeine Coordinaten des Systems wablen 
wir die in der Abbildung mit cp und ijj bezeicbneten Winkel, 
durcb die die augenblicklicbe Lage offenbar vollstandig be- 
scbrieben wird. 

Zunacbt baben wir bier wieder den Ausdruck fur die 
lebendige Kraft des ganzen Systems aufzustellen. Fur die 
lebendige Kraft von A erbalten wir denselben Wertb wie im 
vorigen Beispiele. Die lebendige Kraft von B lasst sicb aus 
zwei Tbeilen zusamm'ensetzen, von denen einer die durcb die 
Scbwerpunktsgescbwindigkeit v bedingte Translationsenergie 
und der andere die zur Drebung um die Scbwerpunktsaxe ge- 

borige Rotationsenergie darstellt. Die letzte ist gleicb — 0^ 



Abb. 56. 
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wenn 0^ das Tragkeitsmoment Yon JB fur die Schwerpunktsaxe 
angiebt, wabrend 0 wie vorber das Tragbeitsmoment Yon A 
fiir die Aufbangeaxe a bedeutet* 

Zur Berecbnung der Grescbwindigkeit v Yon beacbte 
man^ dass die Bewegung Yon JB aucb als ein Zusammenwirken 
einer Translation mit der Grescbwindigkeit 
Yon und einer Drebung um ^ anfgefasst 
werden kann. Bei der Translation bat jeder 
Punkt.Yon JB und daber aucb eine Gre¬ 
scbwindigkeit Yon der Grrosse die senk- 
recbt zu I gericbtet ist und bei der Rota- 
tion um bat eine zn % senkrecbt ge- 
ricbtete Grescbwindigkeit Yon der Grdsse Die wirklicbe 

Gescbwindigkeit you ist die geometriscbe Summe aus diesen 
beiden Componenten. Abb. 57 zeigt das Dreieck, das man bei 
der geometriscben Summirung erbalt. Auf die Ricbtung Yon v 
kommt es bei der lebendigen Kraft nicbt an^ sondern nur auf 
den Wertb imd diesen erbalten wir aus dem Dreiecke zu 

'V^ = ^^ 2^2 _j_ 2ls^(p{p cos — gj). 

Ftir die lebendige Kraft des ganzen Systems erbalten wir daber 
den Ausdruck 

L= I @(p2-f A 

+cos — (f)), (175) 



wobei unter das Gewicbt des Kloppels zu Yersteben ist. 

Der nacbste Scbritt bestebt darin^ an diesem Ausdrucke 
die in den Lagrange’scben Gleicbungen Yorgescbriebenen 
Differentiationen Yorzunebmen. Wir erbalten zunacbst 


9), 


d_ 

dt 


H = @9) + y (ij}- 

(1) - ® + T 


9 

ft 


Is^ 


df- 

d'tp 

~dt 


9 

sin • 




Ganz ebenso findet man 
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dJO 

dip 

dt \dip) 






,, f Qi 

dr- 


9 


O 2 ^^ I 

dr^ 


^ Is. cos (♦ 


Endlicli liefern die Differentiationen nacb. den Coordinaten 
nnd ijj selbst 


dcp 

djL 

d-ip 




9 


ISTaclidem die Differentialqnotienten gebildet sind^ stellen wir 
die Wertbe Ftp nnd der auf die Coordinaten (p und f 
reducirten ausseren Krafte auf. Wenn sicb nur ^ um dijj 
andert, leistet von ausseren Kraften nur das Grewicbt des 
Kloppels eine Arbeit und wir erhalten daher genau wie im 
vorbergebenden Beispiele 

F„, = — 


Wenn sicb dagegen <p um dcp vergrossert und constant 
bleibt, bebt sicb sowobl der Scbwerpunkt der Grlocke als der 
Scbwerpunkt des Kloppels. Dabei ist wobl zu beacbten, dass 
sicb der Kloppel nicbt etwa in relativer Eube zur Glocke be- 
findet, denn dabei wiirde sicb ja aucb ^ andern. Vielmebr 
entspricbt der virtuellen Yerscbiebung dcp eine Translation des 
Kloppels^ bei der sicb der Scbwerpunkt um ebensoviel bebt, 
als das Gelenk Wir erbalten daber 

Ffp= — ^5 sin 9 — Q^l sin 9 , 
wobei mit Q das Gewicbt der Glocke bezeicbnet ist. 

Jetzt ist alles so weit vorbereitet, dass wir die gefundenen 
Ausdrxicke in dieLagrange’scbenGleicbungeneinsetzenkonnen. 
Diese lauten mit den bier eingefiibrten Bezeicbnungen 

pi d dL 

^ dt \dipj d'lp 
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■and nack Einsetzen geken sie uber in 
— sin <piQs^ 1) = (& + p'j 

+ If f - (^ — 9>) — ^ Is, sin it — 9) 

= + f V) 

+ If? f ■ cos (^ - 9)) + (|^)“ j Is, sin (4> — tp) 


■ (176) 


Hiermit ist das dnrch die Anwendnng der Gleick-on^en 
von Lagrange angestrebte Ziel erreicbt; wir sind jetzt im 
Besitze der Differentialgleicbungen^ durcb. die die Abkangigkeit 
der Variabeln (p und ^ von der Zeit besebrieben -vrird. Frei- 
lich sind wir damit noch nicbt z-ar genauen Kenntniss des Be- 
wegnngsvorgangs gelangt; dazu miisste man die Gleicbnngen 
zuvor integriren konnen. Die Differentialgleicbungen der Be- 
wegnng eines Systems von mebreren Freibeitsgraden sind nun 
freilicb gewobnlicb^ wie aucb im bier vorliegenden Falle^ so 
verwickelt; dass man sie nicbt allgemein zu integriren vermag. 
Das bindert jedocb nicbt^ dass man uber mancbe Fragen, die 
von besonderem Interesse sind^ Aufscbluss aus den Differential- 
gleicbiingen zu erbalten vermag, obne dass diese zuvor inte- 
grirt zu werden braucbten. 

Ebe icb bierauf naber eingebe, inocbte icb nocb darauf 
binweisen, wie die Bewegungsgleicbungen des Systems auf- 
zustellen sind, wenn man die Gleichungen von Lagrange und 
die ibnen verwandten Satze nicbt benutzen will. Hierzu stebt 
zunacbst der Satz von der lebendigen Ebaft zur Verfiigung. 
Man addire zu dem in Gl. (175) aufgestellten Wertbe von L 
die potentieUe Energie F, die dadurcb zu Stande kommt, dass 
die Scbwerpunkte S und 8^ tiber ibrer tiefsten Lage liegen. 
Man bat dafiir 

F == ^3 (1 — cos g ?) + (1 ^)- 

Die Gleichung i -f- F= Const, giebt sofort eine Dijfferential- 
gleicbung erster Ordnung zwiscben (p und ^5 sie bildet, wie 

POppl, Dynamik. 2. Aufl. 21 
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man sagen kann, ein erstes Integral der Gl. (176). Eine 
zweite Gleickung zwischen go und ^ kann man etwa aus dem 
Plackensatze erhalten. Man bereckne den Drall des Systems 
fiir die Axe a. Der Drall wird^ wie man leickt findet^ 

+ S’ + "7 + f ^ ~ ■ 

Das statiscke Moment der ausseren Krafte^ d. k. der beiden 
Gewickte fxir die Axe a lasst sick ebenfalls sofort angeben; 
es ist nebenbei bemerkt^ gleick F(p -j- Fy„ Nack deni Flacken- 

satze ist nun gleick diesem Momente. Dies liefert eine 

zweite Gleickung zwiscken gp nnd ip und zwar jene Gleicknng^ 
die dnrck Addition der Gl. (176) zu einander entstekt. 

Ein anderes Verfakren znr Ableitnng der Bewegungs- 
gleickungen bestekt in der unmittelbaren Anwendnng des Prin- 
cips Yon d’Alembert. Man bringt an jedem Massentheilcken 
die Tragkeitskraffce an, die sick in den Winkelbesckleunigungen 
nnd Winkelgesckwindigkeiten ausdriicken lassen und sckreibt 
an, dass beide Korper A und B im Gleickgewickte sein iniissen, 
wo rn i t man sofort die Bewegungsgleickungen erkalt. 

Diese Vergleicke zeigen, dass die Gleickungen von La¬ 
grange in der Tkat fur jenen vollstandig entbekrlick sind, 
der die in den ersten beiden Abscknitten dieses Bandes bekan- 
delten Lekren bekerrsckt. Freilick lasst sick aber anderer- 
seits auck nickt verkennen, dass die Anwendnng der Methode 
von Lagrange zwar einige Anspriicke an die Reckengewandt- 
keit stellt, dass sie aber ein sckarferes Nackdenkeii, das sick 
bei den anderen Wegen notkig mackt, nickt verlangt. Insofern 
und in Bezug auf die allgemeine Anwendbarkeit des gleicken 
Verfakrens in den versckiedensten Fallen ist sie den friiker 
entwickelten und von mir im allgemeinen bevorzugten Ver¬ 
fakren okne Zweifel tiberlegen. 

Ick geke jetzt zu den Scklussen tiber, die sick aus den 
Differentialgleickungen (176) zieken lassen. Mmmt man an, 
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dass die Masse des Kloppels gegentiber der Glockenmasse zu 
vernacblassigen ist^ so wire! dies in den Gleicbnngen dadurcb 
ansgedriickt; dass man nnd gleicb Nnll setzt. Die. 
zweite Gleicbung hebt sicb dann vollstandig weg nnd die erste 
crebt Tiber in 

O ^ 

— sin < 5 D • (9s = @ 

d. b. in die Gleicbung des gewobnlicben Pendels^ was ja aucb 
Yon Yornberein zu erwarten war. Betracbtet man die Losung 
dieser Gleicbung als genau genug aucb dann, wenn und 
zwar klein, aber niebt gleicb Null sind^ so Tasst sicb die zweite 
der Gl. (176) benutzen, um naebber aucb nocb zu bestimmen, 
wenn man (p als bekannte Function der Zeit einsetzt. 

Vor alien anderen aber ist die Frage von Interesse^ unter 
weleben Umstanden es kommen kann, dass der Eloppel gar 
niebt an die Glocke anscblagt, Diese Frage ist niebt willkur- 
licb aufgeworfen worden, sondern man ist auf die Moglicbkeit^ 
dass die Glocke niebt lautet, obsebon sie in Pendelscbwingungen 
Yersetzt wird^ erst durcb die Erfabrung gekommen, die man 
mit der Kolner Kaiserglocke gemaebt bat. Hierdurcb ist das 
Problem von ^Glocke und KloppeF^ zu einer gewissen Be- 
rubmtbeit gelangt und ein Lebrbucb der Mecbanik, das sicb 
tiberbaupt mit solcben Fragen besebaftigt^ kann niebt gut iiber 
dieses Beispiel binweggeben. 

Das Anscblagen des Kloppels an die Glocke bangt von 
der Eelativbewegung zwiseben beiden Korpern ab; der Kloppel 
scblagt an^ wenn der Winkel t// — 9 einen gewissen positiYen 
oder negativen Wertb erlangt bat. . Es kann aber sein^ dass 
7// — (p diesen Wertb nacb den Gl. (176) mit Riicksiebt auf 
die gegebenen Anfangsbedingungen tiberbaupt niebt erreiebt. 
So kdnnte ip — g? stets einen constanten Wertb y bebalten^ 
der kleiner ist^ als jener^ bei dem sicb Glocke und Kloppel 
bertibren. Wir wollen untersueben^ ob und wann dies ein- 
trifft. Mit 

Oder 

gehen die 61. (176) iiber in 


21* 
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— sin 9 (Qs -T Qit) = i® + y + y eos yj 

— sin (y + 9) (2i% = (®i + y + y cos yj 

Nur dann, wenn diese beiden Gleichungen durcb passende 
WaU der Constanten identiscb. mit einander werden^ kann sich 
das System wie ein starrer Korper bewegen. Wir seben, dass 
dazu jedenfalls y = 0 sein muss; also nur wenn der Kloppel 
in die Glockenaxe fallt, konnen beide miteinander scbwingen, 
obne sicb gegeneinander zu dreben. Von den anderen Falleii_, 
dass etwa % oder I oder verscbwinden, seben wir namlicb 
ab, weil dadurcb das Problem tbatsacblicb in ein anderes tiber- 
geftihrt wiirde. — Mit y = 0 yereinfacben sicb die Gleicbungen zu 

- sin 9 ((9s + gj) =^? (@ + f f Is,) 

- sin 9 • Q,s, = § (@1 + f f Is,) 


und identiscb werden beide, wenn zwiscben den Constanten 
die Bedingungsgleicbung 

@^9i.p^9sis 0 - 1 - s » + 9k Is 

g ' g ^ _ y 9 

Qih 



erfuUt ist. Man kann daber zu jeder gegebenen Glocke immer 
auf sebr yerscbiedene Arten einen Kloppel construiren, der 
nicbt anscblagt. Zwiscben dem Gewicbte dem Tragbeits- 
momente fiir den Scbwerpunkt und dem Scbwerpunkts- 
abstande also zwiscben den drei Grossen, die sicb auf den zu 
construirenden Kloppel bezieben, braucbt namlicb nur die eim 
zige Bedingungsgleicbung (177) erfiiUt zu sein, so dass man 
zwei der Grossen nocb willkiirlicb wablen kann. 

Betracbtet man den Kloppel als einen materiellen Punkt 
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von geringem GewicMe, der durch eine gewichtslose Stange 
an der Glocke aufgekangt ist, so kann man in Gl. (177) 
®i = 0 setzen und gegeniiber Q vemachlassigen. Gl. (177) 
gekt dann iiber in 

— = ^1 ~k ^ 

Qs g 

Oder, wenn man die reducirte Pendellange 4 ed der Glocke 

7 _ ® 

t'red - 77- 

^ -s 
g 

einfiilirt^ eiufaclier 

4ed ~ ^*1 “f" ^ ^ 

d. li. der als materieller Piinkt aufgefasste Kloppel muss mit 
dem Schwingungsmittelpunkte der Glocke zusammenfallen. — 
Im Uebrigen sind aber die zuletzt emgefiibrten Vernacb- 
lassigungen gar nicbt notbig^ da man aucb mit der genauen 
Gl. (177) obne Scbwierigkeit recbnen kann. 

Wenn Gl. (177) erfiillt ist^ kann die jetzt untersucbte 
Bewegungsform eintreten. Sie muss aber nicbt eintreten dies 
bangt vielmebr von den Anfangsbedingungen ab. Es ist daber 
nicbt ausgescblossen, dass der Kloppel aucb bei einer Glocke^ 
fiir die Gl. (177) erfiillt ist, anscblagt; es wird aber leicbt 
ein Versagen vorkommen und daber muss eine solcbe Anord- 
nung jedenfalls vermieden werden. 

Bis jetzt ist nur der Fall besprocben worden, dass xj; 
dauernd gleicb cp bleibt. Ein Versagen der Glocke tritt aber 
aucb scbon dann ein, wenn ^ — 9 nicbt dauernd gleicb Null 
ist, sondern nur innerbalb enger Grenzen scbwankt. Die Be- 
dingung bierfiir lasst sicb nicbt naber angeben, da man die all- 
gemeinen Bewegungsgleicbungen des Systems nicbt zu integriren 
vermag. Es lasst sicb aber vorausseben, dass dieser Pall um so 
eber eintreten wird, je naber GL (177) erfiillt ist. Man tbut 
daber gut, die in Gl. (177) vorkommenden Constanten so zu 
wablen, dass sicb die auf beiden Seiten der Gleicbung stebenden 
Verbaltnisse ziemlicb erbeblicb von einander unterscbeiden. 
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§ 34. Sch-winguiigen eines Regulators. 

Eine Dampfmasclime, die mit einem Centrifugalregulator 
ausgeriistet ist^ bildet ein System mit zwei Ereiheitsgraden. 
Dem eineu Freiheitsgrade entspriclit die Bewegung des Kurbel- 
mecbanismus imd der mit ibm zwanglaufig yerbundeiien Tbeile 
und als zugeborige allgemeiue Coordinate kann der Winkel 
angesehen werden, um den sicb die Kurbelwelle seit einem als 
Aiisgangspunkt der Betracbtung gewablten Augenblicke weiter 
sredrebt bat. Der andere Freibeitsgrad beziebt sicb auf die 
yon der yorigen nnabbangige Bewegung des Begulators^ durcb 
die der Hub des Regulators geandert wird. Als zugeborige 
allgemeine Coordinate kann entweder dieser Hub selbst^ also 
der Weg, den die Regulatorbulse parallel zui* Umdrebungs- 
axe des Regulators zuriickgelegt bat, angeseben werden oder 
anstatt dessen aucb der Winkel, den die Stangen des Regulators 
mit der TJmdrebungsaxe bilden. 

Bei gleicbformigem Gauge der Dampfmascbine bleibt der 
Regulator in seiner Stellung; der zweite yon beiden Freibeits- 
graden wird also nicbt ausgeniitzt. Zwar treten aucb in diesem 
Falle^ wabrend jedes Umlaufes periodiscbe Gescbwindigkeits- 
scbwankungen der Kurbelwelle und der mit ibr zwanglaufig 
yerbundenen Regulatorspindel auf; sie werden aber durcb das 
Scbwungrad, tiber dessen Berechnung bereits im ersten Bande 
nabere Angaben gemacbt wurden, in engen Grenzen gebalten. 
Da sicb einer Aenderung der Regulatorstellung Bewegungs- 
widerst^de yerscbiedener Art entgegensetzen, yermogen jene 
periodiscben Gescbwindigkeitsscbwankungen an der Regulator¬ 
stellung in der Regel nicbts zu andern. Sobald aber die Be- 
lastung der Mascbine durcb Ausschaltung oder Einscbaltung 
yon Arbeitsmascbinen, die yon ibr angetrieben werden, ge¬ 
andert wird, kommt der zweite Freibeitsgrad des Regulators 
zur Geltung. Der Regulator bebt oder senkt sicb, wirkt auf 
die Steuerung der Mascbine (oder auf eine Drosselklappe u. s. f.), 
iindert damit den Dampfzutritt und fubrt scbliessbcb (falls er 
ricbtig construirt ist) einen den abgeanderten Belastungs- 
yerbaltnissen entsprecbenden gleicbformigen Gang yon Neuem 
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bierbei. Dabei wiinscht man, dass die TJmdrebnngszablen, die 
m verscbiedenen Belastungen geboren, nicbt viel Yon einander 
ibweicben. Um dieses Ziel zu erreicben, geniigt es, den gleicb- 
Pormigen Gang der Mascbine (also jenen mit constantem Regu- 
iatorbnbe) bei verscbiedenen Gescbwindigkeiten zn untersucben, 
Yobei jedesmal nur anf einen Freibeitsgrad des Systems zu 
icbten ist. Hiermit bescbaftigt sicb vorwiegend die Tbeorie 
ier Regulatoren, die in der tbeoretiscben Mascbinenlebre be- 
iandelt wird und anf die icb bier nicbt eingeben -werde. Aucb 
be biermit zusammenbangenden Begriffe der Empfindlicbkeit, 
ier Energie und der Verstellungskraft des Regulators kommen 
lier nicbt in Betracbt. 

Ausserdem ist aber von dem Regulator aucb zu verlangen, 
iass er bei einer Veranderung der Belastung in die dieser ent~ 
sprecbende neue Stellung obne grosse Scbwankungen xibergebe. 
Von vornberein ist klar, dass diese Forderung keineswegs mit 
ier friiberen zusammenfallt. Wenn sicb der Regulator bei 
nner Verminderung der Belastung bebt, wird man nicbt er- 
varten diirfen, dass er sicb grade nur um das erforderlicbe 
tfaass bebt und dann steben bleibt; er wird vielmebr Scbwin- 
jungen um die neue Gleicbgewicbtslage (relativ zur Regulator- 
?pindel genominen) ausfiibren, die unter Umstanden zu sebr 
starken Gescbwindigkeitsscbwankungen der Mascbine fiibren 
ionnen. Man kann sicb biergegen scbiitzen, indem man den 
Elegulator mit einer Oelbremse oder einem „Katarakte^^ ver- 
Dindet, wodurcb ein Bewegungswiderstand eingefiibrt wird, 
ier bei geringen Gescbwindigkeiten des Regulators relativ zur 
3pindel geringfiigig ist, mit der Gescbwindigkeit aber erbebbcb 
vacbst. Hierdurcb werden die Regulatorscbwingungen stark ge- 
iampft und, wenigstens sofern nur eine einzelne Mascbine in 
Bkage kommt, in der Regel unscbadlicb gemacbt. 

Anders ist es, wenn mebrere Mascbinen anf dieselbe Welle 
irbeiten. So macben sicb in grossen Elektricitatswerken die 
Scbwingungen, die bierbei entsteben konnen, zuweilen recbt 
3emerklicb. Die einzelnen Dampfmascbinen sind in diesem 
Falle iibrigens nicbt mecbaniscb, sondem elektromagnetiscb, 
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d. h. dadurch mit einander gekuppelt^ dass die von ilinen an- 
getriebenen Dynamomascliinen in Parallelscbaltiing zn dem- 
selben Stromkreise geboren^ wodnrcb der ganze Vorgang nocb 
eine weitere Verwickelnng erfabrt. Man bat es dann mit 
Systemen von drei, vier oder nocb mebr Freibeitsgraden zn 
tbun. Die Aufstellung der Differentialgleicbnngen der Be- 
wegung macbt zwoir ancb in solcben Fallen keine erbeblicben 
Scbwierigkeiten. Um so sobwieriger, wenn nicbt nnmoglicb^ 
ist aber deren Integration. 

In den letzten Jabren bat man sicb mit Scbwingungs- 
erscbeinungen der bezeicbneten Art wieder mebrfacb bescbaftigt. 
Icb erwabne zunacbst eine Abbandlung von Stodola in der 
Zeitscbr. d. Ver. D. Ing. 1899/ S. 506^ die sicb auf Mascbinen 
beziebt, die mit sogenannten Flacbreglern ans- 
j geriistet sind. Perner verweise icb auf eine 
Abbandlung von Gr. Kapp in der Elektrotecbn. 
Zeitscbr. 1899, S. 134 Tiber „Das Pendeln pa- 
^ / j rallel gescbalteter Mascbinen^^, in der die 

7 j Scbv^^ingungen elektromagnetiscb gekuppelter 

Q / j Mascbinen bebandelt werden. 

] Naber auf diese Dinge einzugeben, ver- 

fQ bietet bier der Raum; icb bescbranke micb 

j vielmebr auf einige allgemeine Erorterungen, 

AbiD. 58 . aus denen bervorgebt, vrelcbe Htilfsinittel die 

Mecbanik zur Losung solcber Aufgaben un- 
mittelbar zur Verfugung stellt. 

Icb beginne mit einem ganz einfacben Falle: In Abb. 58 
sei AJ? die Axe einer senkrecbten Welle, an der mit Htilfe, 
eines drebbaren Armes eine Engel vom Grewicbte Q auf- 
geb^gt ist. Die Kugel soil als materieller Punkt aufgefasst 
und die Stange als gewicbtslos angeseben werd^n. Ausserdem 
soil die Masse der Kugel so gering sein, dass ibre lebendige 
Kraft ganz unbedeutend gegenuber der lebendigen Kraft eines 
Scbwungrads ist, das in zwanglaufiger Verbindung mit der 
Welle AB steben moge. Wir braucben dann auf die Aende- 
rungen der Dmlaufsgescbwindigkeit nicbt zu acbten, die nacb 
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dem Flachensatze eintreten mussen^ wenn sicli die Kngel von 
der Umdrehtingsaxe entfernt oder sicli' ilir nahert^ konnen viel- 
melir die Winkelgesciiwindigkeit n der Welle AB als constant 
ansehen. Der Winkelgescliwindigkeit entsprickt ein Ans- 
scklag (pQ der Stange^ bei dem die Kugel in relativem Gleicli- 
gewicbte gegen die Welle ist. Der Znsammenbang zwiscben 
’ll nnd cpQ ist scbon im ersten Bande untersucbt. Jetzt woUen 
wir zuseben^ was fiir Scbwingungen der Arm nm die Gleicb- 
gewicbtslage ausfulirt, wenn er von Anfang an nicbt in die 
Ricbtnng (p^ fiel. Von Reibnngen soli dabei abgeseben werden. 

Man bebandelt diese Anfgabe am einfacbsten auf Grund 
der Satze iiber die Relativbewegung. Relativ zu einem Raume^ 
der sick mit der Welle umdrekt^ haben wir es nnr mit einer 
pendelnden Bewegung nm die Gleicngewichtslage cpQ zu tkun. 
Dabei miissen die beiden Erganzungskrafte der Relativbewegung 
an der Kugelmasse angebrackt werden. Die erste Erganzungs- 
kraft ist hier einfack die Oentrifugalkraft C. Die zweite stekt 
senkreckt zu der durck die Wellenaxe und die Stange gelegten 
Ebene oder senkreckt zur Sckwingungsebene. Sie bringt eine 
Verbiegung der Stange kervor^ die aber erst bei koken Um- 
laufszaklen merklick wird und dann zu den in § 28 bekan- 
delten Sckwingungsersckeinungen der ^^Hangespindeln^^ fiikrt. 
Hier wollen wir dagegen voraussetzen^ dass die Stangenver- 
biegung unmerklick ;^sei. Die zweite Erganzungskraft wird 
freilick mindestens zu Druckkraften im Gelenke der Stange 
und damit zu Reibungen im Gelenke fiikren^ die scbon von 
erkeblicker Grosse werden kdnnen, lange bevor die Verbiegung 
der Stange in Betrackt kommt. Diese Reibungen dampfen die 
Sckwingungen^ die wir bier untersucben wollen. Da wir aber alle 
Bewegungswiderstande an der Stange ausser Beriicksicbtigung 
lassen wollten^ ist aucb anf diese Reibung nicbt zu acbten. 
Dann kommt die zweite Erganzungskraft ftir die Scbwingungen 
tiberhaupt nicbt in Betracbt^ sondern nur das Gewickt Q und 
die Centrifugalkraft G, Ftir C baben wir iibrigens 
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Die Bewegungsgrosse der Kugel relatiy zmn rotirenden 
Raiime ist gleicL. 

R 7 ^ 

9 dt 

und senkreclit znm Arme I gericlitet. Das Moihent dieser 
Bewegungsgrosse in Bezug auf die Grelenkaxe hat den Werth 

Q ^2 dy 

9 dt 

und nach dem Flachensatze ist die zeitliche Aenderung davon 
gleich dem statischen Momente der Kjafte Q und C. Wir 
erhalten daher die Grleichung 

y V — Cl cos q) — Ql sin (p 

Oder nach Einsetzen des Werthes von G und Division mit — 

9 

9- f 9^- 


Das ist dieDifferentialgleichung der Schwingungs- 
hewegung. Ein erstes Integral davon kann sofort gefunden 

werden. Man multiplicire beiderseits mit ^ und beachte, dass 

dann alle Griieder voUstandige Differentialquotienten nach t 
vorstellen. Die Integration liefert dann 

f cosy. (179') 


Diese Gleichung hatte ubrigens auch nach dem Satze von der 
lebendigen Kraft leicht gefunden werden konnen. Die Integra- 
tionsconstante K hangt naturlich von den Anfangsbedingungen 
ab und bedingt andererseits die Amplitude der Schwingungen. 
Auch der nochmaligen Integration von Gl. (179) steht an 
und fiir sich nichts im Wege. Durch Trennting der Variabeln 
erhalt man 



dgj 


- cos 2cp -\—Y cos 9 
2 I 


dt 


Die Gleichung 
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lyrK. 


d cp 


u- 2g 

--- cos 2cp~\- ~ cos cp 


(180) 


giebt demnacli den verlangten Zusammenliang zwisclien 
9 und t an^ wobei aucli die neue Integrationsconstante 
aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden 
kann. Das in Gl. (180) vorkommende Integral ist ein ellip- 
tiscbes nnd kann obne Schwierigkeit auf die Normalformen 
reducirt werden. Immerbin erfordert dies aber nmstandliche 
Reclinungen^ die man lieber nmgelit. Wir wollen dalier seben^ 
was wir' anf andere Art iiber die Schwingungen heransbringen 
kdnnen. 

Wir wollen znnachst nach den Grenzen fragen^ zwiscben 
denen sicb die Scbwingung abspielt. An den Grenzen des 

d m 

Ansscblags ist ~~ gleicb Null nnd dalier nach Gl. (179)^ wenn 

man den Cosinns des doppelten Winkels in dem des einfacken 
ansdrtlckt^ 

K — (2 cos^ (p — 1) ■+■ y ^ ~ 0. 


Diese Gleicknng ist vom zweiten Grade in Bezug auf cos cp 
und durck Auflosen erkalt man 


cos cp 


= ^T±l/; 


Jt. + 


( 181 ) 


wobei zur Abkiirzung die neue Constante an Stelle von 
namlick 


A, 


— + 


1 

2 


eingefiihrt ist. Die beiden Wurzelii geben die Cosinus der 
Ausscklage cp^ und cp<^ an, zwiscken denen die Sckwingungen 
erfolgen. Wenn positiv ist, wird cosg?^^ positiv und cos 
negativ, d. h. die Sckwingung wiirde dann die Kugel iiber die 
durck das Gelenk A gelegte Horizontale kinauffukren. Ferner 
konnte auck cp^ einen negativen Winkel bedeuten und zwar 
wiirde dieser Fall, wie man aus GL (179) erkennt, wenn man 
darin cp = 0 setzt, dann eintreten, wenn 
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Oder 



> 1 - 


uH 


ware. Dies kann audi niclit uberraschen, denn in der That 
ist ja die gewobnlicbe Pendelbewegung in der bier unter- 
sncbten als specieller Fall mit enthalten; man braucbt in den 
GL (178) bis (180) nnr u = 0 zu setzen, nm sie in die Glei- 
cbungen fiir die einfacbe Pendelbewegung libergehen zu lassen. 
Um diese Falle woUen wir nns aber jetzt nicbt kximmern; da 
uns nnr jene Scbwingnngen yon Interesse sind^ bei denen cp 
stets positiv nnd ein spitzer Winkel bleibt. Die Constante 
muss dann jedenfalls einen negatiyen Wertb baben. 

Aucb (p = (Pq bildet eine Losung der Differentialglei- 
cbung (178)^ namlicb jene Losung, die dem Gleicbgewicbte der 
Stange in der Lage (p^ entspricbt. Ftir diese (ubrigens scbon 
friiber auf anderem Wege gefundene) Lage erbalten wir nacb 
GL (178) 

cos 90 = ^7- (182) 


Durcb Einsetzen dieses Wertbes in GL (181) finden wir 
fiir die beiden Grenzlagen, zwiscben denen die Scbwingung 
erfolgt, 

cos = cos 9o + ]/cos^9(, + ^ 21 _ 
cos 9 j = cos 9 a — ]/cos^ 9 a + ^2 > 

Aus beiden folgt zugleich 

cos 9 i -)- cos 92 = 2 cos 9 a. (184) 

Mnltipliciren wir bier beiderseits mit I, so erkennen wir, dass 
die Kugel sicb wabrend der Scbwingung um dieselbe 
Hobe gegen die Gleicbgewicbtslage senkt, als sie sicb 
bei dem Ausscblage nacb der anderen Seite bin uber 
sie erbebt. Wenn die eine Grenzlage bekannt ist, kann bier- 
nacb die andere sofort angegeben werden. Ausserdem IraTin 
aucb der Wertb der Constanten Xj nacb den GL (183) sofort 
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gefunden werden^ wenn die Grenzlagen^ zwisdien deneii die 
Sdiwingung erfolgt, gegeben sind. 

Schon bei der einfacben Pendelbewegnng gestaltete sich 
die Rechnung erbeblicb einfacber^ wenu man sicb auf die 
TJntersucbnng der Scbwingungen mit kleinen Ansscblagen be- 
scbr'ankte. Das soil jetzt ancb bier gescbeben. Icb setze also 

9 

wobei nun e ein kleiner Teranderlicber Winkel ist^ der 
zwiscben dem negatiyen Wertbe und dem positiven Wertbe 
bin und berscbwankt. Wegen dieser Kleinbeit der Ausscblage 
lassen sicb sin s und cos a in sebr scbnell conyergirende Reiben 
entwickeln, yon denen es geniigt^ die Glieder erster Ordnung 
beizubebalten, obscbon es freistebt, die Entwickelung aucb 
nocb auf Glieder boberer Ordnung zu erstrecken. Icb setze 
also in GL (178) 

sins = £ und cos s = 1 
sin 9 == sin ( 9 ^ + 6 ) = sin 9 ^ 4“ ^ 9 o 

und 

cos 9 = cos ( 9 q -|- e) = cos 9 o — s sin 9 ^. 

Hierdurcb gebt GL (178) tiber in 

^ = y (sin 2 9)0 + 2 e cos 2 yo) — y (sin fpo + £ cos cp^). 

Mit Rticksicbt auf GL (182) yereinfacbt sicb dies zu 

= £ ^^2 jjQg 2(Pq -—j cos 9 o^ = — su^ sin^ 9 o. (185) 

Diese Gleicbung ist yon derselben Form wie die 
Differentialgleicbung einer barmoniscben Scbwin- 
gung. Der einzige Dnterscbied gegenxiber GL (16) bestebt 
nur darin^ dass dort die Veranderlicbe x eine Wegstrecke, bier 
aber die Veranderlicbe s einen Winkelweg bedeutet. An der 
Losung der Differentialgleicbung kann dies aber nicbts andern 
und wir konnen daber die in § 4 gefondenen Resultate obne 
Weiteres auf den bier yorliegenden Fall libertragen. Wir 
erkennen namentlicb, dass die kleinen Scbwingungen 
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aiicli hier isochron sind nnd erhalten die Daner T einer 
Tollen Schwingung aus Grl. (20), •wenn wir darin 

an Stelle von — hier — 

C sin- 


schreiben, womit diese Gleichnng in 


u sin q)Q 


libergeht. Dabei kann noch (Pq aus 
werden, so dass man aiich 


T = 


27tul 


(186) 

61. (182) eingesetzt 
(187) 


erhalt. Wenn u sehr gross wird, wird die Schwingungsdauer 
sehr Hein. Dabei ist wohl zn beachten, dass u mindestens 
so gross sein muss, dass der Wnrzelwerth reell ist^ denn im 
anderen Falle ware 61. (182) nicht anwendbar und anch sonst 
ware die vorausgehende Entwickelung zn andem, da schon 
61. (185) anf der Anwendbarkeit der 61. (l82) bernhte. 

Hiermit ist der einfache Fall, den wir znnachst unter- 
snehen wollten, so weit erledigt, dass gegen die nnmittelbare 
praktische Verwendnng der erhaltenen Resultate keinerlei Be- 
denken mehr vorliegt. Anch den Einflnss von Bewegnngs- 
widerstanden, die bisher vernachlassigt wnrden, kann 
man nachtraglich leicht beriicksichtigen, indem man 
sich der frhher fiir die gedampften harmonischen Schwingnngen 
abgeleiteten Resultate erinnert, die ebenfalls ohne Weiteres 
auf die hier untersuchten Schwingnngen nbertragen werden 
konnen. 

Bei den Schwingnngen des Centrifngalregnlators 
ist aber der Sachverhalt erheblich verwickelter. Dass dort 
zwei Schwnngkngeln vorkommen, wahrend wir hier nnr eine 
betrachteten nnd dass beide noch dnrch ein 6egengewicht oder 
dnrch das 6ewicht der „Regnlatorhnlse^^ nach abwarts gezogen 
werden, macht fi-eilich nicht viel aus. Man koimte, wenn sich 
sonst nichts anderte, die vorige Betrachtnng mit geringer Mtihe 
anf diesen Fall nbertragen nnd wurde dabei zu ganz ahnlichen 
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Resultaten gelangen. Wesentlicli ist aber dei: Unterschiei 
class der Regulator die Steuerung der Mascliine beeinflusst und 
dadurcli die Wiukelgeschwindigkeit it yeraudert. 

Wir wollen daber jetzt einen Fall untersucben^ der sich 
dem wirklicheu Sacbyerbalte mebr nabert^ obne sicb freilicb 
Yollstandig uiit ibm zu deckeu. Dabei bemuben wir unS; die 
ideellen Bedingungen^ denen wir das System uuterwerfeii, so 
zu wahlen, dass die IJntersucbung eiuerseits moglicbst yerein- 
facbt wird^ wabrend audererseits die wirklicb yorbandeneu 
Bedingungeu dadurcb wenigstens iu den weseutlicbsten Ziigeu 
wiedergegeben werden. Wenn man will^. stebt es nacbber 
immer nocb £rei^ die Systembedingungen spater so abzuandern^ 
dass sie sicb dem wabren Sacbyerbalte nocb enger anscbliessem 
Der Gang yom Einfacberen^ das yorber yollstandig erledigt 
und durcbscbaut wird, zum Verwickelteren ist bei einer 
solcben Untersucbung durcbaus erforderlicb, da man iiber- 
baupt nicbt zum rechten Verstandnisse des ganzen Vorgangs 
gelangt, wenn man yon yornberein alien Umstanden Eecbnung 
tragen will. 

Icb setze also jetzt einen mit .einem Scbwungrade ver- 
sebenen Motor yoraus, der wabrend der Zeit^ in der wir ibn 
betracbten^ einen Widerstand zu uberwinden bat^ der durcb ein 
auf die Scbwungradwelle bezogenes constantes statiscbes Mo¬ 
ment Mq dargestellt wird. Perner soli durcb die Arbeits- 
fliissigkeit^ die den Motor betreibt^ zur Zeit t ein Moment 3£ 
auf die Scbwungradwelle ubertragen werden, das nur yon der 
augenblicklicben Stellung (p des Regulators abbangt. Dieser 
Pall ware etwa bei einer Turbine yerwirklicbt; bei der Dampf- 
oder der Gaskraftmascbine trifiPt er nicbt zu, weil der Arbeits- 
yorgang mit der Stellung des Kolbens wecbselt. Dayon seben 
wir aber aus den yorber angefiibrten Griinden ab. Wir 
scbreiben also 

M=F{cp) 

und setzen yoraus, dass die Form der Function F, die yon 
der Steuerungseinricbtung abbangt, als bekannt angeseben 
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werden kann. Jedenfalls Ast, wenn (p^ wieder die znr Be- 
lastnng Mq gehorige Grleicligewiclitslage des Regulators angiebt^ 

Wir wolleu aber armebmen^ dass diese Grleicbgewichtslage^ 
die sicb iiacb Abdampfuug der Scbwingungen einstellt^ noch 
nicbt erreicbt sei. Kurz yor der Zeit^ in der wir die Unter- 
sucbung beginnen, moge namlicb irgend eine Belastungsande- 
rung Yorgenommen worden sein, wabrend nacbber Mq con¬ 
stant bleibt. Ferner seben wir jetzt yon der Beriicksicbtigung 
aller Reibungen u. dergl. ab nnd bebalten aucb die scbon 
yorber eingefiibrte Voraussetzung bei^ dass die lebendige Kraft 
des Scbwungrades um so yiel grosser als 
die des Regulators sei^ dass diese im Ver- 
gleicbe zu jener ausser Betracbt bleiben 
konne. 

Die Einricbtung des Regulators soli 
dem Scbema in Abb. 59 entsprecben. Das 
Hiilsengewicbt sei G. Wir wollen ferner 
nocb yoraussetzen, dass G wie eine yon 
aussen ber angebracbte constante Kraft 
bebandelt werden kann^ so dass die trage 
Masse oder die lebendige Kraft der Hiilse 
aus dem Spiele bleibt. 

Katiirlicb kann man yon diesen Vor- 
aussetzungen aucb mancbe fallen lassen^ 
obne die Bebandlung erbeblicb zu erscbweren; sie tragen aber 
alle dazu bei^ die Formeln^ zu denen wir gelangen werden^ zu 
yereinfacben und da icb bier keine Tbeorie der Regulatoren, 
sondem nur die yon der Mecbanik gebotene Grundlage geben 
will^ auf der diese aufgebaut werden muss, so steht es mir frei, 
mit den Vereinfacbungen so weit zu geben, als es notbig ist, 
um den Gedankengang der TJntersucbung nicbt unter der Menge 
der zu beriicksicbtigenden Kebenumstande bis zur Unkennt- 
licbkeit yerdecken zu lassen. 

Die biermit naber umscbriebene Aufgabe kann zun*acbst 
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ganz almlicli wie die ilir vorausgeliende behandelt werden uiLd 
im Grunde genommen halte ich ein solches Vorgehen auch 
fiir das zweckmassigere. Ich. mdchte aber diese Grelegenheit 
zugleich auch benutzen^ um noch an einem weiteren Beispiele 
die Anwendung der Gleichimgew von Lagrange zur Ab- 
leitung der Differentialgleichnngen der Bewegung zu zeigen 
und desshalb entscheide ich micb hier fiir diese Untersuchungs- 
nietliode. 

Der Winkel, um den sich die Schwungradwelle seit Be- 
ginn der Zeitrechnung weiter gedreht hat, sei die WinkeL 
geschwindigkeit also if. Der Regulator hat gewohnlich eine 
andere Winkelgeschwindigkeit, als die Welle der Maschine und 
da die Berticksichtigung dieses Umstandes die Pormeln nnr 
unerheblich belastet, mag darauf Riicksicht genommen, die 
Winkelgeschwindigkeit der RegulatorweUe also gleich nilj ge- 
setzt werden, worin n das constante Uebersetzungsverhaltniss 
zwischen beiden Wellen bedeutet. Piir die lebendige Kraft 
des ganzen Systems setze icb 

X = ^ I ^2^2 (I gij, ^ 1 (138) 

Hierin ist neben der lebendigen Kiaft des Schwungrades, 
dessen Tragheitsmoment 0 ist, nur noch die lebendige Kraft 
der Schwungkugeln beriicksichtigt, die von vornherein nicht 
vernachlassigt werden darf, weil sie es gerade ist, die die 
Schwingungen des Regulators bedingt. Jede Scliwungkugel 
hat das Gewicht Q und das Gescbwindigkeitsquadrat ist gleich 
der Quadratsumme der Geschwindigkeiten, die den Aenderungen 
der Winkel Tp und cp entsprechen. Icb bilde jetzt die in den 
Lagrange’schen Gleichungen vorkommenden Differentialquo- 
tienten von L. Man hat 

A = &ijj -f- 2 ^n^ijj Z^sin^ 9 -|- sin 9 ? cos q) • q 

Eoppl, Dynamik 2. Aufl. 22 
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9 ^ 

dq) g 


sin cp cos 9 


1^ = 2 
ocp g 


A 

dt 



Femer sind die auf die Coordinaten ifj und 9 reducirten 
ansseren Eirafte F,p nnd Ftp festzustellen. Bei einer virtuellen 
Aederung d'ljj Ton ijj leisten die Kraffcepaare M nnd Mq, die 
von anssen lier anf das System tibertragen werden, die. Arbeit 
(M — Mq) Sip nnd daber ist 

Fp = If - JIf, = F(<p) - f^((po). 


Bei einer virtnellen Aendernng d(p von 90 bebt sicb der 
Angriffspnnkt des Gewicbtes G nm —d(2?cos9p)^ also nm 
21 sincpSq). Zngleicb bebt sicb jede Scbwnngkngel nm die 
Halfte dieses Wertbes nnd man bat daber 


Fp = — 2 ((? A Q)^ 9 * 

Die Centrifngalkraft an den Scbwnngkngelii kommt jetzt 
nicbt als anssere Kraft, die in F(p einznrecbnen ware, in Be- 
tracbt. Wir beobachten namlicb die Bewegung vom festen 
Ranme ber nnd die Znsatzkrafte der RelativbeweOTiis:, die 
wir bei der Bebandlung des ersten Beispiels in diesem Para¬ 
graph en einznfnbren batten, kommen daber in Wegfall. 

Alle jetzt abgeleiteten Wertbe sind nnnmebr in die Grlei- 
cbnngen von Lagrange einznsetzen. Dadnrcb erbalt man die 
Differentialgleicbnngen der Bewegnng, in denen die DifPerential- 
qnotienten wieder in der gewobnlicben Weise gescbrieben werden 
sollen. Man findet dann 


F(<p) —F{(po) = 2 w^FsinV) 

_L 9 ^ ^ 2^2 . ^ 

g dt dt ^ Sinf^p 

-2(^G + Q')lsmcp=2^P^ 


(189) 


In diesen Grleiciiungen sind aber nocli niclit alle 
Ve rnacblassignngen vorgenommen, zn denen wir anf 
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Grrund iinserer Voraussetzuugen berechtigt sind. Die 
erste Gleicbung kann vielmelir zu 

vereinfaclit werden, wodurcb ausgesprocben wird^ dass’ die 
Winkelbescbleunigung des Sebwungrades nur von der Differenz 
der Momente des treibenden nnd des widerstebenden Krafte- 
paares abhangig ist. Die anderen Glieder, die sonst noch in 
der ersten der Gl. (189) vorkamen, driicken namlich nnr den 

Eiaflnss anf ans^ der von der Beschleunignng der Scbwnng- 
kngelmassen im Sinne von nnd von ibrer Winkelgescbwindig- 

cl m 

keit berriibrt. Wir baben uns aber scbon vorber dariiber 
dt 

scbliissig gemacbt; dass diese geringfiigigen Nebenumstande zu 
vernacblassigen sind. 

Ferner fiibren wir zur Vereinfacbung der zweiten Be- 
wegungsgleicbung den Winkel (p^ ein, der den constanten 
Regulatoraussehlag fiir den normalen Gang obne Scbwingungen 
bei der Belastung angiebt. Aucb dieser normale Gang 
gebort namlicb zu den moglicbeii Bewegungen des Systems 
und er ist daber in den Gl. (189) als Losung mit entbalten. 
Fur ibn nebmen beide Seiten der ersten Gleicbung den Wertb 
Null an und die zweite Gleicbung liefert 

aus der als Function der normalen Winkelgescbwindigkeit 

(^] ermittelt werden kann. Fiibren wir diesen Wei^tb in 
\dt/o 

die zweite der Gl. (189) ein^ so erbalten wir scbliesslicb die 
Bewegungsgleicbungen in der einfacberen Form 


F{<p)-F{cp,)^&^ I 


(190) 


Wir wollen uns zunacbst davon iiberzeugen^, dass der jetzt 
untersucbte verwickeltere Fall den vorber in diesem Para- 


22 
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graphen untersuchten einfaclieren mit in sich fasst. Setzen 
wir F{(p) = F{(p^, so sprechen wir damit ans^ dass der Regu¬ 
lator iiberliaupt nicht auf die Steuerung der Mascliine einwirkt. 

Aus der ersten Gleichung folgt dann das selbstverstand- 
liclie Resultat, dass die Winkelgescbwindigkeit ^ constant 
bleiben muss und die zweite gebt uber in 

(ll) ^ cp —cos (Pq). 

Diese Gleichung fallt aber in der That Tollstandig mit 
Gl. (178) zusammen^ falls man sich in diese ebenfalls den 
Ausschlag (Pq mit Hiilfe von GL (182) eingefiihrt denkt. Wir 
finden hiermit bestatigt^ dass die Hinzufiigung des Hiilsen- 
gewichtes G (falls dessen Tragheit vernachlassigt wird) an 
dem Verlaufe der Schwingungen des von der Maschinensteuerung 
losgelosten Regulators nichts Wesentliches andert; nur der 
Ausschlag selbst wird dadurch geandert. 

Allgemein lassen sich die GL (190) nicht integriren. Wir 
woUen uns daher weiterhin wieder auf die Untersuchung der 
Schwingungen mit kleinem Ausschlage beschranken. 
Wir setzen also wie frxiher 

9 = 9o + ^ 

u. s. £ und zugleich 



worin auch t] als kleine Grosse aufgefasst werden soil. Dann 
gehen die 61. (190) bei Yernachlassigung kleiner Glieder hoherer 
Ordnung liber in 



Die mit dem Zeiger 0 versehenen Glieder sind Constanten, 
die als gegeben zu betrachten sind. Um die Gleichungen 
iibersichtlicher anschreiben zu konnen, fiihren wir daflir drei 
neue Constanten c ein^ so dass 
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dri 

dt 


— as 


dH 

dt^ 


= 1)71 — 


(191) 


wird. Was jetzt unter ahc zu. verstelieii ist, ergiebt sicb aus 
dem Vergleicbe mit den yorbergehenden Gleicbnngen. Setzt 
man a aus der ersten in die zweite Gleichnng ein^ so geht 
diese xiber in 




(192) 


in der nur nocb die eine Variable rj vorkommt nnd genau 
dieselbe Differentialgleicbnng muss ancli yon s erfiillt werden^ 
wie man erkennt^ wenn man tj aus den Gl. (191) eliminirt. 

Die allgemeine Losung der Differentialgleicbnng (192) 
kann aber sofort angegeben werden; sie ist yon der Form 

Tj = (193) 

in der die ABC die von den Anfangsbedingungen abbangigen 
Integrationsconstanten sind, wabrend die Constanten so 

zu ermitteln sind^ dass die Differentialgleicbnng erfiillt wird. 
Setzt man namlicb zunacbst 

Yi = 

in die Differentialgleicbnng ein^ so erbalt man nacb Wegbeben 
der gemeinsamen Faktoren 

= ah — ca (194) 

nnd die drei in GL (193) yorkommenden Constanten cc^a^cc^ 
miissen daber die drei Wnrzeln dieser cubiscben Gleicbnng sein. 

Das Verbalten nnseres Systems wird nun ganz yon den 
Wertben dieser drei Wnrzeln abbangen. Eine dayon ist jeden- 
falls reell. Wenn sie zngleicb positiy ist^ entbalt tj ein Glied, 
das mit der Zeit nnbegrenzt wacbst. Wir scbliessen daraus, 
dass ancb Scbwingnngen^ die nrspriinglicb sebr klein waren^ 
mit der Zeit gross werden nnd dass daber ein stabiler Gang 
der Mascbine nicbt moglicb ist. Ueberbanpt erkennen wir 
als Bedingnng fiir den stabilen Gang; dass GL (194) 
keine positiye reelle Wnrzel baben darf. Complexe 
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Wurzeln der Gleichung fiiliren zu Produkten aus Exponential- 
und trigonometrisclie]! Punctionen und die Exponentialfaktoren 
diirfen ebenfalls nicht unbegrenzt waclisen. 

Seben wir nun. zu, was fiir Wurzeln wir zu erwarten 
baben. Die Constante a diente als Abkiirzung fiir den Ausdruck 


a = 


0 \ d(p 


Der Regulator wird mit dem Motor in der Art yerbunden 
sein, dass das treibende Moment M oder F{cp) abnimmt, wenn 
der Ausscblag cp wacbst, Daber ist a negativ; die beiden 
anderen Constanten b und c sind dagegen nacb der Bedeutung, 
die ibnen zukommt, als positiv zu betracbten. Gl. (194) ist 
daber yon der Form 

q = 0 

in der und q positiy sind. Eine solcbe Gleicbung bat nur 
eine reelle Wurzel und diese ist negatiy. Da das quadratiscbe 
Glied in der Gleicbung feblt, ist die Summe der drei Wurzeln 
gleicb Null und daraus folgt, dass die reellen Antbeile der 
beiden complexen Wurzeln positiy sein miissen. Gl. (193). 
entbalt daber periodiscbe Glieder, die mit der Zeit unbegrenzt 
wacbsen. Wir finden also, dass die Bewegung instabil 
ist. Wenn keine Reibungen oder sonstige Bewegungs- 
widerstande binzukamen, konnte die mit dem Regu¬ 
lator yersebene Mascbine uberbaupt nicbt oder we- 
nigstens nur mit ganz unzulassigen Scbwankungen 
arbeiten. 

Durcb die Bewegungswiderstande,“ namentlicb durcb die 
Oelbremse, wird diesem Uebelstande abgebolfen. Die yoll- 
standige dynamiscbe Tbeorie des Regulators muss daber notb- 
wendig auf diese Umstande Rticksicbt nebmen. Der durcb die 
Oelbremse beryorgerufene Bewegungswiderstand ist der Ge- 
scbwindigkeit der Htilse proportional; wenn p wacbst, gebt er 
in dem gleicben Sirme wie das Gewicbt G und man beriick- 
sicbtigt ibn daber, indem man in der zweiten der Gl. (189) G 
ersetzt durcb 
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6r +. 

worin k eine Constante ist. Aucb. in der zweiten der Grl. (190) 
tritt damit ein neues Grlied auf. Die Losung der Anfgabe auf 
dem angegebenen Wege wird aber dadurch nicbt wesentlicb. 
erscb-wert. Aucb. die Tragheit des Hiilsengewichts^ auf die 
bisber nicbt geacbtet war, lasst sicb nacbtraglich. leicbt be- 
riicksiclitigeia. Man bat dazu nur notbig, in die 61. (188) fur 
die lebendige Kraft nocb ein 61ied aufzunebmen, das die 
lebendige Kraft von 6r darstellt. — Auf die weitere Durcb- 
fiihrung dieser Recbnungen kann bier nicbt eingegangen werden. 


§ 35. Das Princip von Hamilton. 

Aucb das Hamilton’scbe Princip wird abnlicb den Glei- 
cbungen von Lagrange dazu verwendet, die Bewegungsglei- 
cbungen eines Systems von mebreren (oder beliebig vielen) 
Freibeitsgraden abzuleiten. Die Anwendbarkeit ist aber auf 
den Fall bescbrankt, dass sicb die an dem Systeme angreifenden 
ausseren Krafte von einem Potentiale ableiten lassen. Dieses 
Potential oder, ausfiibrlicber gesagt, die potentielle Energie 
des Systems, soweit sie durcb das Ebaftfeld der ausseren Krafte 
bedingt ist, sei F; dann ist die zur virtuellen Aenderung 
-dq^ irgend einer der Coordinaten q geborige Arbeit der 
ausseren Krafte gleicb 


und fur die auf die Coordinate reducirte aussere Kraft bat 
man nacb § 32 

dq^ 

Die von Lagrange aufgestellte 61. (174) lasst sicb daber 
jetzt aucb in der Form 

scbreiben. Fiir jede Coordinate q- gilt eine 61eicbung von 
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dieser Form. Alle diese Grleichungen lassen sicli aber 
in der einzigen Formel 
h 

d J(L — V)cU = 0 (196) 

0 

zusammenfassen und diese Gleicliung spricbt das 
Hamilton’scbe Princip aus. Ebe icb zum Beweise der 
aufgestellten Bebauptung libergeben kann^ muss icb den Sinn 
der angewendeten Zeicben erklaren. Zwiscben der Zeit t — 0 
und der Zeit t = ^ erfolgt die Bewegung des Systems auf 
irgend eine ganz bestimmte Art. Wir betrachten den Be- 
wegungsvorgang mnerbalb dieser Zeit, deren Anfang und Ende 
im iibrigen ganz beliebig ausgewablt sein kann. Wir maeben 
uns femer klar, dass das System, weil es nicbt zwanglaufig ist, 
rein geometriscb betracbtet, auf sebr viele verscbiedene Arten 
aus der Anfangs- in die Endlage ubergefiibrt werden konnte. 
Zu irgend einer Zeit die zwiscben 0 und liegt, baben also 
in Wirklicbkeit die Ooordinaten die Wertbe 

(li -'Qn 

und die zugeborigen Gescbwindigkeiten die Wertbe 
kiii'"irkin’ 

Der geometriscbe Zusammenbang, der zwiscben den Gliedern 
des Systems bestebt, wiirde aber nicbt bindern, dass zur Zeit t 
die Ooordinaten und ibre Gescbwindigkeiten etwa die Wertbe 

• • * {Qi + ' ' ' {9n-\- 

+ dgi), * * • (ft + dft) • ♦ • (g,^ dgj 

batten, in denen die dg ganz willkiirlicb gewablte unendlicb 
kleine Aenderungen sind, wabrend die dg mit jenen so zu- 
sammenbangen, dass 

ist. Wenn wir uns alle dg als willkurlicbe Functionen der Zeit 
gewablt denken, die nur an die Bedingung gekniipft sind, dass 
sie zu Anfang und zu Ende der Zeit verscbwinden, baben wir 
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damit irgend eine von der wirklichen unendlicli wenig ab- 
weicbende Bewegung bescbrieben^ durcb die das System^ rein 
geometriscb genommen^ ebenfalls aus der Anfangslage in die 
Endlage tibergefiibrt werden kdnnte. Zngleicb mussen wif 
aber^ wenn Anfangs- nnd Endznstand in dem wirklicb. vor- 
liegenden Palle imd in dem willkiirlicb variirten vollstandig 
mit einander ubereinstimmen sollen, aucb nocb die Bedingung 
einbalten, dass die dq an den beiden Grenzen verscbwinden. 

Das in Gl. (196) vorkommende Integral bat fiir die wirk- 
licbe Bewegung einen ganz bestimmten Wertb^ da zu jeder 
Zeit t eine bestimmte kinetiscbe Energie L und eine bestimmte 
potentielle Energie V geboren. Aucb fiir die variirte Bewegung 
koimen wir uns^ nacbdem die 8q und biermit die 8q als Func- 
tionen der Zeit^ die den angegebenen Bedingungen geniigen, 
gewablt sind; den Wertb des Integrals berecbnet denken. Das 
Hamilton’scbe Princip bebauptet nun^ dass beide Wertbe 
stets einander gleicb sind^ wie man aucb im Uebrigen die un- 
endlicb kleinen Variationen dq wablen moge. Man kann aucb 
sagen^ dass das Integral fiir die wirklicb ausgefubrte Bewegung 
entweder zu einem Maximum oder zu einem Minimum wird, 
denn die Bedingung dafiir wird durcb das Verscbwinden der 
Variation angegeben. Diese letzte Bemerkung spielt aber keine 
Rolle bei den Anwendungen^ die man von dem Princip macben 
kann. 

Ifacb diesen Vorbemerkungen kann icb zum Beweise des 
Satzes iibergeben. Dazu berecbne icb die Variation des Inte¬ 
grals. Die Aenderung^ die das Integral erfabrt^ ist gleicb der 
Summe der Aenderungen seiner Elemente^ also 

8j^{L—V)dt = l'8{L— V)dt. 

0 b 

Urn die Variation von L — V zu erbalten^ beacbte man, dass 
sowobl L als V zunacbst Functionen der q sind, ausserdem 
aber L aucb nocb Function der Gescbwindigkeiten q ist. Man 
bat also 
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5(£ - F) _ ««. + ■•• + «5, 

+ + + ( 197 ) 

Oder mit Riicksiclit aiif die Grleicliungeii (195) 


+ ifi(-'‘!.) + "' + 1115 (■>'«.)■ 

Hier lassen sicli je zwei Grlieder zusammenfassen^ so dass der 
Ausdruck iibergelit in 


d(L—7) 




, d fdL 
dt\dq 




Die Integration nacli der Zeit kann Meran sofoi-t vorgenommen 
■werden und man findet daker 



+ 


,dL,- 


An den beiden Grenzen 0 und verscbwinden aber alle Glieder^ 
da wir die dq der Bedingnng nnterwerfen mussteii; dass sie an 
den Grenzen zu Null werden. Hiermit ist Gl. (196) bewiesen. 

Wir baben jetzt das Hamilton’scbe PrinciiD auf 
Grund der Lagrange’schen Gleicbungen bewiesen; man 
kann aucb umgekebrt zeigen, dass die Lagrange’sclien 
Gleicbungen eine notbwendige Polge Yon GL (196) 
sind. Setzt man namlicb d(L — 7) aus 61. (197) in GL (196) 
ein^ so bat man 


A( a(x-^r) 

J I 


dg, + ... + 


d {L-V) 


dg„} dt 


+ / (If+- 

0 • 

Das letzte Integral lasst sicb aber umformen, indem man be- 
acbtet^ dass 

dL dL d . d /dL ^ \ d /ax 
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ist. Die Integration des ersteii Grliedes in diesem Ausdriicke 
nacli der Zeit lasst sich. ansfulireii. Sie liefert ISTnll^ weil dq- 
an den Grenzen verscliwindet. Daher geht die Gleichung iiber in 



Nun sind aber die dq ganz willkiirlicli nnd die Gleicbnng gilt 
fiir jede Wahl, die wir dafiir tretfen niogen. Wir konnen also 
z. B. alle dq mit Ansnahme von dq. gleich Null setzen. Dann 
muss auch sein 



D 


clt 



und da aucli dq^ selbst nock eine willkiirliche Function der 
Zeit ist, kann die Gleichung nur dann far jede beliebige Wahl 
dieser Function gtiltig sein, wenn zu jeder Zeit der andere 
Faktor gleich Null ist, Damit kommen wir wieder auf die 
Lagrange’sche Gleichting (195). AVir haben uns hiermit 
uberzeugt, dass das Hamilton’sche Princip und die 
Lagrange’schen Gleichungen im Grunde genommen 
dasselbe aussagen. Selbstverstandlich mussen fur die Giiltig- 
keit des einen Satzes auch dieselben Bedingungen erfiillt sein, 
wie fiir die des anderen. 

In der That macht es auch fur die Behandlung einer Auf- 
gabe kaum einen Unterschied, ob man von dem einen oder 
dem anderen Satze ausgeht. Auch wenn man vom Hamilton- 
schen Princip ausgehen will, muss man zunachst den Ausdruck 
fiir die lebendige Kraft und zugleich den fiir die potentielle 
Bnergie V aufstellen, worauf man durch die Ausfiihrung der 
Variation an dem Integrate der Gl. (196) zu den Bewegungs- 
gleichungen gelangt. Der Mathematiker schatzt an dem Ha- 
milton’sche Princip die einfache und sich dem Gedachtnisse 
leicht einpragende Fqrm der Gl. (196). Wer es als Haupt- 
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aufgabe der Mechanik betraditet^ Aiifscliluss tiber die in der 
Wirklichkeit Yorkommendeii Bewegungsvorgange zu geben, wird 
auf diese Eleganz der Form freilicb weniger Wertb legen. 
Aebnlicb ist es aucb mit dem Princip der kleinsten Wirkung 
nnd mit dem Granss’scben Princip des kleinsten Zwanges; es 
batte keinen Zweck, wenn ich auf diese anch nock eingeken 
wollte. 

Dagegen darf nicbt verschwiegen werden^ dass diese all- 
gemeinen Satze (von deneii es jedocb eigentlick geniigt^ einen 
einzigen zn kennen) auf einem Grebiete in der That wicbtige 
Dienste geleistet baben, die durcb die anderen Metboden nicbt 
Oder wenigstens nicbt gleicb gut geleistet werden konnten. 
Maxwell bat namlicb die Induktion zwiscben mebre- 
ren elektriscben Stromkreisen auf Satze der Mecbanik 
zurtickgefubrt nnd sie dadurcb dem Verst'andnisse 
naber gebracbt^ indem er die elektriscben Leiter als 
mecbaniscbe Systeme von mebreren Preibeitsgraden 
nnd die magnetiscbe Energie als die lebendige Kraft 
dieser Systeme anffasste. Die Gresetze der elektrodyna- 
miscben Induktion, das Faraday’scbe Induktionsgesetz u. s. f. 
zeigen sicb dann in der That in genauer Uebereinstimmung 
mit dem Verbalten, das man von emem in der angegebenen 
Art zusammengesetzten mecbaniscben Systeme zu erwarten 
batte. Aucb die Reibungen finden in dem elektriscben Systeme 
ibr Analogon in den Obm^scben Widerstanden u. s. f. Der 
Elektrotecbniker wird sicb fiir diese Betracbtungen interessiren 
und scbon dessbalb glaubte icb in diesem Bucbe xiber die 
Satze von Lagrange und Hamilton nicbt obne Erwabnung 
binweggeben zu diirfen, obscbon natiirlicb wegeii der genannten 
Anwendungen auf andere Bticber verwiesen werden muss. In 
meiner ^Einfubrung in die Maxwell’scbe Tbeorie der Elek> 
tricitak^ (Leipzig 1894) kann der Leser im ersten Capitel des 
6. Abscbnitts eine gedrangte und leicbt verstandlicbe DarsteL 
lung dieser Seite der Maxwell’scben Elektricitatslebre finden. 

Natxirlicb lasst sicb librigens das Hamilton’scbe Princip 
aucb unmittelbar obne Benutzung der Lagrange’scben Grlei- 
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chungen ableiten. Das Verfabren scbliesst sicb dabei ziemlich 
eng an die Herleitung der Lagrange’schen Grieichungen an; 
icb gebe aber nicbt weiter daranf ein. 

§ 36. Meclianisclie Aelmliclikeit; Theorie der Modelle. 

Der Begriff der mecbaiiiscben Aebnlicbkeit ist aus deni 
der geometriscben Aebnlicbkeit bervorgegangen. Mecbaniscbe 
Aebnlicbkeit zweier Systeme scbliesst die geometriscbe Aebn¬ 
licbkeit zum mindesten in alien wesentlicben Bestimmungs- 
stiicken ein, wird aber dadnrcb nicbt erschopft. Man kann 
z, B. zwei Mascbinen nacb denselben Planen nnd Werkzeicb- 
nungen bauen, indem man etwa die eingescbriebenen Maasse 
einmal als engliscbe Zolle, ein anderes Mai als Centimeter 
deutet. Die Mascbinen sind dann geometriscb abnlicb und so 
lange sie still steben, bestebt gar keine Veranlassung, ibre 
Aebnlicbkeit zu bezweifeln. Sobald sie aber in Betrieb koinmen, 
werden sie sicb im Allgemeinen ganz verscbieden verbalten. 
Wabrend die eine von beiden vielleicbt vollstandig befriedigend 
arbeitet nnd sicb als tticbtig durcbconstrnirt bewabrt, wird die 
andere bald eine grosse Zabl von Feblern anfweisen, wenn sie 
sicb nicbt scbon von vornberein als ganz nntauglicb erweist. 

Der Grnnd fiir das abweicbende Verbalten ist leicbt ein- 
znseben. Die den Flacben proportionalen ausseren Krafte 
wacbsen mit den Flacben, also im Verbaltnisse wenn n 
das lineare Vergrosserungsverbaltniss bedentet. Das Verbalt- 
niss wiirde z. B. bei dem treibenden Dampfdrucke zntreffen, 
wenn beide Mascbinen Dampfmascbinen waren nnd von dem- 
selben Kessel ans betrieben werden sollten. Die Gewicbte der 
Tbeile wacbsen mit dem Volnmen, also im Verbaltnisse n^. 
Wollte man verlangen, dass die Mascbinen entsprechende Wege 
in gleicben Zeiten znriicklegen, so mhssten die Gescbwindig- 
keiten nnd die Bescblennigungen im Verbaltnisse n zn einander 
steben. Zwiscben den nacb dem dAlembert’scben Princip 
einznfnbrenden Tragbeitskraften batte man dann das Verbalt- 
niss n oder Da die mit einander in Vergleicb zn 
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bringenden Krafte in so verschiedenen Verhaltnissen 
wie anwacbsen, intisste das Verhalten beider 

Mascbinen natiirlicb ein ganz verscbiedenes sein, d. L 
trotz der geometriscben Aebnlicbkeit sind die Ma- 
schinen mecbaniscli einander durcbans niclit abnlicL 

Man kann sicb aber die Aufgabe stellen, zwei geometrisck 
abnlicbe Mascbinen so zn constrniren^ dass sie sicb ancb mecba- 
niscb abnbcb verbalten. Dnrcb die vorbergebenden Erwagungen 
wird dies nicbt ansgescblossen, Es stebt nns namlicb^ um bei 
dem gewablten Beispiele zn bleiben^ frei^ beide Dampfmascbiiien 
mit verscbiedenem Dampfdrncke zn betreiben nnd zngleicb ancb 
die Umlaufsgescbwindigkeit yerscbieden zn wablen. Ansserdem 
konnte man sicb ancb bei beiden Material von verscbiedenem 
specifiscben Grewicbte angewendet denken, also etwa Eiseii im 
einen, Alnmininm im anderen Falle. In dieser Hinsicbt ist 
man freilicb praktiscb an enge Grenzen gebnnden. Jedenfalls 
kann man es aber dnrcb solche Mittel dabin bringen, dass die 
Oberflacbenkrafte, die Gewicbte nnd die Tragbeitskrafte bei 
beiden Mascbinen in gleicben Verbaltnissen zn einander steben^ 
so dass sicb die Mascbinen ancb mecbaniscb abnlicb verbalten, 
d. b. so, dass die Bewegnngsvorgange im einen Falle ein ge- 
trenes Abbild von jenen im anderen Falle darstellen, bei dem 
nnr Langen, Zeiten nnd Erafte in festen Verbaltnissen ver- 
grossert oder verkleinert erscbeinen. 

Von praktiscberBedentnng sind diese Betracbtuiigen nament- 
licb immer dann, wenn man von dem Verbalten eines, 
der Kostenersparniss wegen znnacbst in kleinerem Maass- 
stabe ansgefiibrten Modells auf die Eigenscbaften einer 
nacb diesem Modell zn erbanenden grossen Mascbine 
scbliessen will. Von diesem Mittel wird sebr banfig Ge- 
brancb gemacbt; so wird z. B. vor dem Bane eines grossen 
Scbiffes, das in wesentlicben Pnnkten von friiberen Ansfilb- 
rnngen abweicben soil, gewobnlicb znnacbst ein Modell des- 
selben bergestellt, mit dem man Versncbe liber den Scbiffs- 
widerstand bei verscbiedenen Gescbwindigkeiten anstellt, nm 
danacb beurtbeilen zn konnen, wie gross die Mascbinenstarke 
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des Sdaiffes sein muss^ um diesem eine gewisse Grescliwiiidig- 
keit zu ertlieilen n. s. f. 

Strenge mechanische Aelinliclikeit lasst sich in solchen 
Fallen meist entweder gar niclit oder wenigstens nnr mit einem 
iinverhaltnissmassigen Anfwand von Mitteln erreichen. Es 
geniigt aber, wenn nnr in den wesentlicben Pnnkten, 
die man grade nntersucben will, eine Uebereinstim- 
miing erzielt wird, wahrend man sonst Abweicbnngen, 
die znr Bequemlichkeit oder zur Ermoglichung der 
Ausfiilirung geboten sind, unbedenklicb zulassen kann. 
Natiirlicb erfordert die ricbtige Abwagung dariiber, wie weit 
man in dieser Hinsicbt geben darf, im einzelnen Falle ein ein- 
gehendes Studium aller Nebenumstande, die etwa auf den Er- 
folg von Einfiuss sein konnten. — Hier bandelt es sicb nnr 
um eine Darlegung der allgemeinen Gesicbtspunkte, von denen 
aus Pragen der mechaniscben Aebnlichkeit zu beurtbeilen sind. 

Am einfacbsten gestaltet sicb die Betracbtung, wenn nnr 
das statiscbe Verbalten in Prage kommt. Eine Tragcon- 
struction, etwa ein Brtickeiitrager oder ein Dacbverband, moge 
im Modell ausgefiibrt sein und man fragt, wie man aus den 
am Modell beobacbteten Erscbeinungen auf das Yerbalten der 
in Macber Grosse ausgefiibrten Construction scbliessen kann. 
Wenn das Modell der Construction geometriscb abnlicb aus 
demselben Material nacbgebildet ist, mussen die Lasten, die 
man am Modell aufbangt, im Verbaltnisse 1: zu den an 

der Construction auftretenden Fasten bemessen sein. Die Span- 
nungen der einzelnen Stabe erscbeinen dann ebenfalls im Ver- 
haltnisse d. b. im selben Verbaltnisse wie die Quer- 

scbnitte, so dass die specifiscben Spannungen und biermit die 
Beansprucbung des Materials in beiden Pallen dieselbe bleibt. 
Aucb die Sicberbeit gegen Ausknicken ist in beiden Pallen die 
gleicbe, denn die Knicklast eines Stabes ist nacb der Euler- 
scben Pormel — etwa bei frei drebbaren Enden — 

und dal? constant ist, 0 im Verbaltnisse und I im Ver- 
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Mltnisse 1 :1 steM, folgt, dass auch die Knicklasten das Ver- 
baltniss 1:1^ liaben^ also dasselbe Verlialtniss ^ wie die von 
den Staben anfznnebmenden Krafte. 

Hierbei ist zunacbst vorausgesetzt, dass das Eigengewicbt 
der Construction in. beiden Fallen keine wesentlicke Rolle spielt. 
Komnat dieses aber mit in Betracht, so ist zu beacbten, dass 
es im Yerkaltnisse 1: stebt^ dass also die grosse Construction 
davon starker beanspruckt wird^ als das Modell. Urn die Be- 
dingung der mecbaniscben Aebnlicbkeit in diesem Falle, wenig- 
stens in der Idee, streng aufrecbt zu erbalten; musste man 
sckon voraussetzen, dass das specifische Grewicbt des Materials^ 
aus dem das Modell bestelit^ X mal so gross sei, als bei der 
grossen Construction, wabrend der Elasticitatsmodul und die 
zulassige Beansprucbung beider Materialien immer nocb die 
gleicben setn mtissten. Dies, lasst sicb natiirlicb nicbt ver- 
wirklicben; man kann sicb aber praktisch ganz gut dadurcb 
belfen, dass man das Modell nocb mit Zusatzgewicbten be- 
lastet, die passend, etwa auf die Knotenpunkte, vertbeilt sind, 
so dass der Unterscbied m der Beansprucbung durcb das Eigen¬ 
gewicbt bierdurcb ausgeglicben wird. Wenn man in der bier 
geschilderten Weise verfabrt, kann man aus den elastiscben 
Deformationen und den sonstigen Festigkeitseigenscbaften des 
Modells zuverlassige Scbliisse auf das statiscbe Yerhalten der 
grossen Construction zieben. Auch das Yerbalten unter deni 
Einflusse gleicber Temperaturanderungen wird in beiden Fallen 
das gleicbe sein. Yoraussetzung ist naturlicli, dass aucb sonst 
in der That alle Bedingungen ubereinstimmen, dass also die 
Krafte in beiden Fallen in der gleicben Weise angreifen, dass 
das Material in den kleinen Stucken von derselben Bescbaffen- 
beit ist, vrie in den grossen u. s. f. Dies ist ja freilicb eigent- 
licb selbstverstandlicb; es soUte aber nocb besonders betont 
werden, weil in dieser Hinsicbt grosse Yorsicbt geboten ist, 
damit nicbt irgend ein far den Erfolg sebr wesentlicber Keben- 
umstand, der eine Abweicbung von den Anforderungen der 
mecbaniscben Aebnlicbkeit in sicb scbliesst, bei flucbtiger Be- 
tracbtung uberseben wird. 
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Dies Alles bezielit sicb. indessen nur auf das statische Ver- 
balten. Schon wenn man im vorbergebenden Falle Scbliisse 
iiber die Scbwingimgen, die die Construction unter dem Ein- 
flusse bewegter Lasten ausfiibrt, aus Versncben am Modell 
zieben will; reicben die vorigen Betracbtungen nicbt mebr aus. 
Wir fassen daber jetzt die Prage Ton einem allgemeineren 
Standpunkte ber an, der zugleicb die dynamiscben Verbaltnisse 
%u beriicksicbtigen gestattet. 

Das Verbaltniss der maassgebenden Langen (wobei un- 
wesentlicbe Abweicbungen im Einzelnen ebenso wie in den 
folgenden Fallen immerbin gestattet werden konnen) sei aber- 
mals X. Das Verbaltniss der von aussen ber libertragenen 
Krafte init Ausscbluss der Eigengewicbte sei dagegen jetzt 
allgemein mit ut bezeicbnet; ferner sei das Verbaltniss der 
Massen (i und das Verbaltniss der Zeiten r. Wenn beide 
Systeme mecbaniscb abnlicb sein solleU; miissen sie in ent- 
■sprecbenden Zeiten t und tt in gleicben Stellungen sein und 
in gleicber Art von Kraften P und tcP beansprucht werden. 
Mit anderen Worten beisst dies, dass alle Grrossen, 
die die Bewegung und den Zustand beider Systeme 
bescbreiben, identiscb mit einander werden, wenn 
man sie in beiden Fallen, auf verscbiedene Einbeiten 
beziebt. Dann gelten aucb alle Grleicbungen der 
Mecbanik, die man fur das eine der beiden Systeme 
anscbreibt, obne jede Aenderung ftir das andere. Aus 
diesen Gleicbungen lasst sicb die spatere Bewegung des Systems 
vorausseben, wenn der Anfangszustand und alle ubrigen Be- 
dingungen binreicbend gekennzeicbnet sind. Da die Glei- 
•cbungen mit alien N’ebenbedingungen in beiden Fallen 
identiscb sein sollten, bezieben sicb aucb die Scbliisse, 
die man aus ibnen zieben kann, in gleicber Weise auf 
beide Systeme und daraus folgt, dass in der That bei 
gleicben Anfangsbedingungen aucb der spatere Ver- 
lauf in beiden Fallen iibereinstimmen muss. 

Die Verbaltnisszablen X, it, ft, r sind aber nicbt xmab- 
bangig von einander. In der Mecbanik kommen nur drei 
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Fundamentalemlieiteii vor, die man beliebig wablen kann, 
wabrend jede andere Einbeit dadurcb mit bestimmt ist. Daber 
konnen ancb nnr drei von den vorbergebenden Verbaltniss- 
zablen beliebig gewablt werden. Nacb deni dynamiscben Grund- 
gesetze ist die Kraft gleicb der Masse mal der Bescblennigung. 
Sind in einem Maasssysteme alle diese drei Grossen in einem 
bestimmten FaUe gleicb der Einbeit, so muss die Beziebung 
aucb nocb gtiltig bleiben, weiin man dieselben Grossen nacb 
dem anderen Maasssysteme ausmisst, d. b. man bat 

^ Oder 

und diese Gleicbung spricbt die Hauptbedingung aus, 
die bei der Construction der Modelle von Mascbinen 
im Auge bebalten werden muss. 

Zu dieser Hauptbedingung treten nocb Nebenbedingungen, 
je nacb den Anforderungen, die man an den Grad stellt, in 
dem die mecbaniscbe Aebnlicbkeit beider Systeme verwirklicbt 
sein soil. Wenn die Eigengewicbte der Korper, die den Massen 
proportional sind, neben den anderen Kraften nicbt vernacb- 
lassigt werden diirfen, bat man 

7C — IL und biermit %^—X (199) 

zu setzen. Man bat dann nur nocb zwei Verbaltnisszablen zur 
beliebigen Wabl frei. Yerlangt man ausserdem, wie in dem 
vorausgebenden statiscben Beispiele, dass die Beansprucbung 
des Materials und das elastiscbe Verbalten in beiden Ffflen 
tibereinstimmen, so muss, wie wir uns scbon vorber uberzeugten, 

•jt = ^ ( 200 ) 

sein. Wir baben dann nur nocb eine Verbaltnisszabl zur Y^er- 
fiigung und sind, um strenge mecbaniscbe Aebnlicbkeit ber- 
zustellen, genotbigt, in beiden Systemen Stoffe mit verscbie- 
denen specifiscben Gewicbten vorauszusetzen, die sicb aber 
sonst in alien Eigenscbaften gleicben. 

Da das zidetzt erbobene Yerlangen praktiscb nicbt erfiill- 
bar ist, verzicbtet man entweder auf die Beriicksicbtigung des 
Spannungszustandes und biermit der elastiscben und der Festig- 
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keitseigenschaften beider Systeme oder man vemacblassigt (je 
nacb der Lage des einzelnen Falles) das Eigengewicbt neben 
den librigen ausseren Kraften, nimmt dagegen^ um gleicbes 
Material bei beiden Systemen voranssetzen zu konnen^ 

^ = 1 % ( 201 ) 

eine Gleicbung^ die sicb mit den Bedingnngen (200) nicbt ver- 
einigen lasst. 

An einigen Beispielen wird man am besten erkennen, wie 
diese Bedingnngen zn verwertben sind. Znnaclist sind zwei 
geometrisch abnlicbe Pendel ancb mecbaniscb abn- 
liche Systeme. Da bei ibnen das Eigengewicbt in Frage 
kommt^ muss man ut = ^ und daber wie in Grl. (199) = I 

setzen. Nacb der Beansprucbnng des Pendelmaterials nnd nacb 
den elastiscben Formandernngen, die das Pendel wabrend der 
Scbwingnngen erfabrt^ fragt man in diesem Falle nicbt. Wir 
sind daber nicbt an die Erfullnng der Bedingnngen (200) ge- 
bnnden^ ebensowenig an die Bedingnng (201), konnen vielmebr 
^ ganz beliebig wablen, d. b. es macbt keinen Unterscbied, wie 
gross das specifiscbe Grewicbt des Pendelmaterials in beiden 
Fallen gewablt wird. Wesentlicb bleibt nnr die Bedingnng 
= 2, die uns aussagt, dass sicb die Scbwingnngsdanem wie 
die Qnadratwnrzeln ans den Pendellangen verbalten. 

Als zweites Beispiel betracbten wir das Mo dell eines 
Scbiffes, mit dessen Hiilfe der Scbiffswiderstand ermittelt 
werden soil. Das mecbaniscbe System, das abnlicb nacbgebildet 
werden soil, bestebt bier nicbt nnr ans dem Scbiffe, sondern 
sebr wesentlicb ancb ans dem sicb nm das Scbiff bewegenden 
Wasser. Hier ist daber an Grl. (201) festznbalten, dnrcb die 
ansgedriickt wird, dass es sicb in beiden Fallen nm dieselbe 
Fliissigkeit bandelt. Ansserdem mtissen ancb die Gleicbnngen 
(199) erftillt sein, da das Eigengewicbt des Systems nicbt Ter- 
nacblassigt werden darf, sondern im Gegentbeile eine wicbtige 
RoUe spielt; Anf die dnrcb die Gleicbnngen (200) ansgedriickte 
Bedingnng, dass die specifiscben Spannnngen ricbtig nadb- 
gebildet werden, miissen wir dagegen yerzicbten, weil sicb die 
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GrleichungerL (200) mit den anderen Bedingungen^ auf die hier 
das Hauptgewiclit zu legen ist, nicht vereinigen lassen. 

Durcli Verbindung der Grleicbungen (199) und (201) er- 
balt man 

jt = ^ 

Macbt man etwa 2 = 9 (das Modell in — der Schiffsgrosse), 

so wird T = 3. Die Grescliwindigkeit des Modells niuss^ um 
den Vorgang mecbanisch abnlicb zu gestalten^ demnach so be- 
messen werden^ dass es entsprecbende Wege im dritten Theile 
der Zeit zuriicklegt, als das Scbiff. Das Gescbwindigkeits- 
yerhaltniss sei n; dann folgt aus den Dimensionen der Ge- 
scbwindigkeit 

= f=yi, 

also bier v — 3. Soil also das Scbiff etwa 12 m in der Secunde 
zuriicklegen, so muss die Gescbwindigkeit des Modells 4 m sec“^ 
betragen. Misst man nun die Eraft^ die man aufwenden muss^ 
um das Modell mit der constanten Gescbwindigkeit Yon 4 m sec”^ 
Yorwarts zu bewegen oder, wie man aucb sagen kann, den 
Widerstand des Wassers gegen die Bewegung des Modells, und 
bezeicbnet sie oder ibn mit jR, so ist der Scbiffswiderstand bei 
der entsprecbenden Gescbwindigkeit gleicb jtB, also gleicb 
Oder in unserem Palle gleicb 729 B. — Diese Metbode, den 
Scbiffswiderstand unter den Bedingungen der mecbaniscben 
Aebnlicbkeit am Modell zu untersucben, riibrt Yon Fronde ber. 

Scbliesslicb wable icb nocb ein Beispiel zur naberen Be- 
sprecbung aus, das icb dem scbon mebrfacb erwabnten Werke 
Yon Routb, Dynamik der Systeme starrer Korper, dentscb 
Yon Scbepp, Bd. I, S. 330 entnebme. Dort beisst es: 

yjMan soli die JDurclihiegung einer BrucJce von 15 wi Lcinge 
und 100 t Gewicht, wenn eine Maschinej die 20 t wiegt, mit der 
GescJiwindigJceif von 64 1cm in der Stunde iXber sie fdlirt, durch 
Bxperimenfe festsfellen, die an einem Modell der Brucke gemacht 
we) den, das 1,5 m lang ist und 2,8 hg wiegt. Man finde das 
Geivicht des Modells der MascJiine und nehme an, das Modell der 
BrucJce sei so steif, dass die statiscJie jDurclibiegung in der Miite 
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wnter dem Modell der Mascliine ein ZeJmtel derjenigen der Brucine 
mder der Maschine selbst betragt und seige^ dass dann die G-e- 
scJiwindiglceit des Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Secimde 
betragen muss/' 

Das Beispiel ist insofern temerkenswertli, als die Fassung der 
Aufgabe leicht zu einem Zweifel dariiber Veranlassung geben 
kami; ob die Bedingungen der meckaniscbeii Aebnlichkeit bier 
iiberbaupt nocb gentigend gewabrt sind. Strenge mechaniscbe 
Aebnlicbkeit bestebt offenbar nicbt und iiberdies geben ancb 
die Abweicbungen davon weiter^ als es die praktiscben Riick- 
sicbten erfordern. Weder die speciellen Bedingnngen (200) 
nocb die damit nicbt vereinbare Bedingimg (201) sind bier er- 
fullt. Ware das Modell der Briicke geometriscb abnlicb nnd 
ans dem gleicben Material bergestellt^ so miisste das Modell 
ein Gewicbt Ton 100 kg baben, da X bier gleicb 10 ist. Um 
dagegen genaue Uebereinstimmung binsicbtlicb des elastiscben 
Verbaltens nnd der Beansprucbnng des Materials berznstellen^ 
miisste die Bedinguiig (200) erfiillt sein, d. b. das specifiscbe 
Gewicbt des Materials miisste am Modell das 10-facbe v^on 
dem an der Briicke betragen oder es miisste wenigstens in der 
friiber besprocbenen Weise durcb eine Znsatzlast das Eigen- 
gewicbt des Modells entsprecbend erbobt werden, wabrend es 
in dem Beispiele nmgekebrt niedriger angenommen ist^ als es 
bei blosser geometriscber ISTacbbildung in dem gleicben Mate- 
riale ansfiele. Anf eine Uebereinstimmung des Verbaltens in 
jeder Hinsicbt ist daber in der Aufgabe stillscbweigend yon 
YOrnberein yerzicbtet 

Das bindert jedocb nicbt, dass man ancb bei dieser un- 
vollkommenen Annaberung an die strengen Bedingungen der 
mecbaniscben Aebnlicbkeit ans dem Versncbe am Modell er- 
fabren kann, was man zu wissen wiinscbt, falls nur voraus- 
gesetzt werden darf, dass das Material weder an der Briicke 
nocb am Modell iiber die Proportionalitatsgrenze binaus bean- 
sprucbt wird, was yon vornberein freilicb keineswegs feststebt. 

Da das Eigengewicbt bier eine wesentlicbe Rolle spielt, 
muss auf jeden Fall die Bedingung (199) erfiillt sein. Mit 
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Rucksiclit auf die ZaUenangaberL der Aufgabe bat man 
daber 

100 000 . t/Ta 

= = A = 10, r=yl0. 

Hieraus folgt zunacbst, dass das Grewicbt des Modells der 
Mascbine gleicb 


20000 * 


0,56 kg 


sein muss. Fiir das Gescbwindigbeitsverbaltmss v bat man wie 
im Yorigen Beispiele 

t) = ^ =-|/r=-|/l0 = 3,16. 

Das Modell muss daber mit der Gescbwindigkeit 


3,16 • 3600 sec 


Oder rimd 5,6 m sec~^ 


iiber das Briickenmodell gefubrt -werden, wie in der Aufgabe 
scbon angegeben ist. — Bei Erfullung der angegebenen Be- 
dingungen bat man aber in der That fiir jede Stellung der 
Mascbine und des Modells geometriscb abnlicbe Durcbbiegungs- 
linien zu erwarten. Man tbut gut, sicb davon besonders zu 
iiberzeugen, indem man auf die Dififerentialgleicbung (126) zu- 
riickgebt, die Yon einem scbwingenden Stabe erfiillt sein muss. 
Diese Gleicbung lautete 

dx^ ^dr^’ 

wobei zu beacbten ist, dass ^ darin eine andere Bedeutung 
batte, als die ibm Yorbin zugescbriebene. In dieser Form 
moge sicb die Gleicbung auf die Briicke bezieben; fiir das 
Modell gilt eine Yon der gleicben Form, namlicb 

S & ^ — — a 

Zum Vergleicbe zwiscben JES und dient die Bemerkung 

der Aufgabe, dass der statiscbe Biegungspfeil bei der Stellung 
der Last in der Briickenmitte oder Modellmitte im Langen- 
Yerbaltnisse 2 gefunden wird. Nacb Gl. (80) Yon Band III ist 
der Biegungspfeil f 


48 


und = 


48A7i©i 
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xmd liiernacli 

WbTb~W^ 

Ferner ist das Verhaltniss der auf die Langeneinheit entfallen- 
deii Massen 




, TIB 




1 : I 

^nir=-' 


7t 


wobei li wieder in derselben Bedeutung wie in der Differential- 
gieichung gebrancht ist. Ausserdem ist y — ly^^ x = lx^ und 
t—rt^ zu setzen. Mnltiplicirt man die fiir das Modell geltende 
Differentialgieicbung auf beiden Seiten mit der Constanten 

Oder 


•was wegen der bier erfiillten Beziebnng I auf dasselbe 
hinauskomnit^ so gebt die Dilferentialgleicbung in die fur die 
Briicke geltende iiber. Durch die Differentialgieicbung wird 
aber im Zusammenbange mit den Grenz- und Anfangsbedin- 
gungen der zeitlicbe und ortlicbe Verlauf der Stabscbwingung 
Yollstandig bescbrieben und da aucb diese Bedingungen im 
Modell^ so weit als erforderlicb, genau nacbgebildet sind, bat 
man in beiden Fallen^ abgeseben von den verscbiedenen Maass- 
staben^ in denen die Zeit- und Langengrossen auszumessen 
sind, genau den gleicben Scbwingungsvorgang zu erwarten. 

Aucb in anderen Fallen^ bei denen Abweicbungen 
von den strengenBedingungen der geometriscben Aebn- 
licbkeit unvermeidlich oder durcb die Festsetzungen 
der Aufgabe vorgescbrieben sind, wird man stets am 
besten tbun, sicb durcb unmittelbares Zuriickgeben 
auf die Differentialgieicbung des ganzen Vorgangs 
am einzelnen Objekt oder iiberbaupt auf die specielle 
mecbaniscbe Tbeorie dieses Vorgangs davon zu iiber- 
zeugeU; ob und inwiefern jene Abweicbungen zulassig 
sind, obne den Vergleicb unmoglicb zu macben. Auf 
diese Art kann man aus Differentialgleicbungen eines mecba- 
niscben Problems aucb dann nocb leicbt Nutzen zieben^ wenn 
die unmittelbare Losung der durcb die Differentialgieicbung 
umscbriebenen Aufgabe nicbt moglicb ist. 




Ftinfter Absehnitt. 
Hydrodyiiamik. 


§ 37. Die Tlntersuclningsinetiioden der Hydrodynamik. 

Zu den einfaclieren Betraclitungen fiber Wasserbewegungen 
m ersten Bande dieser yorlesungen steben die Metboden der 
^boberen^^ Hydrodynamik in einem gewissen Gregensatze. Zwar 
kamen ancb damals scbon Me nnd da die in der boberen 
Hydrodynamik gebrancbten ScMussweisen — wenn ancb nnr 
in den einfacbsten Formen oder nnr andentungsweise — zur 
gelegentlicben Verwendnng. Von soleben Ansnabmen abgeseben^ 
fasste man aber dort Yon Yornberein das Verbalten grosserer 
Wassermengen in ibrer Gesammtbewegnng ins Ange^ wabrend 
man in der boberen Hydrodynamik Yon der Betracbtnng der 
Gescbwindigkeiten, der BescUennigungen nnd der Krafte an 
einem einzelnen Banm- oder Fliissigkeitselemente ansgebt. 
Hierdnrcb fiibrt man die Yerwickelten Erscbeinxmgen in end- 
licben Ranmgebieten anf ein Znsammenwirken der einfacbsten 
gesetzmassigen Vorgange zwiscben benacbbarten Tbeilcben 
znriick. Ibren Ansdruck finden die Elementargesetze, die in 
solcber Weise das gesammte Verbalten der Fliissigkeit be- 
berrscben, dnrcb partielle Differentialgleicbnngen. Als letztes 
Ziel gilt bier freilicb ebenso wie im anderen Falle die Er- 
kenntniss aller mit den Bewegnngen ansgedebnter, endlicber 
Wassermassen znsammenbangenden XJmstande. Von den Diffe¬ 
rentialgleicbnngen ans kann dieses Ziel nnr dnrcb eine Inte¬ 
gration nnter Beriicksicbtignng der im einzebien Falle naber 
Yorgescbriebenen Bedingnngen erreicbt werden. XJebrigens 
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scUiesst sich. dieser Untersucliungsplan eng an jenen an^ der 
den Lesern des dritten Bandes von der matheniatisclien Elasti- 
citatstlieorie her bekannt ist. 

Das in diesen Satzen gesehilderte Vorgehen hat den Vor- 
zug, dass es wenigstens den Grundziigen nach alle Fliissigkeits- 
bewegrOigen zu nmfassen gestattet. Dagegen sind andererseits 
die Integrationen^ die zur Ableitnng branchbarer Ergebnisse 
ans den Differentialgleichnngen erforderlich sind, bisher nnr in 
einer beschrankten Anzahl einfacherer Falle ansfiihrbar. Dazu 
kommt, dass das Elementargesetz selbst, das dnrch die Diflfe- 
rentialgleichnngen ausgesprochen werden soli, keineswegs mit 
solcher Sicherheit bekannt ist, dass sich unbedingt znverlassige 
Schliisse darauf stiitzen liessen. Ansserdem ist man anch oft, 
nm die Durchfiihrung der Rechnnng tiberhaupt zu ermoglichen, 
zn mehr oder weniger weit gehenden Vereinfachungen, nament- 
lich auch zu -willkurlichen Abweichungen des vorausgesetzten 
Elementargesetzes von dem physikalisch genaii zutreffenden — 
soweit dieses liberhaupt als bekannt angesehen werden darf — 
genothigt. Daher kommt es, dass die aus der Theorie ab- 
geleiteten Erscheinungen zunachst oft in starkem Widerspruche 
mit dem unmittelbar beobachteten physikalischen Vorgange 
stehen. Wenn auch der Grand fiir einige der wichtigsten 
dieser Abweichungen dnrch neuere Arbeiten hinreichend anf- 
gedeckt and hierdnrch das Misstrauen gegen den als Aus- 
gangspunkt der ganzen Theorie gewahlten Ansatz bis zu einem 
gewissen Grade unterdruckt werden konnte, so kam diese Ver- 
besserung bisher doch nnr wenig der unmittelbaren Beant- 
wortung jener Fragen zu Gate, iiber die der Techniker in 
erster Linie Aufschluss erhalten mochte. Darum sind auch 
jetzt noch die im ersten Bande auseinandergesetzten einfachen 
Betrachtungen trotz mancher Mangel, die ihnen anhaften, mit 
Riicksicht auf ihre praktische Nutzbarkeit als der werthvollste 
Schatz zu betrachten, den wii- zur Zeit auf dem Gebiete der 
Mechanik der fliissigen Korper besitzen. 

Immerhin darf bei dem gegenwartigen Zustande unseres 
Wissens ein Fortschritt in der theoretischen Erkenntniss der 
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Flussigkeitsbewegungen, von dem aucli praktisch. wertlivolle 
Ergebnisse zu erboflfen waren, in erster Linie auf jenen Wegen 
erwartet werden^ die die ,,bohere" Hydrodynamik einscblagt. 
Voraussetzung ist dabei, dass sie in ihren Bestrebungen durcb 
gut ausgedacbte und sorgfaltig durcbgefiibrte Versucbe unter- 
stiitzt wird. Es mag sein, dass die Ergebnisse solcber Beob- 
acbtungen mit der Zeit zur Aufstellung neuer Ans'atze oder 
neuer Bilder^ d. b. zu einer Aenderung des seitlier angenom- 
menen Elementargesetzes fiiliren werden^ in der Art^ dass den 
physikaliscben Eigenscbaffcen der Fltissigkeiten dadurch in 
boberem Grade Becbnung getragen wird, als bisber. Jedenfalls 
wird aber dabei die beutige Hydrodynamik, die aucb jetzt 
scbon auf viele scbone Erfolge zuriickblicken kann, die Fiibrerin 
abgeben mtissen. 

Abgeseben davon zeigt uns die beutige Hydrodynamik 
wenigstens, wie sicb die Fliissigkeitsbe.wegungen im einfaebsten 
Falle gestalten miissten. Sie giebt uns damit ein Vorbild ab, 
mit dem die davon abweicbenden Beobacbtungsergebnisse in 
passender Weise verglicben werden konnen, wabrend man beim 
Feblen eines solcben Vergleicbs baufig ohne einen Anbalt dafllr 
ware, wie die einzebien Erscbeinungen in Zusammenbang imit 
einander gebracbt werden konnten. 

Der Mangel an pbysikalischer Genauigkeit der bydrodyna- 
miscben Tbeorien ist, wie scbon erwabnt, darin begriindet, 
dass die Eigenscbaften des Wassers und der iibrigen Fltissig- 
keiten in dem einfacben Abbilde, unter dem man sie betracbtet, 
nicbt binreicbend zum Ausdrucke kommen. Die Hydrodynamik 
bescbaffcigt sicb in erster Linie mit der „voUkommenen^^, d. b. 
der reibungsfreien und gewobnlicb zugleicb als unzusammen- 
druckbar vorausgesetzten Fliissigkeit. Ein besonderer Abscbnitt 
ist freilicb aucb den zaben Fliissigkeiten gewidmet; aber aucb 
bier wird die Eigenscbaft der Zabigkeit nur matbematiscb in 
bestimmter Weise formulirt, obne dass man bebaupten konnte, 
dass diese Formulirung in so stronger Weise den Tbatsacben 
entspracbe, wie dies von den fundamentalen Satzen der Mecbanik 
zutrifft. 
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Nacli diesen Vorbemerkungen wende icb micli zur Dynamik 
der voUkommenen und iinzusammendriickbaren Fliissigkeit. Als 
deren Haupteigenschaft war schon friilier die Gleickbeit des 
Druckes an jeder Stelle fiir alle mdglicben Schnittrichtungen 
erkannt worden. ISTachdem inzwisclien die allgemeinen Unter- 
suchungen des dritten Bandes iiber den Spannungszustand in 
einem beliebigen Korper voransgegangen sind, vermag man 
den Znsammenhang, in dem die Gleicblieit des Bracks mit der 
Eigenscliaft des Plussigseins stebt, in einfachster Weise zu 
iiberblicken. Vollkonimen fliissig nennen wir den Korper dann^ 
wenn in jeder Scbnittricbtung nnr Normalspaminngen nnd keine 
tangentialen Krafte, also keine Sclinbspannnngen oder Reibnngen 
libertragen werden konnen.*) Hiermit ist aber scbon ans- 
gesprochen, dass zn jeder Scbnittricbtung eine Hauptspannung 
geboren soli; das Spannungsellipsoid gebt daber in eine Kugel 
tiber und die Spannungen sind alle untereinander gleicb. 

Zunacbst gilt diese Betracbtung fiir das Gleicbgewicbt. 
Mit Htilfe des d’Alembert’scben Princips konnen wir aber 
den Fall der Bewegung auf den Fall des Gleicbgewicbts zuriick- 
fiibren. Kachdem die Tragbeitskrafte eingefiibrt sind, muss 
die Fliissigkeit ■ unter dem Einflusse dieser, des Grewicbts “ und 
der librigen aasseren Krafte in der augenblicklicben Lage im 
Gleicbgewicbte sein und der FMssigkeitsdruck an jeder Stelle 
kann daber auf Grand einfacber bydrostatiscber Betracbtungen 
leicbt gefunden werden. Strong gilt dies freilicb nur fiir die 
vollkommene Fliissigkeit; wegen der Zahigkeit, die das Wasser 
in Wirklichkeit besitzt, treten bei der Bewegung innere Rei- 
bungen auf, die im Sinne der allgemeinen Tbeorie des Span- 
nungszustandes als Scbubspannungen zu bezeicbnen sind. Das 
Spannungsellipsoid yereinfacbt sicb dann nicbt mebr zu einer 
Kugel und der Fliissigkeitsdruck ist nicbt mebr an jeder Stelle 

Es wird sicb in der Folge nocb zeigen, dass diese Begriffs- 
bestimmung mit der anderen identiscb ist, dass im Innern eines unzu- 
sammendriickbaren, vollkommen fliissigen Korpers bei stossfreier Be- 
wegang keine mechaniscbe Energie verloren (oder in Warme verwandelt) 
werden kann. 
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flir alle Schnittrichtungen gleicli gross. Diese TJnterschiede 
kommen aber in der Dynamik der vollkominenen Pliissigkeit 
nicht in Betrackt. 

Fiir die weitere Untersuchung stehen nns nun zwei Wege 
offen. Wir konnen zunackst unser Augenmerk auf eine 
bestimmte Stelle des Ranmes rickten^ in dem die 
Plussigkeitsstromnng erfolgt. Der augenblicklicke Zu- 
stand der Stromung an dieser Stelle wird, da die Pliissigkeit 
unzusammendriickbar sein sollte^ Yollstandig durck die Rich' 
tnng nnd Grosse der Gesckwindigkeit besckrieben, mit der die 
Bewegung kier gerade vor sick gekt. Bezeicknen wir den 
von einem festen Anfangspnnkte nack dieser Stelle gezogenen 
Radiusvektor mit r nnd die Gesckwindigkeit^ die znr Zeit t 
kier anftritt^ mit U, so wird durck eine Pnnction 

ti = g) {) (202) 

die Gesckwindigkeit fiir jede Stelle des von der Pliissigkeit 
erfiillten festen Ranmes nnd fiir jeden Angenblick besckrieben 
werden konnen. Will man in Coordinaten rechnen, so kann 
man GL (202) anck in ikre Componenten 

, '^1 = j 

(203) 

zerlegen. Das ganze Problem wird demnack daranf kinans- 
kommen^ die Function go (oder ikre Componentenfnnctionen 
ermitteln, denn mit ihr wird zngleich die Bewegung 
in aUen Einzelkeiten nnd fiir den ganzen Yerlanf des Vorgangs 
bekannt. Preilick gekort znr vollstandigen Besckreibnng anck 
die Angabe des Dmcks, der zn irgend einer Zeit an irgend 
einer Stelle kerrsckt. Man erkennt aber sckon ans den vor- 
ansgekenden Bemerknngen^ dass der Drnck nachtraglick immer 
leickt angegeben werden kann^ wenn man die Bewegung sckon 
kennt nnd in der That wird sick in der Polge zeigen, dass der 
Drnck mit der Pnnction cp in so einfacker Weise znsammen- 
kangt^ dass er mit cp ebenfalls iiberall nnd zn jeder Zeit be¬ 
kannt wird. 
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Der durcli diese Betraclituiig angewieseae Weg zar TJnter- 
suchung des ganzen Yorgangs ist zuerst von Euler beschritten 
•worden. Die Gleichungeu, zu deuen mau au£ diesera Wege 
gefulirt wird^. bezeicluaet man dalier als die Euler’scHen 
hydrodynamisclierL Grleichungen. Gewohnlich ist diese 
Untersuchungsmethode die bequemste. Zuweilen fiibrt aber 
aucb eine zweite^ die von Lagrange weiter ausgearbeitet 
wurde, besser zum Ziele und die Grleichungen, die sich auf 
diese bezieben^ bezeicbnet man als die bydrodynamiscben Grlei- 
chungen von Lagrange^ obwohl aucb. Euler selbst^ der um 
ein Menscbenalter friiber lebte, mit diesem zweiten Wege eben- 
falls scbon ganz gut bekannt war. 

Das zweite Verfabren bestebt namlicb darin, dass 
man das Augenmerk nicht auf eine bestimmte Stelle 
des Raumes ricbtet und zusiebt, wie sicb die Gre- 
scbwindigkeit brier im Laufe der Zeit andert, sondern 
indem man die Scbicksale eines bestimmten Fliissig- 
keitstbeilcbens im Laufe des Bewegungsvorgangs ver- 
folgt. Em anzugeben^ was fiir ein Tbeilcben man meint^ 
ziebt man einen Radiusvektor Xq von einem festen Anfangs- 
punkte nacb jener Stelle, die das Tbeilcben zu einer gewissen 
Zeit, die zum Ausgange der Untersucbung gewablt wn*d, inne 
batte. Nacb Yerlauf einer Zeit t wird es sicb an einer anderen 
Stelle befinden, deren Radiusvektor t sei. Die Gleicbung 

r = (»o; 0 (204) 

giebt dann bei constantem to die Babncurve des Tbeilchens an. 
Wenn die Function fiir aRe moglicben Wertbe von Tq be¬ 
kannt ist, bat man ebenfaUs eine erscbopfende Bescbreibung 
des ganzen Bewegungsvorgangs. Aucb bei der Untersucbungs- 
metbode von Lagrange bandelt es sicb daber im Wesent- 
licben um die Bestimmung einer Function Natiirlicb kann 
aucb Gl. (204) durcb drei Componentengleicbungen ersetzt 
werden. 
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§ 38. Die hydrodynamisclieii Gleichnngen von Euler. 

Bis jetzt ist die Untersuchimgsmetliode^ die hier einziihalten 
ist, nnr im Allgemeinen geschildert worden, ohne jede Riick- 
sicht auf die Bedingungen^ denen eine Fliissigkeitsbewegung 
unterworfen ist. Die Formulirung dieser Bedingungen wircl 
uns zu den hjdrodynamischen Gleichungen fiiliren. Die Be¬ 
dingungen sind von zweifacher Art. Wenn die Fliissigkeit als 
unzusaramendrtickbar anzusehen ist, muss die Stromung jeclen- 
falls immer in solcber Weise erfolgen, dass aus einem ge- 
gebenen Tbeile des festen Raumes, der ganz im Innern der 
Fliissigkeit liegt, jederzeit ebensoviel ausstromt, als durcb andere 
Tbeile der Grenzflache einstromt. Diese Bedingung ist eine 
rein kinematiscbe oder geometriscbe; sie wird als die Conti- 
nuitatsbedingung bezeicbnet und die Gleichung, die ihr 
Ausdruck giebt, spielt bei bydrodynamiscben TJntersucliiingen 
stets die Hauptrolle. Hierzu kommt aber nocb die femere 
Bedingung, dass die Bewegung des Wassers den allgemeinen 
Satzen der Mecbanik und speciell der dynamischen Grund- 
gleicbung unterworfen ist. Dass die Gleicbimgen, die dies aus- 
sprecben, erst in zweiter Linie, namlicb nacb der Continuitats- 

gleicbung, in Betracbt kommen, 
riihrt davon ber, dass die an den 
Wassertbeilcben wirkenden Krafte 
aucb erst nachtraglicb so gewablt 
werden konnen, dass irgend eine 
an sicb (d. b. geometriscb) mdg- 
licbe Bewegung zu Stande kommt, 
wabrend eine Bewegung, die der 
Continuitatsbedingung nicbt von 
Yornberein geniigt, iiberbaupt nicbt 
verwirklicbt werden kann. 

Zur Ableitung der Continui- 
tatsgleicbung in der Euler’scben Form betracbte man das in 
Abb. 60 gezeicbnete Raumelement mit den Kantenlangen dx, 
d'ljj dz. Durcb eine Ecke sind Parallelen zu den Coordinaten- 
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axen der x, y, 0 gezogen. Wir fragen uns zunachst^ wie viel 
Wasser^ anf die Zeiteinlieit bezogen, im Augenblicke durch. 
das in der Y^-Ebene liegende Rechteck einstromt. Die Gre- 
scliwindigkeit to sei ebenfalls in ihre rechtwinkligen Oompo- 
nenten ^ 2 ? ^3 zerlegt. Die Componenten und tragen 
liier znr Einstromnng nicEts bei; es kommt bei dem fraglicEen 
Recbtecke nnr anf die Normalcomponente an. Wenn diese 
positiv ist, also im Sinne der positiven X-Axe gebt, findet 
eine Einstromnng statt, die wahrend der Zeiteinbeit dem Parallel- 
epipede das Wasservolumen dy d 0 znftibrt. Gleicbzeitig 
stromt dnrcb die gegeniiberliegende Seitenflacbe eine Wasser- 
nienge anS; die ebenso gross ware, als die zugefiibrte, wenn 
sicb mit x nicbt anderte. Im Allgemeinen wachst aber 

nm das Differential dx, wenn man um dx weiter gebt. 
0 X 

Wenn man beide Plachen zusammenfasst, bat man daber einen 
Ueberschnss der Ansstromnng iiber die Einstromnng Yom Betrage 

^ dx ' dy dz. 

In gleicher Weise kann man ancb eine Znsammenfassnng fur 
die bei den znr Y-Axe senkrecbt stebenden Seitenfiacben vor- 
nebmen nnd erhalt dann als Ueberscbnss der Ansstromnng 
tiber die Einstromnng 

^ dy • dxd 0 
oy 

nnd ebenso ftir die beiden znr Z-kne senkrecbten Seitenfiacben. 
Im Ganzen stromt daber anf die Zeiteinbeit bezogen ans dem 
Parallelepiped das Flnssigkeitsvolnmen 

mebr ans, als ein. Wenn die Elnssigkeit als nnznsammen- 
driickbar (nnd nnansdebnbar) angeseben wird, kann freilicb 
nnr ebensoviel ansstromen, als einstromen nnd man erkennt 
darans, dass to in diesem Falle keine ganz willkiirlicbe Function 
von X sein kann, sondern nnr eine solcbe, die den vorber- 
gebenden Ansdrnck zn Xnll macbt. Es macbt aber bier gar 
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keine Schwierigkeit, die Betracktnng gleich nocli etwas all- 
geineiaer zii fassen und wir woUen dalier die Voraussetzung 
der UnzHsaininendruckbarkeit fur den Augeublick fallen lassen. 
Dann kann wabrend eines Zeitelementes dt m der That mebr 
Pliissigkeit aus dem Raumelemente ausstVomen, als einstromt 
und zwar gescbieht dies auf Kosten des darin entbaltenen 
Vorratbs an Plussigkeit, die sicb dabei ausdebnt. Zur naberen 
Verfolgung dieses Zusammenbangs fiibre icb den Begriff der 
specifiscben Masse ein, also jener Masse, die bei uberall 
gleicber Dicbte auf die Raumeinbeit kaine. Fiir die zusammen- 
driickbare Pliissigkeit ist /i nicbt constant, sondern nach der 
Euler’scben Darstellung eine Function von r und t. 

Die durcb eine Seitenflacbe des Raumelementes stromende 
Pliissigkeitsmasse wird aus deren Volumen durcb Multiplikation 
mit yu gefunden. Hiemacb erbalt man fur die im Ganzen 
"W'abrend des Zeitelementes dt aus dem Raumelemente mebr 
aus- als einstromende Flussigkeitsmasse den Wertb 

Andererseits kann die Aenderung, die der Pliissigkeitsvorratb 
yudxdydz in dem Raumelemente wabrend der Zeit dt erfubr, 
aucb durcb 

“ dt • dxdydz 


ausgedriickt werden. Dieser Ausdruck wiirde indessen bei 
positivem Vorzeicben eine Zunabme, der andere eine Abnabme 
des Fliissigkeitsinbalts angeben; beide sind daber von gleicbem 
Wertbe, aber entgegengesetztem Yorzeicben. Hiermit erbalt 
man sofort die Continuitatsgleicbung in der Form 


_j_ 

dx ' 


d (fiVg) , d 


oy 


+ 


dz 


dji 

dt 


(205) 


Setzen wir dagegen weiterbin die Fliissigkeit wieder als 
unzusammendriickbar voraus, so ist ft constant und die Conti¬ 
nuitatsgleicbung vereinfacbt sicb zu 

dv^ I I 3^3 ^ Q 

dx ‘ dy dz 


( 206 ) 
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Bei der Ableitung dieser Grleichung wurden alle Grossen 
auf ein reclitwinkliges Coordinatensystem bezogen. Man er- 
kennt aber^ dass die Siimme der drei Differentialquo- 
tienten auf der linken Seite yon der speciellen Wabl^ 
•die man fiir dieses Coordinatensystem getroffen kat^ 
ganz nnabkangig ist. Dies folgt ans der pbysikaliscken 
Bedeutnng, die dieser Snmme znkommt: wir saben namlicb^ 
dass das Prodnkt der Snmme mit dem Volnmen des Raum- 
•elementeSj die wabrend der Zeiteinbeit ansstromende Fltissig- 
keitsmenge angiebt. Dass dies aucb fiir jedes anders gestaltete 
Ranmelement nocb zutrifft, folgt daraus, dass sicb ein solcbes 
ans Elementen boberer Ordnung von parallelepipediscber Ge¬ 
stalt znsammensetzen lasst. Die Snmme der drei Differential- 
qnotienten giebt demnacb an, wie yiel Fliissigkeit, anf die 
Ranmeinkeit und anf die Zeiteinbeit bezogen, ans irgend eineni 
Volumenelemente an der betreffenden Stelle nnd znr gegebenen 
Zeit ansstromt. 

Es ist wiinscbenswertb, diese Grosse, die an sicb mit 
•einem Coordinatensysteme gar nicbts zn scbaffen bat, wenn 
sie auck anf ein solckes bezogen werden kann, in einfackerer 
Weise zn bezeicknen. Man bat dafiir die Bezeicbnnngen 
Divergenz oder Qnelle emgefiibrt. In der That divergirt 
die Fliissigkeit — indem sie sicb ansdebnt — an der be- 
trefifenden Stelle, wenn die Snmme der drei Dififerentialqno- 
tienten positiv ist nnd man kann ancb sagen, dass die Stro- 
mnng nach anssen kin so ist, als wenn sie dnrcb eine im 
Inneren gelegene Qnelle beryorgernfen ware. In den Formeln 
.sckreibt man Diyergenz abgekiirzt diy, setzt also 


V 4 I ^^2 I 

diTt. = ^ + :^ + 


dv„ 

dz 


(207) 


-womit der Begriff der Divergenz seine nahere Feststellung 
erhalt. Mit Benutzung. dieser Bezeicbnnng kann die Enler’sche 
•Continuitatsgleichung fur die unzusammendruckbare Fliissigkeit 

aucb in der einfacben Form 

div ti = 0 (208) 


.angesckrieben werden. 

roppl, Dynamik. 2. Aiifl. 
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Die Fltissigkeitsbewegung muss ferner aucli dem dynami- 
sdien Grruudgesetze uiiterworfen sein. Dm dies in einer 
Grieicliung anssprechen zn konnen^ miissen wir znnachst einen 
Ausdruck fiir die Beschleunigung tind einen fiir die Resnlti- 
rende der an einem Massentkeilclien der Fliissigkeit wirkenden 
Krafte anfstellen. Die BescMeunigung wird hier nickt dadiirch 
gefunden, dass man die durck die GL (202) 

tj = 9 (t, t) 

als Function der Zeit t dargestellte Geschwindigkeit ti nack t 

3 ti 

differentiirt. Der Differentialquotient giebt vielmekr nur 

an^ wie sick die Gesckwindigkeit an dem gerade ins Auge ge- 
fassten Orte im Laufe der Zeit andert^ wakrend die Be- 
sckleunigung die Gesckwindigkeitsanderung eines bestimmten 
Massentkeilckens darstelli Man bedenke, dass sick ein zur 
Fltissigkeit gekoriger mater teller Punkt im Laufe der Zeit dt 
um \^dt versckoken kat. Wenn nun, wie in der Euler’scken 
Dntersuckungsmetkode, ti als Function der Zeit und 
des Ortes dargestellt ist, setzt sick die Aenderung 
der Gesckwindigkeit ti des bestimmten Massentkeil¬ 
ckens zusammen aus der Aenderung wegen der Ver- 
sckiebung t^dt nack einem anderen Orte und aus der 
Aenderung, died auck okne dieseVersckiebungwakrend 
der Zeit dt sckon am gleicken Orte erfakrt. Wir wollen 
dies in der Form 

dt) = + (ttrfi-V)iJ 

ansckreiben, zu deren Erklarung die Bemerkung geniigt, dass 
das Zeicken y einen Difierentialoperator Yorstellt, der nack 
Hinzutritt des Faktors t}(U die durck die Versckiebung um 
t^dt kervorgebrackte Aenderung von d angiebt. Die Besckleu- 
nigung mag im Gegensatze zu dem vorker sckon eiugefukrten 
partiellen Differentialquotienten als totaler Differentialquotient 
von d nack t angesckrieben werden. Man findet dann aus der 
vorkergekenden Gleickung nack Division mit dt 
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Icli sehe micli jetzt Yor die Wahl gestellt, entweder auf das 
Rechnen mit gerichteten Grrossen noch etYras weiter einzugehen, 
als es schon frilher geschehen ist, und namentlich den Diffe- 
rentialoperator \/ ausfiilirlicher zu besprechen oder auf den 
Rebranch gerichteter Grossen zu Yerzichten und Gl. (209) durch 
ihre Componentengieichungen zu ersetzen. Ich entscheide mich 
fur die letzte Wahl. Wenn spater einmal Yorausgesetzt Yrerden 
darf, dass der Leser schon durch den Yorausgehenden mathe- 
matischen Unterricht mit den Rechengesetzen und den Bezeich- 
nungen der Vektoranalysis hinreichend Yertraut gemacht Yrurde, 
wird es Niemand, der iiber solche Dinge schreibt, mehr einfallen, 
Yon der Darstellung nach der Vektormethode abzugehen; heute 
halte ich es aber fiir besser, in dieser Hinsicht Yorsichtig zu 
Werke zu gehen und Yor alien Dingen Maass zu halten, um 
dem an die Cartesische Darstellungsmethode Gewohnten das 
Studium nicht zu Yerleiden. 

Ich spalte also Gl. (209) in drei Gleichungen, Yon denen 
die erste den Werth Yon also die Beschleuhigungscompo- 

nente in der Richtung der X-Axe anzugeben hat. Man 
erhalt dafiir 


dVi 

clt 


dv. , di\ , 

Tt + 



dv^ 
dz * 


( 210 ) 


Dieses Resultat kann entweder unmittelbar aus GL (209) ab- 
gelesen werden^ indein man sich des zuYor angegebenen Sinnes 
der Operation (toV) erinnert oder man kann auch auf Grund 
derselben Ueberlegung, die schon zu Gl. (209) fiihrte^ un¬ 
mittelbar zu Gl. (210) gelangen. Auch die Aenderung der Ge- 
schwindigkeitscomponente wahrend eines Zeitelementes dt 
fur einen bestimmten materieUen Punkt setzt sich zusammen 
aus der Aendening, die unabhangig Yon der Verschiebung 
wahrend dt erleidet und aus der Aenderung, die mit dem Orts- 
wechsel Yerbunden ist. Da sich der materielle Punkt in den 
Richtungen der Axen wahrend dt um die Strecken v^dtj v^dt^ 

24* 
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v.^di verschiebt, setzt sicli aucb die mit dem Ortswechsel ver- 
bundeue Aenderung voa aus drei Gliedern zusammen, die 
durcb. Multiplikation dieser Wege mit den Differentialquotienten 
Yon nacb den drei Axenricbtungen erbalten werden. Divi- 
dirt man die anf solcbe Art erbaltene Gleichnng mit dt, so 
erbalt man Gl. (210). Dieser lassen sicb naturlicb. noch zwei 
andere fiir % nnd -^3 anreihen und im Ganzen wird dalier 
GL (209) durcb den Verein der folgenden drei Gleicbnngen 
ersetzt 


(lt\ 

dt 

d 

dt 

dt 


dt 

dv^ 

~dt 


I 

+ dx 




1 — ^-i-v ^ 4 - 1 ) 

<■ .‘?i-h 1 '^x ' ^ ^ ^ 


oi\ 


dt\ 


I 

+ *"8 7 ^ 


CVj 

dt 


dv, 


dy 

dv. 




dy 


d% 

ds 

dz 


( 211 ) 


Wir kommen jetzt zu den Kraften^ die diese Bescbleu- 
nigungen liervorbringen. Von anssen ker wirkt anf die im 
Inneni liegenden Theile der Fltissigkeit in der Regel nnr das 
Gewiclit ein; allgemein mogen aber die drei Componenten der 
anf die Volnmeneinbeit bezogenen ausseren Kraft nach den 
Coordinatenaxen mit XYZ bezeicbnet werden. Ansserdem 
wirkt an jedem Massentbeilcben noch der Drnck der ringsnm 
angi*enzenden Flnssigkeit. Man denke sich wieder ein Parallel¬ 
epiped wie in Abb. 60 aus der Fliissigkeit abgegrenzt. Der 
Drnck anf jede Seitenflache steht senkrecht znr Seitenflache 
nnd geht dnrch deren Schwerpnnkt, also anch dnrch den Mittel- 
pnnkt des Parallelepipeds. Die Drnckkrafte anf alle Seiten- 
flachen lassen sich daher zn einer Resnltirenden znsammen- 
setzen^ die ebenfalls dui*ch den Mittelpnnkt des Parallelepipeds 
geht. Anch die 'anssere Eiraft^ also in den gewohnlich yor- 
liegenden Fallen das Gewicht^ geht dnrch diesen Mittelpnnkt. 
Bherans erkennt man schon, dass die Krafte an dem in der 
angegebenen Weise abgegrenzten Wasserkorper keine Drehnng, 
sondem nnr eine Translation hervorznbringen snchen; anf 
diesen Pnnkt wird in der Folge noch znrhckznkommen sein. 

Wir woUen jetzt die in der Richtnng der X~Axe gehende 
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Componente der Resultirenden aller an dem Letrachteten Wasser- 
korper angreifenden Krafte berechnen. Sie setzt sicb znsamnien 
ans der Componente Xdx dy d 0 der ausseren Kraft und aus 
dem Unterscbiede des Fliissigkeitsdruckes auf den beiden zur 
X-Axe senkrecbt stebenden Seitenfl*acben. Der Flussigkeits- 
druck anf die Flacbeneinheit bezogen sei p; falls p wachst, 
wenn man in der X-Richtung weiter geht^ ilberwiegt der 
Druck anf jener Seite^ deren anssere Normale in die positive 
X-Ricbtnng fallt nnd anf der der Drnck daber dieser posi- 
tiven Ricbtnng entgegengesetzt ist. Demnacb erbiilt man fur 
die X-Componente der Resultirenden 

Xdxdtjdz — ^ dx • dyd^. 


Diese Componente bringt die Bescbleunignngscomponente 
^ der Masse ^idxdydz bervor. Nacb der dynamischen Grrund- 

gleicbung bat man daber bei Weglassnng des gemeinsamen 
Faktors dxdyd^ die Beziebung 




dv^ 

cH 


ox 


( 212 ) 


nnd fiir die beiden anderen Coordinatenricbtnngen gilt eine 
entsprecbende Gleicbnng. Setzt man nocb die Wertbe der 
Bescblennignngscomponenten ans den Gl. (211) ein, so erbalt 
man die Enler’scben Gleicbnngen in der Form 




‘ ^ dx ' dy ' ® dz) 


dvA 


:Z — 


dp 

dx ' 


dx 


(V+P) 




Y _ ^ — 

dy — ' 

dv' 


M, ^ "Is. _l_ n 

^\dt + dx dy ^ » dz) 


oz 


1,0'+V) 




(213) 
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Die Umformung, die noch mit den recMen Seiten vorgenommen 
mirde^ beziebt sicb auf den Fall, dass die aussere Massenkraft 
mit den Componenten XYZ von einem Potentiale F abge- 
leitet werden kann, was in dem gewohnlich vorliegenden Falle, 
dass diese Kraft mir in dem Grewicbte bestebt, stets zntrifft. 
Dabei ist die Flussigkeit als unzusammendriickbar vorans- 
gesetzt. Man erkennt tibrigens leicbt, wie die vorausgebende 
Entwickelung aucb fur den Fall einer elastiscben Flussigkeit 
benutzt werden kann. — Durcb die Continuitatsgleicbung in 
Verbindung mit den Grl. (213) nnd aucb in Verbindung mit 
den Grrenz- und Anfangsbedingungen ist die Bewegung der 
unzusammendriickbaren Flussigkeit dynamiscb vollstandig ge- 
kennzeicbnet; bei den elastiscben Fliissigkeiten muss nocb eine 
ans der Erfabrung zn entnebmende Beziebung zwiscben ^ und 
p binzutreten, um das Problem eindeutig zu’ umgrenzen. 

Scbliesslicb moge nocb bemerkt werden, dass sicb die 
Grl. (213) aucb in eine einzige Gileicbung zwiscben gericbteten 
Girossen zusammenfassen lassen, namlicb in die Gleicbung 

f. (IJ + (tiV) d) = ip - = - V (F+ p), (214) 

in der ^ die Resultirende der XYZ bedeutet. 

§ 39. Wirbelbewegung iind wirbelfreie Bewegung. 

Die in der TJeberscbrift angedeutete Eintbeilung der 
Flussigkeitsbewegungen in zwei wesentlicb von einander ver- 
scbiedene Klassen ist von grosster Bedeutung fiir die Hydro- 
dynamik. Man betracbte den augenblicklicben Bewegungs- 
zustand der Flussigkeit zu irgend einer Zeit. Jedem Punkte 
des von der Flussigkeit erfiillten Raumes ist dann eine be- 
stimmte augenblicklicbe Gescbwindigkeit zugeordnet (die 
aucb gleicb Null sein kann). Man gi-enze ferner in dei 
Flussigkeit nocb einen einfacb zusammenbangenden Rauni vor 
im TJebrigen beliebiger Gestalt ab und ziebe mnerbalb dieses 
Raumes eine zum Anfangspunkt zuriicldaufende, sonst aber be- 
liebige Linie. Ein Element dieser Linie sei mit die Ge- 
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schwindigkeit an der betreffenden Stelle mit t) bezeichnet. 
Aus ti imd d%. soil das innere Produkt genommen und dann 
soli die Summe dieser Prodnkte fiir alle Linienelemente der 
gescblossenen Linie gebildet werden. Diese Summe beisst 
das Linienintegral YOU ti langs des durcb die beliebig 
gawahlte gescblossene Linie dargestellten Integra- 
tionsweges, Wenn das Linienintegral stets gleicb Null wird, 
me man aucb den Integrationsweg innerbalb des Bezirks, den 
wir zu diesem Zwecke willkurlicb abgegrenzt batten, wablen 
moge, mrd die Bewegung innerbalb des Bezirks als wirbel- 
frei bezeicbnet. Trifft dasselbe Kennzeicben aucb nocb zu 
fiir jeden Bezirk, den man abgrenzen mag und aucb fiir den 
ganzen Yon der Fliissigkeit eingenommenen Raum, so ist die 

Bewegung iiberall wirbelfrei. In Form der Gleicbung 

0 

Jtidi = 0, (215) 

0 

die sicb auf einen beliebigen, Yom Anfangspunkte 0 ausgebenden 
und nacb diesem wieder zuruckfiibi’enden Integrations weg be- 
ziebt, lasst sicb demnacb die Bedingung, der die wirbelfreie 
Bewegung geniigen muss, in einfacbster Weise aussprecben. 

Warum man diese besondere Art der Wasserbewegung 
als eine „wirbelfreie^^ bezeicbnet, ergiebt sicb aus einer ein- 
facben Betracbtung. In der Umgangsspracbe bezeicbnet man 
als „Wasserwirbeb^ eine Bewegungsform, bei der die einzelnen 
Wassertbeilcben in sicb zuriicklaufende Babnen bescbreiben. 
AUgemein bekannt ist die Erscbeinung aus der Beobacbtung 
der Stromung in Plusslaufen, bei der sicb namentlicb in der 
Nabe Yon Bewegungsbindernissen, etwa Yon Briickenpfeilern, 
leicbt Wirbel ausbilden, die sicb an den Bewegungen kleiner 
Korper, die you dem Wasser mitgefiibrt werden, leicbt erkennen 
lassen. Es macbt dabei aucb nicbts aus, wenn zu dieser wir- 
belnden Bewegung nocb andere Bewegungscomponenten binzu- 
treten, die etwa den Wirbel flussabwarts fiibren. Bescbrankt 
sicb die Wasserbewegung auf die Bewegung langs gescblossener 
Babnen und wablt man eine dieser Babnen als den Integra- 
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tionsweg fiir die Bildung des Linienintegrals Yon so ist 
dieses jedenfalls positiy, da to mit d% -uberall gleicligericlitet. 
ist. Die in GL (215) als Kennzeiclien fiir die wirbelfreie Be- 
wegung aufgestellte Bedingnng ist daher im yorliegenden ein- 
fachsten Falle sclioii in bester TJebereinstmimung mit dem 
gewohnlicben Spracbgebraucbe. Wir bemerkten aber schojiy 
dass zn der wirbelnden Bewegung ancb nocb andere Be- 
wegungscomponenten binzutreten konnen, die zu den Wirbeln 
selbst nicbts beitragen. Diesem Umstande tragt die yorber 
aufgestellte Definition Rechnnng. Sie weist uns an, jeden ge- 
scblossenen Integrationsweg gewissermaassen als wirbelyer- 
dacbtig zu betracbten. Zu einer in sicb langs einer solcben 
Babn zuriicklaufenden Bewegung tragen nur jene Geschwindig- 
keitscomponenten etwas bei, die iiberall in die Babnricbtnng 
fallen und nur diese sind es auch in der That, die in dem 
inneren Produkte zur Geltnng kommen. Hat also das 
Linienintegral yon ti einen yon Null yerscbiedenen Wertb, so 
zeigt dies wenigstens einen Ueberscbuss der tangentialen Be- 
wegungscomponenten in einem Umlaufssinne fiber die im ent- 
gegengesetzten Sinne an und man kann sagen, dass im Ganzen 
genommen die Wasserbewegung mit einem bestimmten Umlauf- 
sinne langs des Integrationswegs fibereinstimmt. — Freilicb 
ist das durcb GL (215) angegebene Kennzeicben mit dem Be- 
griffe der Wirbelbewegung in der TJmgangsspracbe, der keine 
strenge Abgrenzung besitzt, nicbt geradezu identiscb; eswider- 
spricbt ibm aber nirgends und kann als eine Ver- 
feinerung oder als eine scbarfere Fassung dieses Be- 
griff es betracbtet werden. Bei der wissenscbaftlicben 
Untersucbung einer allgemein bekannten und yom Volks- 
munde nacb seiner Art scbon bescbriebenen Erscbeinung ist 
man nur selten in der glficklicben Lage, wie bier, obne Wei- 
teres an den gewobnlicben Spracbgebraucb anknfipfen zu konnen, 
namlicb obne zuyor entweder eine yollstandige Umwertbnng 
der Worte oder eine Neubildung yon Worten, die man dann 
meist fremden Spracben entnimmt, yomebmen zu mfissen. 

Zur Vermeidung yon Missyerstandnissen betracbte icb nocb 
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die Bewegung einer Plussigkeit langs eines ringfomig in sich 
gescUossenen liohres. Die Bewegung kann in dieseui FaUe 
so erfolgen, dass etwa fur jeden kugelformigen Bezirk, den 
man im Innern der Flussigkeit abgrenzen mag, Gl. (215) 
erfullt 1 st. Fiir emeu Integrationsweg, der dem Rokre foM 
und sich in dieser Weise schliesst, ist sie aher natiirlich nicht 
eifiillt. Der Grund fiir den scheinharen Widerspruch liegt 
darin, dass der Sitz des Wirbels in diesem FaUe an d^n 
Fliissigkeitsgrenzen liegt. Im Ganzen genommen ist die Be¬ 
wegung jedenfalls nicht wirbelfrei, wenn sie auch fur jeden 
einfach zusammenhangenden Bezirk im Innem der Flussigkeit 
wirbelfrei sein kann. 

Die allgemeinste Bewegung einer Flussigkeit ist natiirlicli 
eine solche^ mit der Wirbel verbunden sind; die wirbelfreie 
Bewegung stellt nur einen besonders einfacben Ausnahmefall 
dar, (xanz strong ist die Bedingung der Wirbelfreibeit bei 
einer wirklichen Wasserbewegung tiberbaupt niemals erfiillt. 
Die Bewegung kann sich aber der wirbelfreien unter gewissen 
Umstanden sehr nabern und es ist daber von Interesse, die 
Gesetze dieser einfacbsten Bewegungsart kennen zu lernen. In 
der That beziehen sich aucb ihrem Umfange nacb die meisten 
UntersiKibungen der beutigen Hydrodynamik auf die wirbel¬ 
freie Bewegung. Dass eine solche Abgrenzung des Unter- 
sucbungsgebiets moglich und in sich einwandfrei ist, berubt 
ubrigens auf einem von Lagrange aufgestellten Satze^ zu 
dessen Beweis icb bald iibergeben werde. 

Vorber erinnere icb nocb an die den vorausgebenden gaiiz 
abnlicben Betracbtungen des ersten Abschnittes iiber die Kraft- 
felder. An die Stelle des Linienintegrals der Kraffc ist bier 
nur das Linienintegral der Gescbwindigkeit getreten^ wabrend 
sich sonst nicbts geandert bat. Es ist daber nicbt nothig, die 
in § 3 durcbgefiibrten Betracbtungen iiber das Potential bier 
nocbmals zu wiederholen; wir konnen vielmebr die Scbliisse^ 
zu denen wir damals gelangten, auf den jetzt vorliegenden Fall 
obne Weiteres xibertragen. Von diesen ist fiir uns namentlich 
von Wichtigkeit, dass sicb im wirbelfreien. Felde der Vektor 
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des Feldes durck Differentiation ans einer ricktungslosen Grosse 
ableiten lasst^ die friiher als das Potential des Kraftfeldes k- 
zeicknet wurde. Anck bei der wirbelfreien Wasserbewegung 
muss sick aus denselben Grunden wie damals zu jedem Punkte 
des Eaumes in einem gegebenen Augenblicke eine Grosse oline 
Eicktung angeben lassen^ aus der die Geschwindigkeitscompo- 
nente nack irgend einer Eicktung durck Differentiation nacli 
dieser Eicktung abgeleitet werden kann. Man bezeicknet diese 
Grosse, uni die enge Verwandtsckaft mit den frilkeren Be- 
tracktungen iiber die Kraftfelder ausdrucklick kervorzukeben, 
als das Gesckwindigkeitspotential, obsckon die sprach- 
licke Herkunft des Wortes Potential mit der Verwendung, die 
das Wort kier findet, kaum nock etwas zu tkun kat. Das 
Gesckwindigkeitspotential sei in der Polge stets mit 0 be¬ 
zeicknet; ick setze dann 


dx ’ 


V. = 


rj<I> 

dy-’ 


d 

'dz' 


(216) 


Hier findet freilick eine Ab weickung imVorzeicben 
Yon den frilkeren Pestsetzungen iiber das Potential 
der Kraftfelder (ygl. Gl. (12), S. 22) statt. Damals war 
es mir Yon Wicktigkeit^ an dem negatiyen Vorzeichen des 
Differentialquotienten des Potentials festzukalten, weil das Po¬ 
tential des Kraftfeldes nur bei dieser Vorzeichenfestsetzung 
mit der potentiellen Energie des Feldes gleickbedeutend werden 
kann. Beim Gesckwindigkeitspotential fallt aber ein solcker 
bestimmender Grund weg und wir konnen uns daker das Vor- 
zeicken Yon ^ yon Yomkerein so gewaklt denken, dass die 
Differentialquotienten, ■ okne dass ein Vorzeickenwecksel Yoraus- 
zugeken brauckte, unmittelbar die Gesckwindigkeitscomponenten 
angeben. In derTkat ist es allgemeiner Branch, das Gesckwindig¬ 
keitspotential mit der durck die Gl. (216) bereits zum Ans- 
drucke gebrackten Vorzeichenfestsetzung zu benutzen. Vielleickt 
ware es ja besser, an der bei den Kraftfeldern getroffenen 
Wakl der Gleickmassigkeit wegen auck hier festzukalten und 
ick war auck zuerst im Zweifel, ob ick dies nickt tkun 
sollte. Da aber auf diese Wakl sckliesslich oknekin nickt 
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viel ankommt, habe icb eine Abweicliung vom Herkommen 
yerraieden. 

Differentiirt man die erste der Gl. (216) nacb y nnd die 
zweite nacb. x und subtrabirt^ so erbalt man 

^ ^^2 A 

dy dx~^ 

und dazu treten noch zwei andere Gleicbungen^ die in der- 
selben Weise gewonnen werden koimen. Diese Gleicbungen 
geben die Bedingung an^ der die Gescbwindigkeitscomponenten 
geniigen miissen^ wenn ein Gescbwindigkeitspotential besteben 
soil. Damit werden wir in den Stand gesetzt^ die Bedingung 
fiir die, wirbelfreie Bewegung nocb in anderer Form aus- 
zusprecben;, als dies scbon mit Htilfe des Linienintegrals in 
Gl. (215) gescbeben war. Man bilde namlicb eine gericbtete 
Grosse to, deren Componenten nacb den Axenricbtungen gleicb 
den Differenzen yon Differentialquotienten sind, die in dem 
yorausgebenden Ausdrucke yorkomiOiBn; namlicb 



Die Grosse tn wird nur daxm zu Null, wenn alle drei 
Componenten fur sicb yerschwinden. Wenn ein Gescbwindig- 
keitspotential besteben soli, also wenn die Bewegung wirbelfrei 
sein soli, miissen aber diese Componenten, wie aus dem Ver- 
gleicbe mit den Gl. (216) beryorgebt, sammtlicb zu Null 
werden. Als Bedingung fiir die wirbelfreie Wasserbewegung 
kann man daber aucb die Gleicbung 

tn = 0 (218) 

an Stelle yon Gl. (215) aufstellen. Jedenfalls ist diese Be¬ 
dingung eine notbwendige; dass sie aucb binreicbend ist, lasst 
sicb aus den yorbergebenden Betracbtungen nocb nicbt er- 
bennen. Da dieser Nacbweis fiir die Polge nicbt notbig ist, 
werde icb day on abseben, ibn bier ebenfalls zu fdbren*, Naberes 
dariiber findet man in meiner „Geometrie der Wirbelfelder^^. 
Nur dies mocbte icb nocb erwabnen, dass man mit Hiilfe 
eines yon Stokes aufgestellten Satzes den. unmittelbaren Zu- 
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sammenbang zwiscbeii den Grl. (215) und (218) in einfaclister 
Weise erkennen kann. 

Wenn das Feld nicht wirbelfrei ist^ entsteht das 
Bedtirfniss nacb einem Maasse fiir den Wirbel^ oder 
vielleicht besser gesagt^ nacb einem Maasse daflir, in 
welcbem Grade nnd in welcber Art die Bewegnng von 
der wirbelfreien abweicbt. Hierzu kann die durcb 
Gl. (217) definirte gericbtete Grosse tu obne Weiteres 
beniitzt werden, da ibr Verscbwinden die Bedingung 
fiir das ITicbtvorbandensein von Wirbeln innerhalb 
eines Bezirks bildet, der der grade betracbteten Stelle 
eng benachbart ist. An Stelle der Grosse Uj selbst kann 
ancb irgend ein Vielfacbes davon als Maass des Wirbels be- 
nntzt werden. Helmholtz, dem man die ersten Untersucliungen 
liber die Wirbelbewegungen verdankt, bat dazu die Halfte von 
tn gewablt, ans einem Grunde, auf den icb bier nicht weiter 
einzugeben brancbe. 

Die grosse Bedentung des Wirbelbegriffes bescbrankt sicb 
tibrigens nicht anf die Hydrodynamik, sondern sie tritt in der 
Elektricitatslebre fast nocb mebr bervor. Es bat sich daber 
die JSTotbwendigkeit berausgesteUt, eine einfacbe Bezeiclinnng 
ftir den analytiscben Zusammenbang zwiscben dem Wirbel tn 
nnd der Gescbwindigkeit ti einznfubren. GL (217) gestattet 
znnacbst, tu unter Zngrnndelegung eines Coordinatensystems 
zu berecbnen, wenn li tiberalL gegeben ist. Ans der physika- 
liscben Bedentnng des Vektors tti Mgt aber scbon, dass lu 
von der besonderen Wahl des Coordinatensystems nnabkangig 
sein mnss. Es ist daber zweckmassiger, bei der Angabe des 
Znsammenbangs zwiscben Iti nnd ti die Bezngnahme auf ein 
Coordinatensystem zn yermeiden. Man nennt to den Quirl 
von d, nnd setzt mit Benntznng der nrspriinglicben engliscben 
(von Maxwell eingefnbrten) Bezeicbnnng 

to = curl t) (219) 

(cnrl = Qnirl). Bei der wirklicben Ansrecbnnng von tn ist 
man freilicb sebr oft genothigt, anf die mit Gl. (219) gleicb.- 
bedentenden GL (217) wieder znriickzngeben. 
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§ 40. Allgemeine Integration der Bewegungsgleiclinngen 
far die wirbelfreie Bewegang. 


Die Euler’schen hydrodyiiainisclieii Gleichungen werden 
fiir den Fall der wirtelfreien Bewegang am besten so nni- 
geformt^ dass alle Gescbwindigkeitscomponenten im Gescbwin- 
digkeitspotentiale 0 mit Hdlfe der Gl. (216) ansgedriickt 
werden. Sie vereinfacben sick dann erbeblicb. Die Continni- 
tatsgleicbnng (206) nimmt dann die Form 


dx*-‘ ' ^ 2 /^ ‘ 


( 220 ) 


an^ woftir man mit Benatznng des scbon von friilier her be- 
kannten Laplace’schen Operators kiirzer 


V^^ = 0 


( 221 ) 


scbreiben kann. Ferner findet man fiir den in GL (210) an- 
gegebenen Aasdrnck fiir die Bescbleunigungscomponente in 
der X-Axe, namlicb 


dt ‘ ^ dx 




naek Einsetzen von 

dy’ 

jetzt 

dv^ _ I ^ I ^ ll'JL _]_ ^ . 

dt dxdt ‘ ox dx^ ^ dy dx'dy ' dz dxdz 


Die drei letzten Glieder in diesem Ausdrucke bilden den 
partiellen Differentialqaotienten nach x von 


2 l\dx^ 


;)*+©’+(lf)’] 


Oder von 

u 


wenn tJ wieder die Gesammtgescbwindigkeit an der betreffenden 
Stelle nacb Grosse and Richtang bedentet^ wobei man beachten 
moge^ dass das (Quadrat (oder das innere Prodnkt mit sick 
selbst) einer gerickteten Grosse eine Grosse okne Ricktnng 
angiebt. Setzt man dies ein; so erkalt man die erste der drei 
folgenden Gleicknngen 
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dv^ 

dt 

dv^ 

dt 

<ii’s 

dt 


dx \ dt ‘i I I 

dyXdt^ 
d 1 hsl 


(222) 


Die in GL (213) zusammengestellten Euler’schen Glei- 
cliungen gelien nnn — immer nnter der Voranssetzimg^ dass 
die anssere Massenkraft Yon einem Potentiale V abgeleitet 
werden kann — uber in 


1?^ +±H2l 
1 + 2 “ J 


f — + — 

\dt^ 2 “ j 


(dt ~ -i ] 

1 — ^(y+p). 


(223) 


Da nnn ^ fur die raumbestandige Fliissigkeit^ nm die es 
sich bei diesen Betracbtungen allein bandelt^ constant ist, 
lassen sicb die GL (223) zu einer einzigen Integralgleicbnng 
zusammenfassen. Sie sprecken ja in der That nur ans^ dass 
sicb die Grdssen, deren Differentialqnotienten nacb y und s 
mit einander ubereinstimmen, nur um eine Grosse von ein- 
ander unterscbeiden kdnnen^ die Ton diesen Veranderlicben 
unabb'angig ist^ wabrend sie Yon t abbangig sein kann. Be- 
zeicbnen wir diese Grosse mit f{t)j so liefert die Integration 
der GL (223) ^ 

+ = ( 224 ) 


Besonders einfacb gestaltet sicb diese Beziebung bei der 
stationaren Flussigkeitsstromung, also bei einer Bewegung^ die 
sicb dauernd in der gleicben Weise fortsetzt. Dann sind D, 
p zwar immer nocb mit dem Orte Yeranderlicb, an jedem 
Punkte des festen Raumes bleiben sie aber der Zeit nacb con¬ 
stant. Der Differentialquotient you 0 Yerscbwindet dann in 
der Yorausgebenden Gleicbung und aucb f(f) muss der Zeit 
nacb constant^ also tiberbaupt eine Gonstante sein^ weil alle 
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tibrigen in der Grleichung vorkommenden Grdssen von t unab- 
bangig sind. Fiir die stationare wirbelfreie Stromnng bat man 
daber die einfacbe Beziebung 

I fitj® -\-V-\-p = C (225) 

Oder inWorten: die Summe aixs der kinetisciien Energie, 
dem Potentiale der ansseren Krafte (d. b. der poten- 
tiellen Energie) und dem Plussigkeitsdrucke bat zn 
jeder Zeit und fiir alle Stellen des Ranmes denselben 
Wertb, wenn man diese Grossen auf die Raumeinbeit bezw. 
au£ die Flacbeneinbeit beziebt. Dieses Resnltat stimmt nabezu 
iiberein niit einem^ das scbon im ersten Bande § 56 auf viel 
einfacberem Wege gefunden und durch GL (139), 2. Aufl.; aus- 
gedruckt wurde. In einer Hinsicbt bestebt indessen zwiscben 
beiden Resultaten docb ein sehr wesentlicber Unterschied. 
Das friihere Resnltat gait nnr fiir die Veranderlicbkeit des 
Druckes in dem gleicben Stromfaden und es bleibt in 
diesem begrenzten Umfange, wie aus der Ableitung bervor- 
gebt, aucb dann noeb gtiltig, wenn die Bewegung nicbt wirbel- 
frei ist, falls dabei nnr von der Fliissigkeitsreibung abgesehen 
werden kann. Gl. (225) ist insofern viel allgemeiner gultig^ 
als sie die Veranderlicbkeit des Druckes aucb dann nocb an- 
giebt, wenn man von einem Punkte eines Stromfadens zu einem 
Punkte irgend eines anderen Stromfadens tibergebt. 
Andererseits ist dagegen die Gultigkeit dieser erweiterten Be¬ 
ziebung an die Bedingung gekniipft, dass die Bewegung wirbel- 
frei ist. Icb bitte auf diesen wesentlicben Unterscbied sorg- 
faltig zu acbten, da der Zusammenbang zwiscben kinetiscber 
Energie^ potentieller Energie und Fltissigkeitsdruck bei der 
Tbeorie der bydrauliscben Motoren in der tbeoretiscben Ma- 
scbinenlebre sebr baufig zum Ausgangspunkte der ganzen Ent- 
wickelung gemacbt wird. 

Scbliesslicb gebe icb bier nocb den Beweis fiir den scbon 
im vorigen Paragrapben erwahnten Satz von Lagrange. Dazu 
berecbne icb die Veranderungen, die die Gescbwindigkeits- 
Componenten an irgend einer fest angenommenen Stelle des 
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Raumes im Laufe der Zeit erfahren. Zunaclist hat man nach 

01 . ( 211 ) 

dt dt \ ^ dx ' ^ dy ^ ^ ce j 

Oder aiich nach den Gleichungen (213); indem man ftir die 
Beschlennigung-Componente ^ ihren Werth nach der dyna- 

mischen Ornndgleichung einsetzt und dabei annimmt; dass sich 
die aiissere Masseiikraft yon einem Potentiale V ableiten lasse^ 




Dies gilt noch allgemein: anch fiir die Wirbelbewegung. 
Setzt man aber nun ferner voranS; dass in einem bestimmten 
Angenblicke; der zum Ausgangspnnkte der Untersuchung ge- 
wahlt wird; die Bewegning im ganzen Raume wirbelfrei war^ 
so folgi aus der yorhergehenden Gleichung, dass sie auch 
weiterhin wirbelfrei bleiben muss. Jedenfalls kann man nam- 
lich unter der genannten Voraussetzung die Oeschwindigkeiten 
zu Anfang der Zeit aus einem Potentiale 0 ableiten, womit 
die yorige Oleichung iibergeht in 

c v, ^ _ _1 J_ / i ^ . 111. I ^ . nil] 

dt ~Tr) dx^~^ cy dxdy~^ dz dxdzj 

= -,4 (i (>'+„) + ](©■+(!?)■+(I?)-)) 

(7 + + Y 

und entsprechende Oleichungen gelten auch fiir die Aende- 
rungen yon und mit der Zeit. Damit ist aber gezeigt, 
dass sich auch nach Ablauf eines Zeitelementes dt die Oe- 
schwindigkeits-Componenten immer noch yon einem Oeschwin- 
digkeitspotentiale ableiten lassen und zwar hat das Potential 
alsdann den Werth 

® ® _ (1 (F + p) + ^ ti') dt, 

denn hieraus folgt in der That der yorher aufgestellte Werth 


C 

yon -T-f, ebenso auch der 
c t ^ 


O'O^ T oi\ 

yon ^ und yon 

ct dt 


Wenn sich 
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die Gesdiwindigkeiten nacli dt aber immer noch von einem 
Potentiale ableiten lassen, so ist die Bewegung aucli noch 
wirbelfrei geblieben. — Was ferner von dem einen Zeit- 
elemente dt gilt, lasst sich ebenso auf alle folgenden iiber- 
tragen und die Bewegung muss daher immer wirbelfrei bleiben. 
Damit ist der Satz von Lagrange bewiesen, der noch in den 
Worten ausgesprochen werden soil: 

Wenn die Bewegung’ einer raumbestandigen und 
reibungsfreien Flussigkeit, auf die von aussen her 
nur solche M.assenkrafte einwirken, die sich (wie das 
Grewicht) von einem Potentiale ableiten lassen, zu 
irgend einer Zeit wirbelfrei war, so bleibt sie auch 
weiterhin wirbelfrei. 

Erst durch diesen Satz eiiangen die Untersuchungen iiber 
die wirbelfreie Bewegung die ihr in der Hjdrodynamik mit 
Recht eingeraumte Bedeutung. Es ist nur zu billigen, dass 
man sich zunachst Rechenschaft dariiber zu geben sucht, was 
geschehen,musste, wenn die Zahigkeit nicht in Betracht kame. 
Man darf dabei freilich nicht vergessen, dass keine genaue 
Uebereinstimmung zwischen diesem einfachsten Palle und dem 
wirklichen Bewegungsvorgange erwartet werden kann. Da man 
wegen des Bestehens eines Geschwindigkeitspotentials die 
Untersuchungen iiber die wirbelfreie Bewegung weit einfacher 
durchfiihren kann, als im anderen Falle, gelangt man indessen 
mit verh*altnissmassig geringer Miihe zu Resultaten, die zwar 
nicht als genau angesehen werden durfen, die ^aber 
wegen des Yergleichs, den sie gestatten, immerhin sehr zu 
schatzen sind. 

§ 41. Bewegung einer Kugel in einer vollkommenen 
Flussigkeit. 

Ein fester kugelformiger Korper moge sich in einer 
Pliissigkeit gradlinig mit constanter Geschwindigkeit bewegen. 
Es fragt sich, was fiir eine Kraft von aussen her an ihm 
wirken muss, um diese Bewegung zu Stande zu bringen. Dabei 
soil angenommen werden, dass sich der Korper hinlanglich 
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,weit von den Grenzflachen der Fliissigkeit entfernt befindet, 
um den Einfluss benacEbarter Wande u. s. f. vernaclirassigen 
zu konnen. Wir driicken diese Voraussetzung am einfachsten 
dabin ans^ dass wir die Fliissigkeit nacb alien Seiten bin als 
unbegrenzt anseben. In grosserer Entfernung von der sicb 
bewegenden Kngel soil die Fliissigkeit rnben; in der Nacbbar- 
scbaft der Kngel treten natiirlicb Stromnngen aiif, da die 
Fliissigkeit der Kngel wabrend ibres Fortscbreitens vorn ans- 
weicben mnss^ wabrend sie sicb binter ibr wieder znsammen- 
scbliesst. 

Wenn die Kngel in Rnbe ware^ wiirde die Fliissigkeit 
einen bydrostatiscben Auftrieb an ibr ansiiben nnd es miisste 
daber^ nm sie in Rnbe zn erbalten^, eine lotbrecbte Kraft an 
ibr angebracbt werden, die mit dem Gewicbte der Kngel nnd 
dem bydrostatiscben Anftriebe Gleicbgewicbt bersteUte. Denken 
wir nns nachber die Kngel in borizontaler Kicbtnng dnrcb die 
Fliissigkeit bewegt^ so wird immer nocb, nm ein Verscbieben 
in der lotbrecbten Ricbtnng zn verbliten, dnrcb eine anssei'e 
Kraft Gleicbgewicbt zwiscben dem Anftriebe nnd dem Kngel- 
gewicbte bergestellt werden miissen. Diese Kraft ist einfacb 
zn ermitteln nnd sie interessirt nns bier weiter nicbt; von 
Interesse ist fiir nns nnr die Kraft, die man in der Be- 
wegnngsricbtnng anfwenden mnss^ nm den Widerstand der 
Fliissigkeit gegen die Bewegnng zn nberwinden. Wir wollen 
nns dessbalb die Kngel von vornberein von gleicbein sped- 
fiscbem Gewicbte mit dem Wasser vorstellen, so dass sie im 
Rnbeznstande darin von selbst scbwimmt. Wir konnen dann 
von der Einwirknng der Scbwerkraft anf die Kngel nnd die 
Fliissigkeit ganz abgeseben; der Vorgang erfolgt so, als wenn 
die Scbwere iiberbanpt nicbt vorbanden ware. 

Wenn die Anfgabe in dieser Weise gestellt wird, baben 
wir es nicbt mit einer stationaren Stromnng zn tbnn, da die 
Gescbwindigkeit der Fliissigkeit in einem bestimmten Pnnkte 
des festen Ranmes wecbselt, wenn die Kngel anf ibrer Babn 
fortscbreitet. Relativ zn einem Ranme, der sicb mit der Kngel 
obne Drebnng gleicbfdrmig weiter bewegt, wird die Bewegnng 
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dagegen^ nachdem sie sdion langere Zeit angeclanert hat^ sta 
tionar sein. Man yereinfacht daher die Aufgabe^ wenn man 
die Bewegnng yon einem solchen Raume ans beobachtet; Zu- 
satzkrafte der Relatiybewegung branchen dabei nicbt angebracdit 
zn werden, da sich der Ranm weder dreht^ noch eine TraiiB- 
lationsbescbleunigung besitzt Einfacber lasst sicb dies auch 
dabia ansdrxicken, dass man sicb die Kugel von vornberein an 
ibrer Stelle festgebalten denkt, wabrend die Fliissigkeit an ihr 
yoruberstromt. Man kann sicb die Kugel etwa in das Wasser 
eines Flusses yersenkt denken^ so dass sie hinreicbend weit 
yon dem Umfange des Plussbettes und der Wasseroberflriche 
entfemt bleibt. Bewegte sicb das Wasser an dieser Stelle vor 
dem Einsenken der Kugel gleicbformig^ so namlich^ dass die 
Grescbwindigkeit b sowobl dem Orte als der Zeit nach in 
diesem Bezirke constant war^ so wird dieselbe Kraft an der 
Kugel angebracbt werden mtissen, um sie vor dem Fortrt^issen 
mit der Strbmung zu scbiitzen, als wenn das Wasser rnhte 
und die Kugel sicb im eutgegeugesetzten Sinne mit constantcu' 
Grescbwindigkeit bewegte. In dieser Form lilsst sicli die Auf» 
gabe am einfacbsten weiter bebandeln. 

Wir betracbten die Fliissigkeit als i^eibnngsfrei und 
nebmen biermit zugleich an, dass die Bewegnng wirbelfrei 
sei. Die Wasserstromung ist dann yoUstandig bekannt, wenn 
man das yon der Zeit unabbangige Geschwindigkeitspottmtial 
0 anzugeben yermag. Da das Problem dnrcb die auferlegten 
Bedingungen pbysikaliscb yoUstandig bestimmt ist, muss aiudi 
0 bis auf eine wiUkiirlicbe Oonstante, die man ibni nach 
lieben zufiigen darf, obne an den daraus abgeleiteten (;ires(diwin-” 
digkeitscomponenten etwas zu andern, yoUstandig bestimmt 
sein. Falls man daber einen Ausdruck von ^ kennt, der 
alien Bedingungen geniigt, ist dieser — abgesehen von jener 
willktirlichen Constanten — der ricbtige. Wenn man will, 
kann man dies aucb nocb strenger beweisen, indem man zuerst 
annimmt, es waren zwei Wertbe yon 0 moglich, die alien 
dingungen geniigten, dann ibre Differ^z bildet und zeigt, dass 
diese notbwendig eine Constante sein muss. 
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Dirichlet liat den Ausdruck yon der den Be- 
dingnngen nnserer Anfgabe geniigt, gefunden, namlicli 

® = (226) 


Dabei ist angenommen^ dass die positive Z-kx.e in jene 
Ricktung gelegt ist , in der die ungestorte Stromnng der 
Fliissigkeit erfolgt; a ist die Grescbwindigkeit dieser Stromnng, 
Q der Radius der festgelialtenen Engel nnd r die Entfernung 
jenes Pnnktes in der Fliissigkeit, fur den ^ dnrch Gl. (226) 
angegeben wird, vom Kngelmittelpnnkte, der als Coordinaten- 
nrsprung dient. Auf die Orientirnng der X- nnd der E-Axe 
kommt offenbar nicbts an, da rings nm die X-Axe alles sym- 
metrisck ist. Ftir r bat man iibrigens nacb dem Pytbagoraiscben 
Lebrsatze die Gleicbnng 

(227) 

mit deren Hiilfe sofort die partiellen Differentialqnotienten 


^ f 

dx r ’ dy r ^ dz r 


(228) 


gebildet werden konnen. TJm zu beweisen, dass der fur O 
angegebene Ansdmck in der Tbat die Losnng nnseres Problems 
bildet, ermitteln wir znnacbst die Gescbwindigkeitscomponenten 
die sicb daraus ergeben. Wir erbalten mit Riicksicbt anf die 
Gleichnngen (228) 




dy 

30 


= — az 


2r^ 


dr 

dx 

dr 

dy 




'.=rr-»(&+!)—11:1-: 


— «^3+a — 


(229) 


Diese Gescbwindigkeitscomponenten miissen vor AUem der Con- 
tinnitatsbedingung geniigen. TJm dies zn priifen, stellen wir die 
Differentialqnotienten nacb yj z anf, n’amlicb 
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dvi 

dx 

dvj 

dy 

dz 


2r* 


I 15(1® 


dr 

dx 


XZ 




3d® 


3 p® 

+ Cb 0^ = a0 ^ 5 
2 r® ‘ 9 -»*7 9 />-5 


^ a0 


I'i 

2 \r^ 


15 p® 
2 


2 


(^*-B). 


Die Summe dieser drei Differentialquotienten oder \/^0 muss 
Null ergeben. In der That findet man aber beim Zusammen- 
zahlen 


aB 


ii! / 5a;^4- 5j/^+ 5^^ 
2 r° \ r® 



und dies wird mit Riicksicht auf Grl. (227) identisch zu Null 
Damit ist zunachst gezeigt^ dass die durcb ^ angegebene 
Fltissigkeitsbewegung in einer unzusammendruckbaren Fliissig- 
keit geometriscb moglich ist. 

Hierzu kommen nocb die Grenzbedingungen. An der 
Eugeloberflache muss die Flussigkeit der Kugel ausweichen, 
d. h. die Gescbwindigkeit der Flussigkeit kann dort uberall 
nur tangential gericbtet sein. Um dies zu untersucben, denke 
man sich an irgend einer Stelle der Kugeloberfiacbe eine Nor- 
male n nacli aussen bin gezogen. Die Gescbwindigkeitscom- 
ponente in der Ricbtung dieser Normalen wird erhalten^ wenn 
man ^ in der Ricbtung der Normalen dijfiferentiirt und wenn 
die Losung ricbtig sein soil, muss dieser Wertb uberall gleicb 
Null sein. Wir bilden den Dififerentialquotienten 


d^ 
d n 



— a0 


3 p ’’ d r 
dn 


Wenn man in der Ricbtung der Normalen um cn von der 
Kugelflacbe weiter gebt, wacbst r um cn und man bat daber 



on 


Projicirt man ferner dn auf die Z-Axe, so erbalt man das 
zugeborige cb, und da dn mit dem zur betreffenden Stelle 
gezogenen Radius r, dessen Projektion b ist, gleicbe Ricbtung 
bat, bestebt die Proportion 

dz z 
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Setzt man diese Werthe ein, so wM 

r! - T (I? +1) - " S = +2''* - 8<'’) 

nnd an der Kngeloberflache wird dies in der That ilberall zu 


Null, well dort r = q ist, 

Schliesslich muss noch in. grosserer (oder streng genommen 
in unendlicher) Entfernung von der Kugel die Fliissigkeit 
iiberall parallel zur Z-Axe mit der Geschwindigkeit a stromen. 
In der That wird aber, wie man aus den Gleichungen (229) 


erkennt, fiir r .= 00 


v^^O, v^ = a. 

Die Fliissigkeit stromt demnach iiberall so, wie es den geo- 
metrischen Bedingungen der Aufgabe entspricht. Es bleibt 
jetzt nnr noch iibrig, auf die ErfiiHung der aus der dyna- 
mischen Grundgleichung hervorgegangenen Euler’schen Glei- 
chungen zu achten. Fiir den Fall der stationaren Stromung 
sind diese bereits in der Integralgleichung (225) zusammen- 
gefasst. Da wir auf die Veranderlichkeit des Druckes mit der 
Hohe jetzt nicht zu achten brauchen, weil der Vorgang, wie 
bereits bemerkt, im XJebrigen so erfolgt, als wenn die Fliissig- 
keit und die Kugel der Schwere iiberhaupt nicht unterworfen 
waren, konnen wir diese Gleichung hier noch dadurch verein- 
fachen, dass wir das Potential constant setzen und es in die 
Constante C mit einrechnen. Wir haben dann 


In unendlicher Entfernung von der Kugel wird — und 

wir erkennen daraus, dass dort auch iiberall derselbe Druck 

herrscht, so als wenn die Kugel nicht vorhanden ware. Be- 

zeichnen wir diesen Druck an den fernen Grenzen mit so 

findet man damit auch die Constante C, namlich 

6' = Y ft a® + 

und der Druck an irgend einer anderen Stelle ist 


P=Po-i 


(230) 
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Hiermit ergiebt sich aucli der Druck, den die Fltissigkeit auf 
irgend eine Stelle der Kngeloberflaclie ansiibt, indem man 

i.^=V + V+V 

bildet und die Wertbe aus den Gleichnngen (229) einfiihrt^ 
wobei noch darauf zu acliten ist^ dass an der Kngeloberflache 
r — ^ zu setzen ist nnd xy^ Coordinaten eines Punktes der 
Eugelflache bedeuten. Ftihrt man dies aus und bezeicbnet man 
die Grescbwindigkeit irgendwo in nachster Nabe der Kugel- 
flacke mit so wird 

Dort^ wo die Z-Axe die Kugeloberflache schneidet^ wird 0 = q 
und daher gleick Kull^ was schon aus Symmetriegriinden 
zu erwarten war. Am grossten wird die Geschwindigkeit am 
Aequator der Kugel, der in die XK-Ebene fallt und fiir den 
^ == 0 ist. Die Fltissigkeit stromt dort mit der Greschwindig- 
keit — an der Kugel vortiber. Der Druck an der Kugel- 
flache ist nach 61. (230) 

jP,==JPo + ^'(9^t-5)- (232) 

In den Endpunkten des in der Ricktung der Stromung ge- 
zogenen Durckmessers nimmt seinen grossten Wertk 

an^ namlich 

I 

i^max- Pq H ^ 

und zwar wird der Druck^ worauf wohl zu ackten ist^ an der 
der Stromung abgekekrten Stelle ebensogross, als an der der 
Stromung zugekehrten. Der kleinste Druck p^dn kerrsckt am 
Aequator der Kugel^ namlick 

5 

Pmin == Po 3 

Wir setzen dabei voraus, dass p^ gross genug ist^ damit 
Pmiu positiv bleibt;, weil sonst die AusbUdung eines Hoklraumes 
zu erwarten ware. 

Im Uebrigen ist p^ eine grade Function von Es ist 
daker fiir p^ gleickgiiltig^ ob das Vorzeicken von ^ positiv 
oder negativ ist^ d. k. der Druck ist an entspreckenden Stellen 
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der der Stromung abgewendeten Halbkugel genau ebensogross^ 
als auf der itr zugewendeten Halbkugel. Daraus folgt obne 
Weiteres^ dass sich alle Yon der Pliissigkeit auf die Kugel iiber- 
trageueu Druckkrafte im Gleichgewicbte mit einauder balten. 
Wir kommen daber zu dem unerwarteten Kesultate^ 
dass man tiberbaupt keine Kraft an der Kugel an- 
zubringen braucbt^ um sie bei der wirbelfreien Stro¬ 
mung in der vollkommenen Pliissigkeit an ibrer Stelle 
festzubalten; sie bleibt yielmebr Yon selbst steben und lasst 
die Pliissigkeit um sicb berumfliessen, obne sicb you der Stelle 
zu riibren. 

Zugleicb folgt daraus aucb, dass sicb der gradlinig gleicb- 
formigen Bewegung einer Kugel durcb eine Yollkommene Pltissig- 
keit kein Widerstand entgegensetzt. Wenn das Wasser eine 
Yollkommene Pliissigkeit ware, braucbte man keine Arbeit auf- 
zuwenden, um darauf zu fabren; nur zu Beginn der Fabrt 
ware ein Anstoss erforderlicb, um die Anfangsgescbwindigkeit 
berzustellen. 

Das wirklicbe Verbalten des Wassers ist natiirlicb ganz 
anders. Wir sind mit dem Widerstande, den das Wasser der 
Fortbewegung eines in ibm scbwimmenden Kdrpers entgegen¬ 
setzt, so bekannt, dass wir unwillkiirlicb geneigt sind, diesen 
Widerstand mit der Eigenscbaft des Pliissigseins in Verb in¬ 
dung zu bringen und ibn daber aucb bei einer Yollkommenen 
Pliissigkeit Yorauszusetzen. XJnsere Untersucbung lebrt uns 
aber, dass diese Meinung irrig ist. Der Widerstand, den das 
Wasser scbwimmenden Korpern entgegensetzt, kommt nicbt 
davon ber, dass das Wasser an sicb ein fliissiger Korper ist, 
sondem nur dayon, dass es nicbt YoUkommen fliissig ist. Ueber 
solcbe Fragen kann daber ein mit der Erfabrung iiberein- 
stimmendes Resultat nur aus Betracbtungen gewonnen werden, 
die auf die Zabigkeit des Wassers Riicksicbt nebmen. Icb 
mocbte bier nur erwabnen, dass man die Aufgabe der sicb 
durcb das Wasser bewegenden Kugel aucb mit Berucksicb- 
tigung der Zabigkeit gelost und bierbei gefunden bat, dass 
das Wasser der Bewegung einen Widerstand entgegensetze, 
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der der Gescliwiiidigkeit (bei gleicbformiger Bewegung) pro¬ 
portional sei. In § 48 wird man aucb von dieser Unter- 
sucbung eine kurz gefasste Darstellung finden. 

Dass die vollkommene Fliissigkeit der gleichformigen Be¬ 
wegung eines in ihr sckwimmenden Korpers kein Hinderniss 
zu bereiten vermag, lasst sicb iibrigens aucb auf Grund einer 
ganz einfacben Betracbtung erkennen. Ware ein solcber Wider- 
stand zu iiberwinden^ so miisste an deni Korper^ um ibn in 
seiner Bewegung zu erbalten^ eine Arbeit von aussen ber ge- 
leistet werden. Wobin sollte aber diese Energie gelangen? 
Bei der zaben Fliissigkeit wird Energie zur TJeberwindung der 
inneren Reibungen verbraucbt und in Warme verwandelt. Bei 
der vollkommenen Fliissigkeit ist aber kein solcber Energie- 
aufwand moglicb; sie vermag iiberbaupt keine mecbaniscbe 
Energie aufzuzebren, abgeseben von dem Falle eines Zusammen- 
stosses mit endlicb verscbiedenen Gescbwindigkeiten^ bei dem 
wie beim Stosse fester . Korper mecbaniscbe Energie vernicbtet 
werden konnte. Dieser Fall liegt aber bier nicbt vor. Aucb 
die lebendige Kraft des ganzen Systems bebalt fortwabrend 
denselben Wertb und ins Unendlicbe vermag sicb ebenfalls die 
Energie nicbt zu zerstreuen. Da kein Energiebedarf vor- 
liegt, um die Bewegung zu unterbalten, braucbt dem 
bewegten Korper aucb keine Energie zugefiibrt zu 
werdeU; d. h. der Widerstand der Fliissigkeit ist gleicb 
Null. Diese Ueberlegung bat zugleicb den Vortbeil, dass sie 
die Giiltigkeit der Betracbtung von dem kugelformigen Korper 
auf einen Korper von beliebiger Gestalt erweitert. 

Yor allem interessirt natiirlicb den Tecbniker bei diesen 
Betracbtungen der Widerstand^ den ein Scbiff auf seiner Fabrt 
findet. Fiir ein unterseeiscbes Boot, das nicbt zu nabe an 
der Oberflacbe scbwimmt, konnten fiir die Bewegung in der 
vollkommenen Fliissigkeit die vorausgehenden Scbliisse obne 
Weiteres angewendet werden. Bei einem gewobnlicben Scbiffe, 
das nur zum Tbeile im Wasser scbwimmt und sicb im XTebrigen 
im Luftraume fortbewegt, muss aber nocb eine wicbtige Er- 
ganzuBg binzutreten. Der Lufbwiderstand mag dabei iibrigens 
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gegenixber dem viel grosseren Widerstande des Wassers ver- 
naelilassigt warden. Wir gehen wieder au£ die Bewegung der 
Engel in einer Tollkommenen Fliissigkeit zuruck. Die Engel 
mag sick in horizontaler Ricktung kewegen; dnrck die Z-ks.e, 
die mil der Bewegungsrickinng zusammenfiel, sei eine kori- 
zontale Ekene, etwa die EE-Ekene gelegt. Diese tkeilt die 
Engel nnd die Flussigkeit in zwei symmetrisch zn einander 
liegende nnd sick in jeder Hinsickt genan gleick yerkaltende 
Halften. Es stromt anck niemals wakrend des Bewegungs- 
Toro-ano-s Flussigkeit ans der einen Halfte in die andere uker. 
Es andert dalier nieMs, wenn wir uns die eine, und zwar die 
obere Halffce ganz b’eseitigt denken. Wir bebalten dann eine 
Halbkugelj die sich auf der Oberflache der Fliissigkeit;, mit 
der sie grade abscbneidet, fortbewegt. Man kann sich diese 
Halbkugel etwa als ein Scbiffsgefass denken^ das sich auch 
nocb tiber die Wasseroberflache erbeben darf^ wenn der Luft- 
widerstand, den der emporragende Tbeil findet, vernachlassigt 
werden kann, Es scbeint zunacbst, als wenn flir den Be- 
wegungswiderstand des an der Oberflache schwimmenden Schiffes 
dasselbe gelten miisste wie fur den Widerstand an der voll- 
standig eingetaucliten Kugel. 

o o o 

Man muss aber bedenken, dass der Druck in der YZ- 
Ebene veranderlich ist, wie aus Gl. (232) hervorgeht. Solange 
die Fliissigkeit zusammenhing^ war dies gleichgiiltig, da der 
Druck auf beiden Seiten der EZ-Ebene um gleich viel ab- 
iiahm. Wenn sich aber nur auf der einen Seite Wasser und 
auf der anderen Luft befindet^ deren Druck auf die Wasser- 
oberflache iiberall fast genau denselben Werth hat, kann der 
Druckunterschied in der EZ-Ebene nicht so weiter bestehen, 
wie er Yorher berechnet war. An den Stellen, wo p nach der 
fruheren Rechnung seinen grossten Werth annahm, also an 
den Endpunkten des in der Bewegungsrichtung gezogenen Dnrch- 
niessers, muss die Wasser oberflache nach oben bin ausweichen, 
da ihr doi*t kein geniigender Gegendruck widersteht und an 
den Endpunkten der E-Axe, wo der Druck nach GL (232) 
am kleinsten wird, senkt sich der Wasserspiegel. Der Be- 
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•wegungSYorgang bei einem an der Wasseroberflache schwim- 
menden Scbiffe ist aus diesem Grrunde recht ^rheblicb Ton dem 
bei einem unterseeiscben Boote oder bei einem Pisclie ver- 
schieden. Wenn das Scliiff weiterriickt^ miissen sich die 
Hebungen nnd Senknngenj die der Wasserspiegel erfnlir, wieder 
ansgleicben nnd hierbei entstebt eine weitere Bewegung^ die 
sich in Form einer Welle hber die Wasseroberflache ansbreitet. 
Ein an der Wasseroberflache schwimmendes Schiff 
miisste hiernach auch selbst in einer yollkommenen 
Flhssigkeit einen Bewegnngswiderstand finden,* es 
mtisste ihm namlich fortwahrend Energie znr Neu- 
bildnng der Oberflachenwellen wahrend der Fahrt zn- 
gefiihrt werden. Die Oberfl'achenwellen wiirden bei der 
seitliqh nnbegrenzten vollkommenen Fliissigkeit die Energie 
stetig ins Unendliche hinans fortfiihren. 

Die zuletzt gezogenen Schliisse stimmen nnn auch in der 
That wieder ganz gut mit den Beobachtnngen am Wasser 
tiberein. Jedermann kennt die Oberflachenwellen^ die ein in 
der Fahrt befindliches Schiff hervorruft nnd man weiss auch; 
dass die Kraft der Maschine bei grosseren Geschwindigkeiten 
in der Hanptsache znr Erzengnng dieser Wellen verbraucht 
wird. Es kann gar kein Zweifel dariiber besteheU; 
dass ein nnterseeisches Boot in dieser Hinsicht er- 
heblich im Yortheil ware; es branchte nnter sonst gleichen 
XJmstanden einen geringeren Arbeitsaufwand znr Erzielnng der 
gleichen Geschwindigkeit. Auch ein Fisch ist besser daran, 
als unsere Schiffe; fur ihn ist der SchlnsS; dass ein Korper 
im bewegten Wasser an der Stelle bleiben konne, ohne dass 
ihn eine Kraft festzuhalten brauchte, ein der Wirklichkeit 
naher kommendes Resnltat, als fur ein an der Oberflache 
schwimmendes nnd verankertes Schiff. 

Kattirlich lassen sich die vorhergehenden Betrachtungen 
noch nach. manchen Richtnngen hin erweitern nnd damit ver- 
allgemeinern. Ich erwahne hier nur, dass man die Anfgabe in 
ahnlicher Weise wie fiir die Kugel auch fiir ein Ellipsoid 
losen kann nnd dass man ferner die Anfgabe auch fiir zwei 
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Kugelii gelbst hat^ die beide in der stromenden Fliissigkeit I 
festgehalten werden oder die sicb in der ruhenden Flussigkeit | 
mit gleicber Grescbwindigkeit parallel fortbewegen. In dieseni | 
FaUe lasst sicb. zeigen, dass die Resnltirende des Fliissigkeits- I 
dructes anf jede Kugel nicbt verscliwindet^ sondern eine Kraft 1 
ergiebt^ die aucb als eine Anziehung der einen Kugel auf die I 
andere gedeutet werden kann. Denkt man sicli eine Ebene j 
gelegt^ die den Abstand beider Kugeln senkrecbt balbirt^ so 
ist diese eine Symmetrieebene der Stromung und an dem Be- 
wegungsTorgang auf der einen Seite wird nicbts geandert^ 
wenn man sicb. die andere Halfte entfernt denkt und an Stelle 
der Symmetrieebene eine Wand setzt, die die Flussigkeit be- 
grenzt. Daraus scbliesst man dann weiter^ dass eine Kugel, 
die sicb in der Nabe einer Wand parallel zu dieser durcb die | 
Flussigkeit bewegt, nacb der Wand bingetrieben wird^ so als I 
wenn sie von der Wand angezogen wiirde. Dieser Scbluss 
stebt aucb in Uebereinstimmung mit gewissen Beobachtungs- 
tbatsacben. Wenn man z. B. eine Seifenblase in der Nahe 
einer Zimmerwand emporsteigen lasst^ so nabert sie sicb im 
AUgemeinen der Wand. Natiirlicb muss man^ um die Erscbei- 
nung rein beobacbten zu konnen^ fiir die Fernbaltung von 
anderen Luftstromungen sorgen, die eine Stoning verursacben 
konnten. — Scbliesslicb erwabne icb nocb^ dass in neuerer 
Zeit bei der Besprecbung der Cirkulationsstromungen in Wasser- 
robrenkesseln und aucb sonst bei der Besprecbung des Vor- 
gangs der Dampfbildung in Dampfkesseln die Bewegung 
kugelformiger Dampfblasen im Wasser eine erbeblicbe Rolle 
gespielt bat, die es erwiinscbt erscbeinen lasst, wenn der 
Techniker mit dem, was die Hydrodynamik uber einen 
solcben Vorgang zu lehren vermag, einigermaassen vertraut 
ist. — Auf die Bewegung einer Kugel in einer zaben Flussig¬ 
keit, von der icb scbon vorber spracb, komme icb in der Folge 
nocb zuriick. 
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§ 42. Zusammenliajig des vorhergelienden Problems mit 

einem Probleme aus der Lebre vom Magnetismus. 

Sehr haufig lasst sich eiiie Erkenntniss, die auf einem 
Grebiete der theoretisclien Pkysik gewonnen wnrde, mit gi’ossem 
Vortheile und ohne grosse Miilie aucli in anderen Gebieten 
nntzbar machen. Da der Ingenienr nenerdings auch in der 
Lehre vom Magnetismus bewandert sein' muss, mocbte ich, 
obne dessbalb freilicb ausfiilirlicber auf den Gegenstand ein- 
zugehen, darauf binweisen, welcber Gebraucb von den voraus- 
gebenden Untersucbungen auf diesem Gebiete gemacbt wer- 
den kann. 

Icb scbicke voraus, dass ein magnetiscbes Feld durcb eine 
gericbtete Grosse ©, die magnetiscbe Induction, an jeder Stelle 
gekennzeicbnet werden kann. Ziebt man Linien, die der Ricb- 
tung von © liberall folgen, so beissen diese Inductionslinien 
(ofters, obscbon mit Unrecbt^ „Kraftlinien^^ genannt). Das 
magnetiscbe Feld kann unter dem Bilde einer strbmenden 
Fliissigkeit dargestellt werden, so dass die Gescbwindigkeit t 
•iiberall ein Maass fiir die Grosse von 35 bildet und in der 
Ricbtung damit ubereinstimmt. Man weiss ferner, dass der 
Inductionsfluss, der in ein Raumelement eintritt, stets ebenso- 
gross ist, als der davon austretende, dass also die Gescbwindig- 
keit der die Induction abbildenden Stromung der Continui- 
tatsbedingung gentigt und dass ferner in „magnetiscb weicben^^ 
Korpern, die von elektriscben Stromen frei sind, das Feld 
wirbelfrei ist. Das Problem, den Inductionsfluss in einem 
solcben Falle zu ermitteln, fallt daber in den wesentlicben 
geometriscben Bedingungen mit einem bydrodynamiscben Pro¬ 
bleme zusammen. 

Man stelle sicb nun ein bomogenes magnetiscbes Feld 
(8 bezw. tJ der Grosse und Ricbtung nacb constant) in einer 
weicben Eisenmasse vor und nebme an, dass in dieser ein 
kleiner kugelformiger Hoblraum angebracbt sei. Einige In¬ 
ductionslinien geben zwar immer nocb durcb den mit Luft 
gefiillten Hoblraum. Wegen der viel gi'osseren magnetiscben 
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,,Permeabilitat^^ des Eisens ist dies aber nur ein ganz geringer 
Bruchtlieil und der Inductionsfluss erfolgt dalier fast genaa sO; 
als weniL der Luftraum fiir ilin andurclidringlicli ware. Damit 
haben wir aber im Weseatlicben denselben Fall, wie dea der 
Strom nag der Fltissigkeit um eine Engel im vorbergebenden 
Paragrapben. nnd wir konnen daber das, was wir dort fanden, 
obne Weiteres benntzen. Es zeigt sicb also z. B., dass 8 
semen grossten Wertb in dem dnrcb die Engel gestorten Felde 
am Aeqnator der Engel annimmt nnd dass 8 dort lYgmal so 
gross ist, als im nngestorten Felde. 

Man kann tibrigens dnrcb eine kleine Aendernng der 
friiberen Losnng sofort ancb dem Umstande Recbnnng tragen, 
dass ein kleiner Tbeil des Indnctionsflnsses docb nocb dnrcb 
den kngelformig'en Hobb'anm gebt. Dazn ist nnr notbig, dem 
friiberen Gescbwindigkeitspotentiale 

® + 1 ) 

nocb ein Glied lyz beiznfiigen, womit es iibergebt in 

== a0 + l) + 

znnacbst giiltig fiir den Anssenranm. 

Von den Gescbwindigkeitscomponenten wird damit nnr 
nm den constanten Snmmanden & yermebrt. Die Erfiillnng 
der Continnitatsbedingnng wird dadnrcb nicbt gestort; im nn¬ 
gestorten Felde ist die Stromgescbwindigkeit jetzt gleicb a + 
im Lnftranme der Engel ist sie iiberall gleicb h zn setzen nnd 
parallel znr Z-Axe, Wie gross man & zn wablen bat, wenn 
die magnetiscbe Permeabilitat des Eisens = ^ nnd die der 
Lnft = 1 gesetzt wird, gebt ebenfalls ans einer einfacben Be- 
tracbtnng bervor. Am Aeqnator der Engel mnss sicb namlicb 
der Indnctionsflnss im Eisenranme znm Indnctionsflnsse im an- 
grenzenden Lnftranme yerbalten wie ^ :1. Ansserbalb der 
Engel wird aber, wie ans den TJntersncbnngen des yorans- 
gebenden Paragrapben folgt, die Gescbwindigkeit am Aeqnator 

jetzt gleicb i^an bat daber 
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S Cl ' I 2 11' 7 B Cl 3 ict 

— = ao und nierans o = ^77 --r = ~—~~ • 

Eng Yerwandt hiermit ist anch die folgende Aufgabe. Eine 
Kugel aus weichem Eisen von der Permeabilitat ^ ist in einem 
von Luft erfiillten bomogenen magnetischen Felde (etwa im 
magnetischen Felde der Erde) aufgestellt. Man soil ermitteln^ 
•wie sich der Inductionsflnss in der Kugel zn dem ungestorten 
Felde im Luftraume verhalt. Wir bilden zu diesem Zwecke 
das Gescbwindigkeitspotential 

= hs — az + 1 ) , 

das bei passender Wahl von a tmd & alien Anfordernngen der 
Aufgabe entspricht. Im ungestorten Felde (r = cx>) wird der 
Vektor des Feldes gleich h — a] in der Eisenkugel ist er 
gleich b und am Aequator der Kugel wird er im Luftraume 

gleich b — ' Dieselbe Ueberlegung wie vorher liefert die 

Bedingung 

»d» 

Setzt man die Permeabilitat des Eisens gleich unendlich, so 
erhalt man 

b — $(b — a) 2 

d. h. der Inductionsflnss wird in diesem Falle in der 
Eisenkugel dreimal so gross als im ungestorten Felde 
des Luftraums — ein sehr bekanntes und oft benutztes Re- 
sultat der Theorie des Magnetismus. Naturlich lassen sich in 
abnlicher Weise auch andere Losungen hydrodjnamischer Pro¬ 
bleme fiir die Lehre vom Magnetismus verwerthen, namentlich 
jene^ auf die schon am Schlusse des vorigen Paragraphen hin- 
gewiesen wurde. 

§ 43. Die zweidimensionalen Probleme. 

Eine erhebliche Vereinfachung wird herbeigefiihrt, wenn 
man voraussetzen kann^ dass die Stromung der Fliissigkeit eine 
ebene ist, d. h. so, dass iiberhaupt keine Geschwindigkeits- 
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componenten senkrecM zu der betreffenden Ebene auftreten 
imd dass auch. die Gescbwindigkeit in alien parallel dazn ge- 
zogenen Ebenen fiir gleicb gelegene Punkte die gleicbe Ricb- 
tung und Grosse hat. Wahlen wir die Bewegungsebene zur 
XF-Ebene, so soU demnach 


^ _ A ^ _ A 

’ dz ^ 


(233) 


sein. Die beiden letzten Fordernngen bilden im TJebrigen eine 
nothwendige Folge der ersten, wenn die Bewegung wirbelfrei 
sein soil, denn dazn gehort ganz allgemein nacb Gl. (217), dass 


dz 


dx 


nnd 


dy 


dst. Man brancht indessen Wirbel nicbt grade von vornhereia 
ansznschliessen, um anf die dnrch die Gleichungen (233) ge- 
kennzeichnete ebene Bewegung zu kommen; dazn ist nnr nothig, 
dass die i- und die j-Componente von to verscbwinden, wahrend 
eine seukrecbt zur Bewegungsebene stehende Componente von 
to immer noch moglich ist. Hier soil jedoch die ebene Be¬ 
wegung tiberdies noch als wirbelfrei vorausgesetzt werden. 

Wir baben dann ein Geschwindigkeitspotential das bei 
der stationaren Bewegung nur noch von den unabhangigen Ver- 
■anderlichen x und y abhangt. Die Continuitatsbedingung ver- 
einfacht sich daher zu der Gleichung 


dx- dy~ 


0 , 


(234) 


die eine erheblich einfachere Behandlung zulasst, als die all- 
gemeinere GL (220). Als Losung von Gl. (234) dient namlich 
sowohl der reelle als der imaginare Bestandtheil jeder be- 
liebigen Function einer complexen Variabeln x yi oder auch 
X — yi. Von diesem Dmstande ist schon im dritten Bande 
bei der TJntersuchung des Torsionsproblems Gebrauch gemacht 
worden. Die dort aufgestellte Differentialgleichung (327) stimmt 
namlich mit der hier gefundenen Gl. (234) vollstandig liberein 
und auch die damals (in Gl. (334), Bd. Ill) gegebene Losung 
ist hier von Neuem zu benutzen. Die vollstandige Losung des 
Torsionsproblems hing davon ab, unter alien moglichen analy- 
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tisehen Formen der Function $ jene auszusnchen, die den 
speciellen Grenzbedingungen entspricbt und vor derselben Auf- 
gabe stehen wir anch bier. Dies zeigt Ton Neuem den engen 
Zusaminenhang zwischen der Hydrodynamik und aaderen pbysi- 
kalisclieix Theorieen. 

Vor Allem Langt aber, wie man aus den Yorbergehenden 
Bemerlmngen bereits entnehmen kann^ die Lehre yon den 
ebenen Fltissigkeitsbewegungen anfs Engste mit der Tbeorie 
der Punctionen complexer Grrossen und bierdnrcb, wie ich. 
sofort binzufugen will, ancb mit der Tbeorie der conformen 
Oder winkeltreuen Abbildung znsammen. Da die sicb 
bierauf beziebenden matbematischen Lebren eine weitgebende 
Ausbildung erfabren baben, vermag man Anfgaben iiber ebene 
Plussigkeitsbewegungen Yerb*altnissmassig leicbt und sicber zu 
bebandeln. Hier werde icb micb iibrigens damit begniigen, 
nur eiixen ungefahren Ueberblick uber diese Betracbtungen zu 
geben; die praktiscbe Bedeutung derselben ist namlicb ziem- 
licb gering, weil die Voraussetzungen, you denen sie ausgeben, 
nur selten binreicbend genau erfullt sind. 

Ansser dem Gescbwindigkeitspotentiale treten bei der ebenen 
Flussigkeitsbewegung nocb zwei andere Functionen auf, die in 
dem allgemeineren Falle feblen. Die eine dayon ist die Strom- 
function, die in der Folge mit W bezeicbnet werden moge. 
Man denke sicb in der Bewegungsebene eine geschlossene Curye 
gezogen. Dann muss in den dayon eingescblossenen Raum nacb 
der Continuitatsbedingung ebensoyiel Flilssigkeit einstromen, als 
ausstromt. Ferner denke man sicb einen Anfangspunkt 0 mit 
einem Punkte A durcb irgend eine Linie yerbunden. Dann 
stromt durcb die Linie bindurcb eine gewisse Flussigkeitsmenge 
von der einen Seite nacb der anderen Seite binuber und nacb 
dem, was Yorber iiber die gescblossene Linie gesagt.war, ist 
die Pliissigkeitsmenge unabbangig yon der Form der Linie, die 
0 mit A yerbindet. Diese (auf die Zeiteinbeit bezogene) Fliissig- 
keitsmenge bat fiir jeden Punkt A der Ebene einen Wertb 
wenn 0 ein fiir alle Mai gewahlt wird und diese Grosse W 
beisst die Stromfunction des Punktes A gegenuber dem Punkte 0. 

!Foppl, Dynamik. 2. Aufl. 26 
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Nattirlicli ist ebenso wie das Geschwindigkeitspotential ^ 
erne Function der Coordinaten x nnd y. Wahlt man an vStelle 
von 0 einen anderen Anfangspunkt 0\ so kann man nun von 
0' aus Tiber 0 nacb A eine Linie zieben^ nm die Stromfunction 
’J?*' von A fiir den neuen Anfangspunkt zu ermitteln. Die 
durcb die Linie O'OA stromende Flussigkeitsmenge setzt sicli 
nun zusammen aus dem Theile, der zur Verbindungslinie O'O 
gebort und aus dem Strome durcb OAy der gleicb W war. 
Der erste Antbeil ist far alle Punkte A der gleicbe. Daraus 
folgt^ dass sicb W' von T' nur um eine Constante untersclieidet. 
Wil'd demnacb von der Stromfunction gesprocben^ obne dass 
genau angegeben wird, auf welcben Anfangspunkt sie sicli be- 
zieben soil, so ist sie nur bis auf eine wiUkiirlicb zu wahlende 
Constante bestimmt. Aucb in dieser Hinsicbt verbal! sicb 
demnacb die Stromfunction genau wie das Gescbwindigkeits- 
potential 

Verbindet man zwei benacbbarte Punkte A und JB mit 
einander, fiir die die Stromfunction gleicb gross ist, so heisst 
dies, dass durcb die Linie AB keine Fliissigkeit stromt, d. li. 
AB ist das Element einer Stromlinie und die Gleichungen 
W — const sind die Gleicbungen der Stromlinien. Die Glei- 
cbung O = const stellt eine Linie gleicben Gescbwindigkeits- 
potentials dar, und da die Stromung senkrecbt zu den FlacLen 
gleicben Potentials erfolgt, mtissen die Gleicbungen W = const 
und 0 = const zwei sicb iiberall recbtwinklig scbneidende 
Linienscbaaren darstellen. Hiermit ist aucb die Vorsclirift 
dafur gegeben, wie man die Stromlinien und die Stromfunc¬ 
tion W am einfacbsten ermitteln kann, wenn das Gescbwindig- 
keitspotential 0 bekannt ist. 

Um auf die dritte Function zu kommen, die neben ^ und 
W nocb. eine wesentlicbe RoHe spielt, muss icb zuvor noch 
etwas weiter ausbolen. Bei der Lebre von den complexen 
Grossen (etwa x -]- yi) pflegt man sicb den reellen Antlieil x 
auf einer Abscissen- und den imaginaren Antbeil y senkrecbt 
dazu auf einer Ordmatenaxe aufgetragen zu denken. Der Punkt 
mit den Coordinaten x und y dient als Bild fiir die Zabl 
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X xmi die gauze Ebene wird in diesem Znsammenliange 

als die Zablenebene bezeicbnet. Man kann auch sagen^ dass 
jeder complexen Zabl ein Radinsvektor zngeordnet ist, namlicb 
jener^ der in der Zablenebene vom Pnnkte Null zum Pnnkte 
^ + yi gezogen werden kann. Hierdnrcb erlangt das Operiren 
mit complexen Grossen eine gewisse Aebnlicbkeit mit dem 
Rechnen mit Vektoren. In der That vermag man, so lange es 
sich nnr nm gerichtete Grossen handelt, die alle in einer Ebene 
liegen, dnrch Rechnen mit complexen Grossest ziemlich genau 
dasselbe zu erreichen, was sonst mit den Vektoren bezweckt 
wird. Im dreifach ansgedehnten Ranme lasst die Analogie 
freilich Tollstandig im Stiche nnd die Versuche, eine hohere 
Art Yon complexen Zahlen einznfiihren, die fiir den Ranm 
dieselbe Bedeutnng hatten, wie die gewohnlichen complexen 
Zahlen fiir die Ebene, sind als gescheitert zn betrachten. Es 
hatte keinen Zweck, wenn ich hieranf weiter eingehen wollte. 
Dagegen mochte ich noch betonen, dass man gnt that, 
auch bei ebenen Problemen zwischen einem Vektor 
nnd einer complexen Grosse immer noch sorgfaltig 
zn nnterscheiden. Um dies ziim Ansdrucke zu bringen, 
schreibe ich 

l. (335) 

j = ia; + j2/) 

In der ersten Zeile' wird 0 als eine complexe Zahl definirt imd 
i ist die imaginare Einbeit; in der zweiten Zeile wird der 
Vektor j aus seinen beiden Coinponenten zusammengesetzt und 
i und j sind im Gegensatze zum TOrigen Palle blosse Rich- 
tungsfaktoren, die mit der Wurzel aus der negativen EinheR 
durckaus nickts zu tkun kaben, sondem deren Quadrate die 
positive Einkeit ergeben. In vielen Fallen kann jedock, so- 
lange keine Oomponenten in der f-Ricktung kinzutreten, die 
complexe Zakl ^ zur Daa-stellung des Vektors J verwendet 
werden. Natiirlick hat der Buckstabe ^ oder j kier nickts mit 
einer Z-A^e zu tkun, die zur XJ-Ebene senkreckt ware. In 
diesem Paragrapken kommt eine X-Axe iiberkaupt niekt in 
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Betracht und der Baclistabe z konate daher in dem geanderten 
Sinne gebrauclit werden. Ein solcher Grebrancli scbien nam- 
licb erwiinscbt, weil er in der Lebre von den complexen Grossen 
allgemein eingefiibrt ist. 

Von der complexen Zabl z sei irgend eine Function w 
gegeben, die' selbst wieder in den reellen Antbeil ^ und den 
imaginaren Antbeil ^ zerlegt sein moge, also 

^ = F{z) = ^ (236) 

Differentiirt man'diese Gleicbung partiell nacb x und beachtet 
dabei die erste der Gleicbungen (235)^ so erbalt man 

dx dz dx^ ^ dx 

Der Differentialquotient der Function. F nacb der Yariabelen z 
ist mit F' (^z) bezeichnet. Durcb Differentiation nacb y erbalt 
man ebenso 

dw __ (IFjz) dz __ I 

dy dz dy ^ 'dy ' ^ dy 


und bieraus 


Fiz)^ 


dy 


' dy' 


Vergleicbt man die beiden Ausdrticke von F'^z), zu denen 
man bierbei gelangt ist^ mit einander, so erbalt man 


Eliminirt man ferner aus den letzten beiden Gleicbungen zu- 
nacbst W, indem man die erste nacb x, die zweite nacb y 
differentiirt und dann addirt, so erbalt man die erste der beiden 
folgenden Gleicbungen 

dx^' dy^' .goox 

dx^ + dy^- i 


Die andere ergiebt sicb ebenso durcb Elimination von 

Hieraus folgt zunacbst^ dass der reelle Antbeil ^ (ebenso 
wie der imaginare Antbeil W) der Function w in der That 
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die Differentialgleichung (234) erfiillt, der das Geschwindig- 
keitspotential geniigen muss. Welcher Art aucli die Function 
sein moge, jedenfalls wird daFer ikr reeller Antheil als das 
Geschwindigkeitspotential irgend einer ebenen Flussigkeits- 
bewegung angeseben werden konnen und biermit erklart es 
sicb aucb, wessbalb icb von vornberein fiir den reellen An- 
tbeil von w den Bucbstaben ^ gebraucbt babe. Warum der 
iniaginare Antbeil mit bezeicbnet wurde^ wird sicb eben- 
falls sofort ergeben. 

Die zum Potentiale ^ gebdrige Gescbwiudigkeit ti lasst 
sicb in der Form’ 


darstellen. Wir wollen seben, urn wieviel sicb der imaginare 
Antbeil von w andert, wenn man um ein Wegelement t^dt 
weitergebt. Die Componenten dieses Wegelements in den Axen- 
ricbtungen seien mit dx und dy bezeicbnet, dann ist 


dx = ^ dt; dy = ^ dt 
oy 


dx' 


und die zugehorige Aenderung von W ist 




dy 


, j- /S'? , 


dW d^\ 
dy dy) 


Oder mit Rilcksicbt auf die Gl. (237) 

dW^O. 


Wenn man langs einer Stromlinie weiter gebt, bleibt demnacb 
W constant^ d. b. der aus diesem Grtode vorber scbon mit dem 
Bucbstaben bezeicbnete imaginare Antbeil von tv stellt in 
der That die zum Gescbwindigkeitspotentiale 0 geborige Stroni- 
function dar. 

Versucbt man femer den Di£ferentialquotienten von w 
nacb ^ ebenfalls als eine gericbtete Grosse zu deuten, so gelangt 
man auf einen Vektor, der sicb nicbt in unmittelbare Beziebung 
zur Fliissigkeitsstromung bringen lasst. Driickt man die Diffe- 
rentialquotienten von W mit Hiilfe der Gl. (237) in denen 
von 0 aus^ so erbalt man 
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dz ^ ox 


uiid der zugehorige Vektor ist daker 


. 30 
' dy 


, 30 , 30 
^ 3x ^ 3y 


Dieser ist zwar von gleicher Grosse mit der Gesckwindig- 
keit ti der Stromung, aker nickt mit ikr gleich gerichtet; er 
liegt vielmekr (da siek das Vorzeicken der j-Componente nm^ 
gekekrt kat) symmetrisck zn in Bezug auf die X-Ricktung. 
Direkt verwendbar ist daker in dem kydrodynamiscken Probleme 
der Differentialqnotient _F' (/) nickt. 

Man kann diesem Uekelstande aber leicht abkelfen. Wenn 
w eine Function von 0 ist, so kann anck nmgekekrt z als eine 
Function von w angeseken werden. Man kann daker auck 
einen Differentialqnotienten von 0 nack w bilden. Dieser ist 
tibrigens das Reciproke von F'( 0 ) nnd man kat daker 

30 . 30 

^ __ ^^^ y 

dio F'{z) ^_.30 /30\^ , f30\^ ' ^ 

3x ^ 3y \3x) \3y) 

Der Xenner dieses Ausdrucks ist reel! und gleick dem Quadrate 
der Gesckwindigkeit d. Der Zakler ist eine complexe Zakl, 
die, als Vektor gedeutet, d darstellt. Hierauf berukt die Wicktig- 
dz 

keit des Ausdrucks ^ fur die Hydrodynamik. Man pflegt 

desskalb die Grosse mit einem besonderen Buckstaben und 
zwar mit J zu bezeicknen,’ also 


30 ,30 

dz _ 3x dy 

dw 


zu setzen. Dabei ist zu beackten, dass als Vektor 
gedeutet, mit d gleick gericktet und dem Wertke von 
d nmgekekrt proportional ist. Die complexe Grosse f ist 
es, die neben 0 und W und der daraus zusammengesetzten 
Function w eine wicktige RoUe in der Lekre von den ebenen 
Flussigkeitsstrdmungen spielt. 
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Bislier betracktete ich tv immer nur als eine Function 
von X -f- yi, Man iiberzeugt sick aber leickt, dass die voraus- 
gekenden Betracktungen auck dann nock gultig bleiben^ wenn 
X — y i an Stelle von x yi tritt. Es wird nickt notkig sein^ 
die Betracktung fiir diesen Fall von Neuem zu wiederkolen. 

Man kann nun eine Reike von Beispielen fur ebene 
Fliissigkeitsstromungen erkalten_, wenn man fiir eine beliebige 
Function von ^ setzt oder unigekekrt. Ick bekandle hier zu~ 
nackst ein Beispiel^ das von besonderem Interesse ist. Man setze 

w = a (^ + y), (240) 

wobei unter a und ^ reelle Constanten zu verstehen sind. 
Man kat dann 


d 10 




Bezeicknet man ferner den Modul cler complexen Variabeln ^ 
mit 1 ) also r = + y^^ so erkalt man fiir w auck 

w = a{x-^ yi + = a(x-{-yi-{- ■ 

Dnrck Zerlegen von tv in den reellen und. den iniaginaren 
Bestandtkeil finden wir daker fiir das Gesckwindigkeitspotential 
und fiir die Stromfunction der durck io gekennzeickneten 
Fliissigkeitsbewegung die Ausdriicke 

^ = ax(^~ + 1 ^ 


Fiir -0 = 0 wiirde g = 0 und die Gesckwindigkeit daker 
imendlick gross. In der Hackbarsckaft des Coordinatenursprungs 
lasst sick daker die durck Gl. (240) gegebene Losung jeden- 
falls nickt benutzen. Schlagen wir dagegen einen Kreis mit 
dem Halbmesser p um den Ursprung^ so kann die durck 
GL (240) angegebene Fliissigkeitsstromung ausserkalb dieses 
Kreises bei geeigneten Grenzbedingungen erfolgen. Fiir 0=00 

wird J j also reell; d. k. in grosser Entfernung vom Coor- 
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dinatenursprunge erfolgt die Stromung parallel zur X-Axe mit 
der constanteii Gesdiwindigkeit a. 

Wir woUen jetzt xmtersucben, wie die Gesdiwindigkeit in 
den Pnnkten des Umfangs des Kreises vom Halbmesser q ge- 
ricktet ist. Zn diesem Zwecke denke ick mir einen Radius 
dieses Kreises gezogen und bezeichne den Winkel^ den er 
mit der positiyen X-Axe bildet, mit Fiir den anf dem 
Kreisumfange liegenden Endpnnkt dieses Radius ist 
^ = Q (cos -O’ ^ sin 

nnd wenn man dies einsetzt, gekt ^ iiber in 

p 1 (cos -O’+ ^ sin -O') ^ 1 (cos-O’+ ^ sin'^)^ 

® a (cos-O’-j-i sin-O’)^—1 a 2 sin-O’(^ cos-O’ — sin-^) 


Oder nacb. zwei weiteren einfacben Umfonnungen 


1 (sin-a — i coS'O’)^ 
a 2 sin -O’ (^ cos %' — sin 


1 

2 « sin 'S’ 


(sin'O’ — i cos'O’). 


Hiermit ist aucb die Zerlegung yon ^ in den reellen und den 
imaginaren Antbeil bereits ausgefubrt. Die X-Coniponente 
yon 5 ist tiberall positiy, die X-Componente bat dagegen das 
Vorzeicben yon — cotgO*, d. b. sie ist im ersten und dritten 
Quadranten negatiy und im zweiten und yierten Quadranten 
positiy, Dasselbe gilt aucb yon den Vorzeicben der Gompo- 
nenten yon b. Das Verbaltniss beider Componenten, yon dem 
die Ricbtung yon ti abbangt, ist gleicb 1: — cotg O’. Daraus 
folgt; dass die Gescbwindigkeit tJ uberall senkrecbt zum Radius 
stebt oder in die Ricbtung des Kreisumfangs fallt. Dies folgt 
aucb nocb einfacber aus dem Ausdrucke yon W, Piir r = p 
gebt namlicb der Wertb yon ^ Tiber in d. b. der 

Kreisumfang bildet eine Stromlinie, namlicb jene specielle 
Stromlinie; die dem Wertbe Null der Stromfunction entspricbt. 
Die ausserbalb des Kreises auf jener Seite der X-Axe^ die za 
positiyen Wertben yon y gebort^ yerlaufenden Stromlinien sind 
durcb positiye Wertbe^ die innerbalb liegenden durcb negatiye 
Wertbe yon W gekennzeicbnet. 

Langs einer Stromlinie kann man stets aucb eine feste 
Wand anbringen und die Pliissigkeit auf der einen Seite dieser 
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Wand beseitigen, obne die Bewegung auf der anderen Seite 
der Wand dadurcb zu stdren. Wir denken uns die Flxissigkeit 
nnr ansserbalb des Kreises Tom Halbmesser q, wabrend dieser 
Kreis selbst fiir die Pliissigkeit nndurcbdringlicb sein soil. 
Dana kann man die betracbtete Losung immer nocb bemitzen. 
Dem Kreise entspricbt ein in die Pliissigkeit rersenkter cylin- 
driscber Kdrper^ um den die Stromung berumgeben muss. 
Man denke sicb etwa einen cylindriscben Pfabl, der in ein 
Plnssbett in anfrecbter Stellnng eingerammt ist nnd der iiber 
den Wasserspiegel binausragt. Das Wasser muss um den Pfabl 
hernmfliessen. Nimmt man dabei naberungsweise an^ dass die 
Stromung eben und wirbelfrei sei, so bat man den durcb 
iinsere Losung dargestellten Fall. Den kleinsten Absolutwertb 

^ nimmt ^ am Dmfange an fiir ^ ~. d. b. an jenen 

Stellen des Kreisumfangs, die auf die F-Axe fallen. Die Gre- 
scbwindigbeit wird also dort am grdssten^ namlicb gleicb 2 a, 
d. b. doppelt so gross als die Grescbwindigkeit in der unge- 
storten Stromung. Eine Anzabl Stromlinien kann man auf 
Grrund des fiir W aufgestellten Ausdruckes leicbt yerzeicbnen; 
man erbalt so die Abbildung 61 (s. S. 410), die icb dem Bucbe 
Yon Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1895 entnebme. 

Professor Hele-Sbaw in Liyerpool bat bei einer Reibe 
scboner Versucbe, iiber die er in den letzten Jabrgangen des 
Engineering bericbtete,*) aucb eine Prufung dieser Tbeorie 
yorgenommen. Zwei parallele Glasplatten scblossen eine diinne 
Wasserscbicbt zwiscben sicb ein und das Hinderniss, um das 
die Stromung berumfliessen musste, war zwiscben die Grlas- 
platten gebracbt. Auf der einen Recbteckseite erfolgte der 
Wasserzufluss, auf der gegeniiberliegenden der Wasserabfluss 
und die beiden anderen waren yerscblossen. Auf der Zufluss- 
seite wurde durcb feine Oeffnungen, die in gleicben Abstanden 
yertbeilt waren, eine Parblosung in den Pliissigkeitsstrom ein- 
gefiibrt. Dadurcb zeicbneten sicb die zugeborigen Stromlinien 

*) Einen Auszng davon findet man in der Zeitschrift d. Yer. D. Ing. 
1898, S. 1387. 
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deutlich ab. Das Bild, das man erhielt, giich dem aus cler 
Theorie in Abb. 61 erbaltenen sehr nalie, so lange die Gre- 
scbwindigkeit der Stromimg nicbt zu gross war. Je dtinner 
die Wasserscbiclit ist^ um so grosser darf die Grescbwindigkeit 
gewablt werden^ obne dass die Bewegung diesen Charakter 
yerliert. Bei grosseren Grescb windigkeit en (bezw. 
grosseren Dicken der Wasserscliicht) treten aber ganz 



andere Bewegungen auf, die auf Wirbelbildnngen zu- 
rtickzufubren sind. Ueber diesen zweiten Bewegungsyorgaug 
yermag die beutige Tkeorie nickts Naberes auszusagen. 

Natiirlicb wtirde aucb der Pfabl ebensowenig wie die in 
§ 41 bebandelte Kugel einen resultirenden Pliissigkeitsdruck 
aufzunebmen baben, wenn die Wasserbewegung in der Tbat 
yoUkommen reibungs- und wirbelfrei erfolgte. — Ausserdem 
kann man aucb die bier gefandenen Ergebnisse in derselben 
Weise fiir die Tbeorie des Magnetismus nutzbar macbeii^ wie 
die friiberen Ergebnisse in § 42. 
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§ 44. Die Fliissigkeitsstrahlen- 

Die oft sehr mangelhafte Uebereinstimmnng zwischen den 
Ergebnissen der Theorie der wirbeb und reibungsfreien Fliissig- 
keitsstromungen mit den Erscbeinungen der Wirklicbkeit bat 
Helmholtz zur Lebre von den Flussigkeitsstrablen gefiibrt^ 
die den Beobacbtungen in vielen Fallen weit besser gerecbt 
wird. Helmholtz wies z. B. darauf bin, dass die eineni 
Scbornsteine entstromende Raucbsaule bei rubiger Luft oft auf 
grosse Strecken bin ganz gescblossen emporsteigt, so dass 
scbon in geringer Entfernnng davon die Luft fast in Rube 
bleibt, wabrend bei wirbelfreier Bewegung der Rauch sich 
sofort nacb dem Verlassen des Scbornsteins nacb alien Seiten 
bin ausbreiten mlisste. Er bemerkte aucb, dass man einen 
feinen Luftstrahl durcb eine leuchtende Plamme bindurcb blasen 
kann, so dass dadurcb einLocb aus der Flamme berausgescbnitten 
•wird, ohne dass der ubrige Tbeil der Flamme dadurcb merklich 
in Mitleidenscbaft gezogen wtlrde. 

Die Bewegung ist in solcben Fallen natiirlicb 
nicbt mebr wirbelfrei. Man denke sicb namlicb einen ge- 
scblossenen viereckigen Integrationsweg, von dem eine Seite 
ein Stuck einer Stromungslinie des Strabls bildet, wabrend 
die beiden anschliessenden Seiten recbtwmklig zu den Strom- 
linien nacb aussen fubren und dort durcb eine in der rubenden 
Oder wenig bewegten Fliissigkeit gezogene vierte Seite mit 
einander verbunden werden. Das Linienintegral der Gescbwin- 
digkeit kann fiir diesen gescblossenen Integrationsweg nicbt 
zu Null werden, denn die in die Stromlinie faUende Seite 
liefert zu dem Linienintegrale einen boben Beitrag, die beiden 
anschliessenden Seiten tragen dazu iiberbaupt nicbts bei und 
die vierte Stelle jedenfalls aucb nur wenig. 

Man scbliesst sicb nun dem wirklicben Verbalten 
jedenfalls naher an, wenn man im Strable und ausser- 
balb des Strables zwar immer noch von der Beriick- 
sicbtigung der Wirbel absiebt, die Stromung also 
dort wie eine wirbelfreie behandelt, an der Grrenze 
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des Strahls aber eine Trennungsflacbe annimint^ Fang 
deren die Art der Bewegiing sprungweise wechseF 
Langs der Trennnngsflacbe ist die Bedingnng ftir die wirbelfrei 
Bewegnng nicbt mebr erfiillt^ sie bildet vielmebr den Sitz yo: 
Wirbeln nnd wird daber aucb als eine WirbelfFache bezeicbne 
Ein solcber dnrcb die WirbelflacHe Yon der nabezn ruber 
den Fliissigkeit getrennter Strabl kann sicb^ wie scbon aus de: 
erwabnten Beispielen bervorgebt^ unter Umstanden anf langer 
Strecken bin ziemlicb rein erbalten. Mit der Zeit wird e 
freilicb aufgelost, da die starken Gescbwindigkeitsunterscbied 
an benacbbarten SteUen in der Nabe der Trennungsflacbe i 
Wirklicbkeit eine Fliissigkeitsreibung berYorbringen^ durcb di 
die Wirbel immer weiter ausgebreitet werden^ womit die B( 
wegungsart geandert wird. Lasst man einen Wasserstrabl i 
den Luftraum iibertreten^ so sind die Keibungen an der Trei 
nungsflacbe zwiscben Wasserstrabl und Luft ubrigens une; 
beblicb^ so dass sie an der Bewegnng nicbt Yiel zu andei 
Yermogen. Freilicb kommt in diesem Falle die Scbwere binzi 
die eine Ablenkung des Strabls nacb unten bewirkt. Es ii 
aber nxitzlicb zu untersucben, wie die Bewegnng im Strabl 
erfolgen miisste, wenn die Scbwere nicbt einwirkte. Es komn 
dies darauf binaus, die scbon im ersten Bande dieses Werk( 
besprocbene Contraction eines aus einer Oeffnung i 
diinnerWand berYortretenden Wasserstrabls nocb etwj 
naber zu besprecben, als es dort gescbeben konnte. Dab 
muss bier femer nocb angenommen werden, dass die Bewegur 
als eine ebene betracbtet werden kann, d. b. die Oeffnung so 
ein langer Scblitz Yon uberall gleicber Breite sein, so dai 
durcb jeden Querscbnitt des Schlitzes die Bewegnng in de 
selben Weise erfolgt. Auf die Untersucbung der damit un 
scbriebenen Aufgabe werde icb micb bier bescbranken, wob 
icb bemerke, dass man die Bedingungen aucb nocb ein wen 
Yariiren kann, obne die Losung dadurcb unmoglicb zu mach( 
oder sie aucb nur erbeblicb zu erscbweren. Yorausscbick( 
mocbte icb indessen nocb, dass die bier zu gebende Losui 
immer nocb keineswegs als pbysikaliscb strong ricbtig b 
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traclitet werden darf, da die Fliissigkeit aucli bei ihr als 
reibungsfrei und die Fliissigkeitsbewegung im Innern des Strabls 
und im Innern des Gref asses, aus dem der Strabl austritt, als 
wirbelfrei angeseben wird. Sie giebt aber jedenfalls einen 
besseren Aufscbluss iiber die ganze Erscheinnng, als die sum- 
marische Erorterung, mit der wir uns im ersten Bande be- 
gniigen mussten. 

Die Losnng bangt anch bier dayon ab, eine Function w 
der complexen Variabeln z zu ermittebi, deren reeller Tbeil 
das Gescbwindigkeitspotential ^ und. deren imaginarer Tbeil 
die Stromfunction W im Gefasse und im freien Strable au- 
giebt. Die Gestalt dieser Function w bangt yon den Grenz- 
bedingungen des Problems ab. Die Wande des Gefasses 
miissen mit Stromlinien zusammenfaUen. Wenn wir uns das 
Gefass jenseits der Wand, um die Aufgabe zu yereinfacben, 
sebr ausgedebnt im Vergleicbe zur Querseite des Ausfluss- 
scblitzes denken, muss die Gescbwindigkeit im Gefasse in 
grosseren Abstanden yon der AusflussoJffnung sebr Hein und 
der Fliissigkeitsdruck daber dort liberall constant sein» Fiir 
die Grenze des freien Strables kommt dazu nocb eine 
and ere Bed ingun g. Der Druck, den die angrenzende Luft 
(oder allgemeiner die angrenzende rubende Fliissigkeit) auf die 
Oberflacbe des Strabls ausiibt, ist namlicb iiberallyon der gleicben 
Grosse. Mit dem Drucke bangt aber die Gescbwindigkeit nacb 
Gl. (225) zusammen und da bier das Potential V der ausseren 
Krafte wegfallt, muss dem constanten Drucke aucb ein 
constanter Absolutwertb der Gescbwindigeit ent- 
sprecben. Analytiscb gesprocben, muss daber langs der„Tren- 
nungsflacbe^^, d. b. an der Grenze des Strabls der Differential- 
quotient yon w oder aucb die complexe Grosse % einen con¬ 
stanten Modul baben. Da diese Bedingungen geniigen, um das 
Problem pbysikaliscb zu kennzeicbnen, scbliessen wir, dass 
es nur eine einzige Losung baben kann. Wenn man also eine 
Losung angeben kann, die alien genannten Bedingungen ent- 
spricbt, baben wir damit aucb die in Wirklicbkeit zu er- 
wartende Fliissigkeitsbewegung gefunden. 
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Man setze 

^ = £ = C^41) 

woraus dnrch eine Integration, die sich leicht ansfiihren lasst, 
aucli ^ als Function yon w gefunden werden kann. Ein Glied 
des Ausdrucks, zu dem man hierbei gelangt, entbalt aber einen 
arc tg, also eine periodische Function und daraus erwaclisen 
fur die weitere Bebandlung gewisse Scbwierigkeiten oder wenig- 
stens TJmstandliclikeiten, die man besser umgebt, indem man 
die weitere Bebandlung unmittelbar an Gl. (241) ankniipft. 
AUerdings ist aucb scbon in GL (241) eine gewisse Vorsicbt 
wegen des Wurzelyorzeicbens geboten; daraus werden uns aber 
keine besonderen Scbwierigkeiten entsteben. 

Ftir unsere Zwecke gentigt es yollstandig, wenn wir nur 
wissen, dass durcb GL (241) zugleicb ^ als eine Function yon 
und biermit aucb w als eine Function yon z gegeben ist 
und dass demnacb der durcb diese Gleicbung gegebene Wertb 
yon g einer moglicben Fliissigkeitsbewegung entspricbt. Wie 
diese Stromung im Einzelnen erfolgt, lasst sicb scbon aus 
GL (241) selbst obne Weiteres erkennen, wenn man beriick- 
sicbtigt, dass der zur complexen Variabeln I geborige Vektor 
uberall in die Eicbtung der Gescbwindigkeit fallt und deren 
Grosse umgekebrt proportional ist. Es stort dabei nicht yiel, 
dass der 0x4 in der Ebene, zu dem jedes ^ gebort, aus 
GL (241) nicbt obne Weiteres durcb seine Coordinaten aus- 
gedriickt werden kann. Man kann namlicb einen bestimmten 
Ort in der Fliissigkeitsbewegung aucb nocb auf eine andere 
Art als durcb seine recbtwinkligen Coordinaten bescbreiben. 
Dazu gentigt erstens die Angabe der Stromlinie, zu der der 
betreffende Punkt gebort und zweitens die Angabe des zuge- 
borigen Gescbwindigkeitspotentials. Langs einer Stromlinie 
muss das Gescbwindigkeitspotential seiner Definition nacb in 
der Stromricbtung fortwabrend wacbsen und daber wird ein 
Punkt auf der Stromlinie durcb die Angabe des zugeborigen 
Gescbwindigkeitspotentials eindeutig bezeicbnet. Jedem Wertbe 
yon entspricbt aber zugleicb ein bestimmter Wertb yon W 




§ 44. Die Fliissigkeitsstralileii. 


415 


und Yon 0 nnd dalier kann der Ort, auf den sicli ^ beziekt^ 
anch sckon durcli die Angabe der complexen Variabeln w ans- 
reicbend gekennzeicbnet werden. 

Znr besseren Orientirnng scbicke icb bier scbon eine 
Zeicbnung in Abb. 62 Yorans^ die der dnrcb Grl. (241) be- 
scbriebenen Bewegung entspricbt nnd die einer Figur aus 
Holzmiiller, „Ingenienr-Matbenaatik, Bd. II, Das Potentiak^ 
(Leipzig, 1898) nacbgebildet ist. ABCD ist die diinne Wand, 
in der sicb der Scblitz BC bebndet. Oberbalb der Wand 



liegt das Gefass, aus dem die Stromlinien durcb die OeiBEnung 
austreten und die die Stromlinien senkrecbt schneidenden CurYen 
sind die Linien gleicben Gescbwindigkeitspotentials. Die Grenzen 
des freien Strabls sind die Linien BE und CF. Die Sym- 
metrieaxe ist zur Y-Axe gewablt und die X-Axe fallt mit der 
Wand zusammen. — Icb babe freilicb erst nocb nacbzuweisen, 
dass Gl. (241) zu einer solcben Bewegung fiibrt. 

Zunacbst betracbte icb jene Stromlinie, fiir die ^ = 0 
ist. Hiermit wird w = 0 und Gl. (241) gebt Tiber in 
«- .. ■ J == 6-^ -4- (242) 
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Solange ^ negativ ist, bleibt g reell. Die Stromung gebt 
daber in der Eicbtung der X-Axe und die Stromlinie W‘= 0 
ist fiir die W^ertbe Yon O == — oo bis O = 0 eine in der 
Ricbtnng der A-Axe gebende Grrade. Hiemacb entspricbt der 
eine Tbeil der Wand AJB in Abb. 62 dem ersten Stiicbe der 
Stromlinie W = 0. 

Wenn ^ positiy ist^ wird die Wurzel in Gl. (242) imaginar. 
Man scbreibt dann besser dafiir 

e = — iyi — (243) 

Dass bierbei die Wnrzel ]/— 1 gleicb — i nnd nicbt — was 
an nnd fiir sicb am nacbsten liegen wiirde — gleicb -|- i ge- 
setzt ist, wird alsbald naber begriindet werden. 

Dieser Tbeil der Stromlinie = 0 entspricbt der Grenze 
JBJE des fireien Strabls. Dass die Linie Yon der Kante B der 
AnsflnssofEnnng, die zum Wertbe ^ = 0 gebort, ansgebt, ist 
bereits bekannt. Es muss aber nocb bewiesen werden, dass £ 
zugleicb die Bedingung fiir die freie Greuze eines Strabls erfiillt. 
Wie wir Yorber saben, bestebt diese Bedingung darin, dass ^ 
ilberall Imgs der Grenze denselben Modul (oder der zugeborige 
Vektor denselben Absolutwertb) bat. Das Quadrat des Moduls 
etner complexen Zabl ist aber gleicb der Quadratsumme aus 
dem reellen und dem imaginaren Antbeile und fiir g giebt dies 
nacb Gl. (243) den Wertb 1. Aucb diese Grenzbedingung 
wird demnacb erfiillt. 

Fiir die Stromlinie W=0 setzten wir das Wurzelyor- 
zeicben in Gl. (242) als positiy fest. Das Wurzelyorzeicben 
in anderen Fallen ist biernacb so zu bestimmen, dass ein 
stetiger Uebergang you jeder Stelle zur benacbbarten statt- 
findet. — Wir betracbten jetzt irgend eine andere Stromlinie, 

fiir die W einen Wertb zwiscben 0 und — bat. Mit w — ^ 4~iW 

a 

erbalt man 

e~~^ — e~^ • e~~^^ (cos W—ism W). 

Setzt man dies in Gl. (241) ein, so erbalt man 
^ = e-^ (cos y^^^-^cos 2 ip-— i sin 2 «?•) — 1. 
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Die Wurzel aus einer complexen Grrosse kann ausgezogen 
werden mit Htilfe der Formel 

= +l/-f- 4- Y + 

Das Vorzeicken des reellen Gliedes kann kierbei zim*ackst be- 
liebig genommen werden; dann muss aber^ falls & positiv ist^ 
das Vorzeicken des imaginaren Gliedes ebenso gewaklt werden, 
wakrend bei negativem ?> beide Wurzelvorzeicken entgegen- 
gesetzt sein mussen. Nun war fiir W =0 und negatives ^ 
das positive Vorzeicken fiir das dann allein nock tibrig bleibende 
reelle Glied gewaklt. Fur Wertke von die zwiscken 0 

•und ^ liegen, wird die zuvor mit & bezeicknete Grosse negativ. 

Man kat daker fiir t, 

g = (cos W— i sin W) + ]/-“ + yl/a' -f b' 

• - 

wobei a und Abkiirzung fiir die Ausdriicke 

a= c-2^cos2^—1 

— 2 cos 2 1 

gesetzt sind. Hiermit erklart sick auck die Wakl, die in 
Gl. (243) fiir das Wurzelvorzeicken getroffen werden musste. — 

Wird ferner so erkalt man kiernack 

u 

^ = — i-PT, 

d. K £ ist rein imaginar tmd die Stromnng erfolgt langs der 
Stromlinie W = y iiberall parallel znr T-Axe. Es macht 

dabei ancb keinen TJnterschied, ob Q negativ, Null oder positiv 
ist, d. b. diese Stromlinie ist ihrer ganzen Ausdebnnng nacb 
gradlinig. Sie fallt mit der Symmetrieaxe der Abb. 62 zn- 

sammen. Wenn IF nock grosser wird, als y, wird der Ansdrack 
ft = — sin 2 

rdppl, Dynamik. 2. Aufl. 
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positiv und beim Auszieheii der Wnrzel aus der complexen 
Grosse a + mtissen nun beide Glieder gleicbe Vorzeichen 

erbalten. An der Stromlinie = y batte aber das imaginare 

Glied ein negatives Vorzeicben und dieses muss es aucb weiterbin 
bebalten. Das reelle Glied verscbwand an der Uebergangsstelle 
und sein Vorzeicben jenseits derselben kann daber nur daraus 
gescblossen werden^ dass es dem des imaginaren Gliedes gleicb 

gewablt werden muss. Daber ist fiir die zwiscben W = y 
und W = 7C liegenden Stromlinien 

g = e-* (cos W— i sin W) — 

zu setzen. Fiir die Stromlinie W= Jt endlicb gebt dies iiber in 

t = — e-^ -Y 1 ? 

- ^ y ir- 

Die innere Quadratwurzel ist bier nocb nicbt ausgezogen; es 
gescbab dessbalb nicbt^ weil das Vorzeicben dieser Wurzel auf 
jeden Fall so zu wablen ist, dass ein positiver Wertb beraus- 
kornmt. Wir baben daber zwei Falle zu unterscbeiden, je 
nacbdem 0 negativ oder positiv ist. Ist 0 negativ, also 
gj-osser als Eins, so wird fiir den zugeborigen Tbeil der 
Stromlinie W= 7t 

^ = — — 1 / 6-2 ^ ( 244 ) 

d. b. ^ ist reell und die Stromlinie ist gradlinig und verlauft 
in der Ricbtung der X-Axe. Zugleicb bemerkt man, dass 
dieser Wertb von g das Negative des fur die Stromlinie W=0 
in GL (242) gefundenen ist. Das betreffende Stuck der Strom¬ 
linie entspricbt daber dem anderen Tbeile CD der 

graden Wand des Gefasses und die Gescbwindigkeiten sind in 
entsprecbenden Punkten beider Wandtbeile, wie aucb scbon aus 
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Grriinden der Symmetrie zu erwarten war^ gleich gross und 
entgegengesetzt gerichtet. 

Wird dagegen ^ positiv^ so gett der Ansdruck fur g 
liber in 

— iYT— (245) 

Dieser Tbeil der Stromlinie W— ^ entspriclit der zweiten 
freieii Grenzlinie CF des Strabls. Der imaginare Antbeil 
stimmt^ wie ebenfalls aus Symmetriegriinden zu erwarten war/ 
mit deni von ^ in 61. (243) fiir die erste Grenzlinie uberein, 
und der reelle Antbeil bat entgegengesetztes Vorzeicben wie 
dort. Dass der Modul von ^ tiberall langs der Grenzlinie den 
constanten Wertb 1 und daber aucb die Gescbwindigkeit iiberall 
den Absolutwertb 1 bat^ erkennt man auf dieselbe Weise wie 
vorber im Anscblusse an Gl. (243). 

Es bleibt nur nocb tibrig, die Flussigkeitsbewegung in 
grosseren Entfernungen von der Ausfiuasoffnung zu betracbten. 
Im Innern des Gefasses, also fiir negative Wertbe von 
kann man in grosser Entfernung von der Oeffnung e~^ = oo 
setzen. Aucb e""*" ist dann eine complexe Zabl von unendlicb 
grossem Modul und aus Gl. (241) folgt, dass dann aucb ^ 
complex unendlicb gross ist. Die Gescbwindigkeit ist aber 
dem Modul von t nmgekebrt proportional und sie erlangt 
daber in grosser Entfernung von der Oeffnung einen unendlicb 
kleinen Absolutwertb, wie es unseren Grenzbedingungen ent- 
spricbt. — Fiir positive Wertbe von O, die zu dem freien 
Strable geboren, kann man in grosserer Entfernung von der 
Oeffnung setzen und verscbwindet damit eben¬ 

falls. Es bleibt daber 

g=i/=i = -i, 

wobei aucb bier zur Begriindung fiir das Wurzelvo rzeicben 
auf die vorbergegangene XJntersucbung tiber Ya hi zu ver~ 
weisen ist. In grosserer Entfernung von der Oeffnung erfolgt 
daber die Stromung in alien Stromlinien mit der Gescbwindig¬ 
keit 1 (entgegen der positiven E-Axe) und die Stromlinien 
werden dort zu einander parallel. 
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Der Nachweis, dass die durch. Gl. (241) gegebene Losung 
alien Grenzbedingungen nnseres Problems entspricbt^ ist nun 
voUst'andig erbracbt. Wir konnen jetzt nocb dazu iibergehen^ 
die Form der Grenzlinie, also etwa die Gestalt der Strom- 
linie 0 vom Punkte ^ = 0 an bis zu (p = -f- cx) fest- 
zustellen und hiermit ancb die Contraction des Strabls zu 
berecbnen. Die Coordinaten eines Punktes dieser Stromlinie 
seien x und y und der Bogen vom Punkte 0 = 0, also von der 
Kante der Ausflussofi&iung an bis zum Punkte xy sei mit s be- 
zeicbnet. Da die Gescbwindigkeit langs der Grenzlinie den 
constanten Werth Eins bat/ folgt 

^ = 1 Oder 0 = s und aucb w = s, 
as 

Aus GL (241) bezw. Gl. (243) wird daber bier 

■ t==P, = er->-iyi-e-^‘. 

Wenn wir bier ^ = x yi setzen und die reellen und imagi- 
naren Tbeile trennen, zerffflt diese Gleicbung in die beiden 

( 2 «) 

die sicb leicbt integriren lassen. Aus der ersten erbalten wir 
X = C — e-~^. 

Die Bedeutung der Integrationsconstanten C folgt daraus^ dass 
fur s = cx) die Abscisse x der Asymptote an die Grenzlinie 
gleicb C wird. Ftir s — 0 ist dagegen x—C — 1 ^ d. b^ die 
Asymptote gebt um die Strecke Eins an der Kante der Aus- 
flussdffiiung voriiber. Setzt man 

= C — X 

in die vorbergebenden Gleicbungen ein^ so erbalt man fiir die 
Grenzlinie die Differentialgleicbung 




die ebenfalls leicbt integrirt werden kann. Zur Bestimmung 
der Integrationsconstanten G beacbte man scbliesslich/ dass 
nacb den GL (237) 
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_ a® ' 

tx d y 

ist. In grosserer Entfemung Ton der Ausflussofeung, wo die 
Stromlinien schon als parallel zur F-Axe betrachtet werden 
konnen, ist iiberall 

_ .. 

■ dy 

namlich gleieb der dort bestehenden Greschwindigkeit und damit 
|f=l Oder 

wenn mit Wq der Wertli von W auf der F-Axe bezeiclmet 
•wird. Dieser ist aber, wie wir wissen^ gleich und fiir 
x=C wird W = 0. Hieraus folgt 



Die ganze Breite des StraUs nach vollstandiger Contraction 
ist dalier gleieb !jt nnd die Breite der Ansflnssoffnung gleieb 

2 (^1y) = 2-f-Der Contractionscoefficient, d. b 

das Verbaltniss zwiseben dem contrabirten Quer- 
sebnitte nnd dem Quersebnitte der Ansflnssoffnung 
wird daber gleieb 


Die Grossen w u. s, £ treten in den vorbergebenden 
Recbnnngen nberall nnr als absolute Zablen anf^ obne Riick- 
siebt anf die Dimensionen, die ibnen ibrer pbjsikaliscben Be- 
dentnng nacb znkamen. Man konnte dem zwar leiebt abbelfen, 

indem man an Stelle von w nberall ein Yerbaltniss setzte, 

wobei Wq die constante Einbeit ware^ in der die w ansznmessen 
sind nnd abnlicb bei den tibrigen Grossen. Es ist aber ein- 
facber, die Gleicbnngen so steben zn lassen, wie sie lanten 
nnd die Fnndamentaleinbeiten nacbtraglicb passend zn wablen, 
so dass die Zablen in den Formeln das riebtige Maass fiir die 
Grossen bilden^ denen sie entspreeben. Znnacbst muss die 
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Einheit der Lange so gewahlt werden^ dass die Breite der 
Oeffnung 7 t 2 Langeneiiilieiten enthalt. Zugleich muss ferner 
die Einheit der Zeit so bestimmt werden^ dass im Strahle nach 
erfolgter Contraction w'ahrend dieser Zeit die Langeneinheit 
zuriickgelegt wird. Dann sind die vorhergehenden Formeln 
ohne Weiteres auf jeden gegebenen Fa.ll anwendbar; der Con¬ 
tractions,coefficient, auf dessen Ableitung es besonders ankam, 
ist librigens von diesen besonderen Festsetzungen unabhangig. 

Schliesslich sei noch einmal hervorgehoben, dass die Lehre 
von den Fltissigkeitsstrahlen aucb solche Falle umfasst, in 
denen der austretende Str'ahl in eine ruhende Fliissigkeit der 
gleichen Art eindringt, wie etwa ein Luftstrahl in den Luftraum 
oder wie ein unter Wasser ausmiindender Wasserstrahl. Frei- 
lich liegb in diesen Fallen die Moglicbkeit zur Auflosung des 
Strahls durch die Ausbreitung der Wirbel von der Trennungs- 
filache her in Folge der Reibungen viel naher und die Ent- 
wickelungen werden daher weniger zuverlassig. 

Eine beachtenswerthe Anwendung bat die Lehre von den 
Flussigkeitsstrahlen namentlich zur Berecbnung des Wider- 
standes gefunden, den eine Fliissigkeit einem relativ zu ibr 
bewegten Korper entgegensetzt. Wir saben friiher, dass eine 
vollkommene Fliissigkeit bei wirbelfreier Bewegung iiberbaupt 
keinen Widerstand leistet. Dagegen kann man einen solchen 
Widerstand herausrechnen, wenn man die Bewegung zwar sonst 
immer nocb als wirbel- und reibungsfrei bebandelt, dagegen 
eine Trennungsflache annimmt, die sicb in der Stromung hinter 
dem Hindernisse bildet. Der Grund dafiir, dass dann ein resul- 
tirender Wasserdruck herauskommen muss, ist leicbt einzuseben. 
Wenn das Hinderniss, das sicb der Stromung entgegenstellt, 
etwa ein ebenes Brett ist, grenzt das ruhende Wasser auf der 
Riickseite des Brettes in der Wirbelfiacbe an die schnell stro- 
mende Fliissigkeit an, die sicb um das Hinderniss herum- 
gebogen hatte. An der. Grenzflache herrscbt zu beiden Seiten 
derselbe Flussigkeitsdruck; das rubende Wasser auf der Riick- 
seite des Bretts steht daher unter demselben Drucke wie das 
schnell stroinende im Strahle. Andererseits soil die Bewegung 
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jenseits der Treimuiigsfiaclie im Strahle imd vor dem Hinder- 
nisse iiberall wirbelfrei sein. Innerbalb dieses Gebiets gilt 
daber tiberall die in § 40 abgeleitete Beziebnngj dass die 
Summe aus kinetiscber Energie, potentieller Energie und 
Fliissigkeitsdmck constant ist. Auf der Vorderseite des Bretts^ 
in dessen nacbster Nacbbarscbaft, sind die Gescbwmdierkeiten 
jedenfalls gering und daber ist der Drnck dort viel grosser, als 
in den Grenzlinien des Strabls oder also ancb als aiif der 
Etickseite des Bretts. Der Druckunterscbied zwiscben Vorder¬ 
seite nnd Eiickseite sucbt das Brett in der Eicbtung der Stro- 
mnng mit fortzureissen. — Man siebt bier deutlicb, wie wesent- 
licb die Trennnngsflacbe ist. In dieser springt die Gescbwin- 
digkeit yon einem endlicben Wertbe plotzlicb anf I^ull, obne 
dass damit eine Druckabnabme yerbnnden ware. 'Nui durcb 
die Wirbelflacbe wird es moglicb, dass zn beiden Seiten des 
Bretts znr Gescbwindigkeit Null ganz yerscbiedene Driicke 
gebdren. 

Die Ausfubrung der Recbnung gleicbt yollstandig der 
yorbergebenden. Lord Eayleigb bat auf diesem Wege die 
scbon im ersten Bande § 61 erwabnte Formel fiir den Wind- 
druck beim scbiefen Stosse auf eine ebene Flacbe abgeleitet. 
Die tbeoretiscben Erwagungen sind bei diesen Untersucbungen 
freilicb nicbt ganz einwandfrei, da sie keine Rechenscbaft 
dariiber geben, was scbliesslicb in grosserer Entfernung nacb 
dem Passiren des Hindernisses gescbiebt, oder yielmebr, weil 
das, was die Formeln bieriiber aussagen, im offenbaren Wider- 
sprucbe mit dem wirklicben Yerbalten stebt. Icb gebe dess- 
balb aucb nicbt weiter darauf ein. Immerbin wird aber 
durcb die Beriicksicbtigung der Trennnngsflacbe scbon der 
erste und wicbtigste Scbritt gemacbt, um zu einer den Tbat- 
sacben besser gerecbt werdenden Tbeorie zu gelangen; mit 
Rticksicbt darauf kann es aucb einstweilen zugelassen werden, 
dass die naberen Annabmen, die sicb auf die Trennnngsflacbe 
selbst bezieben, freilicb nocb durcbaus nicbt zutreffend sind. 
Jedenfalls bat bereits jener erste Scbritt eine Winddruckformel 
abzuleiten gestattet, die mit der Wirklicbkeit scbon recbt gut 
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iitereinzustimmen scliemt. — Aucb. der Werth fur den Con- 
tractionscoefficienten, den die vorlier durchgefuhrte Rectinung 
lieferte, stimmt mit den Beobachtimgen nicht scblecht tiberein. 
Die Helmlioltz’scbe Lehre von den Fliissigkeitsstrahlen ist 
dalier als ein beacbtenswertber Fortschritt der Hydrodynamik 
zu betrachten, wenn sie aucb selbst in Hinsicbt auf die pbysi- 
kaliscbe Genauigkeit nocb viel zu wiinscben tibrig lasst. 

§ 45. Die Satze von Helmholtz hber die Wirbelbewegnngen. 

Eine der Hauptursacben fur die Abweicbungen zwiscben 
der Dynamik der reibungsfreien Flxissigkeiten und den in 
Wirklicbkeit* stattfindenden Fliissigkeitsbewegungen bestebt, wie 
scbon aus den Untersucbungen des vorausgebenden Paragrapben 
folgt, in dem Auftreten von Wirbeln. Den pbysikaliscben 
Grand fur die Bildung der Wirbel erkennen wir (abgeseben 
von besonderen Fallen^ auf die jetzt nicbt weiter bingewiesen 
zu werden braucbt) in der Fliissigkeitsreibung. Solange wir 
ims nicbt dazu entscbliessen, das einfacbe Bild der reibungs¬ 
freien Fliissigkeit aufzugeben^ vermogen wir daber xiber das 
Entsteben der Wirbel keine binreicbende Recbenscbaft zu geben. 
Man kann sicb dagegen die Aufgabe stellen^ den 
weiteren Verlauf der Flussigkeitsbewegung^ nacbdem 
einmal auf irgend eine Art Wirbel in ibr entstanden 
sind^ unter der Voraussetzung zu untersucben, dass 
die Pliissigkeit weiterbin als reibungsfrei angeseben 
werden konne. Jedenfalls wird damit ein wicbtiger weiterer 
Scbritt zur Erforscbung des wabren Verbaltens der Fltissig- 
keiten getban^ obne dass man dabei sofort genotbigt ware^ die 
fiir die tbeoretiscbe Bebandlung so wesentlicbe Vereinfacbung 
zu opfem, die in der Vernacblassigung der Reibungen liegt. 

Icb greife bier auf die Euler’scben Gl. (213) und (206) 
und auf die Definitionsgleicbung (217) fiir den Wirbelvektor 
tti zuriick^ die icb der Uebersicbt wegen bier nocbmals zu- 
sammenstelle: 

j _^=0 
ox ' dy dz 


[( 206 )] 
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Ut ^ ^ % a^j = 

/dv. 


dx + ^’^Vv + s ) ~ 4 + i >) 1 


ay 


dx 

dn 


®+».fe+%ii+'>.&)= 

=‘(fe 


dy 

a 

a^ 


(^+p) 
(T^ + P) 


aj^\ I V /a 

a^j ^ \ a-s 


[(213)] 


fe)+'(S-U)- 1(217)] 


• Im Allgemeinen verschwindet der Wirbelvektor ta jetzt 
nirgends. In einem gegebenen Augenblicke moge innerbalb der 
Fliissigkeit eine Linie gezogen werden, die tiberaU der Eich- 
tnng yon tti folgt. Eine solcbe Linie soil als eine Wirbel- 
linie bezeichnet werden. Denkt man sicb ferner an irgend 
einer Stelle einer Wirbellinie ein Flacbenelement dF senkrecht 
zur Wirbellinie gelegt nnd dnrch alle Pnnkte des XJmfangs 
von dF Wirbellinien gezogen, so scbliessen diese einen Ranm 
ein, von dem dF ein Qnerscbnitt ist nnd den man als einen 
Wirbelfaden bezeichnet. 

XJiii ein anschanliches Bild von der angenblicklichen Ver- 
theilung der Wirbel zu erhalten, kann man sich eine zweite 
Eliissigkeit vorstellen, die einen gleichgestaltetenEaum einnimmt, 
wie die erste nnd deren G-eschwindigkeit in gleichgelegenen 
Punkten mit dem Wirbelvektor hJ in der ersten Fltissigkeit der 
Richtung nach iibereinstimmt nnd der Grrdsse nach damit pro¬ 
portional ist. Dies ist namlich moglich, ohne die Continnitats- 
bedingnng in der zweiten Eliissigkeit zn verletzen, denn ans 
61. (217) folgt fiir die Componenten von to 





dx’ 


_ a Vg _^ 

dx dy ’ 


nnd wenn man diese Werthe in die Continnitatsgleicbnng ein- 
setzt, erhalt man in der That 

j_ 4 . 0. (248) 

dx ^ dy dz' 


Die Wirbelfaden in der ersten Plttssigkeit entsprecben den 
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Stromfaden in der zweiten nnd sie sind diesen congruent. 
Daraus folgt aucL, dass ein Wirbelfaden innerhalb der Fltissig- 
keit nicL-t aufhoren kann; er muss entweder an den Grenz- 
flacken der Flussigkeit enden oder er muss in sick zuriick- 
kekren^ so dass die Leitlinie eine gescklossene Curve bildet. 
Im letzten Falle wird der Wirbelfaden auch als ein Wirb el- 
ring bezeicknet. Das Produkt aus einem Querscknitte des 
Wirbelfadens und der Grosse des Wirbelvektors to an 
dieser Stelle muss Fangs des ganzen Wirbelfadens 
einen constanten Wertk bekalten^ denn bei der zweiten 
Fltissigkeit; die zur Erlauterung fiir die Vertkeilung der Wirbel 
diente^ entsprickt dem Produkte wclF die durck den Quer- 
scknitt dF gekende Fliissigkeitsmenge und diese muss der 
Continuitatsbedingung wegen fiir alle Querscknitte des Strom- 
fadens gleick gross sein. Das Produkt ^vdF wird auck als die 
Starke des Wirbelfadens bezeicknet und wir konnen daker 
auck sagen, dass ein Wirbelfaden in alien Tkeilen seiner 
Lange dieselbe Starke kat. 

Man betrackte ferner zwei materielle Punkte der Fliissig- 
keit, die zur Zeit t unendlich benackbart auf der gleicken 
Wirbellinie liegen mogen. Der Abstand zwiscken beiden 
Punkten^ also das zwiscken iknen liegende Element der Wirbel¬ 
linie, moge die Projektionen | f auf die Coordinatenaxen 
kaben. Man fragt nack der Ricktung und Grosse der Ver- 
bindungsstrecke beider materieller Punkte nack Ablauf eines 
Zeitelementes dt Der Anfangspunkt der Strecke versckiebt 
sick wakrend dt in den Ricktungen der Coordinatenaxen um 
\dt, v^dtf v^dt\ der Endpunkt dagegen in der Ricktung der 
X-Axe um 



und um entsp'reckende Strecken in den Ricktungen der beiden 
anderen Coordinatenaxen. Der Unterschied zwiscken den Ver- 
sckiebungen beider Endpunkte der Projektion | der Verbin- 
dungsstrecke giebt die Aenderung an, die | wakrend dt er- 
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f ahrt. Fiir die totalen DifiEerentialquotienten von ^rj ^ nacb. 
der Zeit erbalt man demnacli 


dt 

dri 

dt 

dt 




dx 

dVj 

dx 

dtK 


ox ' * ‘ 


+ •>7^ 
dy 

dt\ 


+ & 


oy 


dz 

di\ 

dz 

dj^ 

dz 


(249) 


Diese Grleichungen gelten fiir die Abstandsanderungen von irgend 
zwei benachbarten Punkten. TJm noch anszudrilcken^ dass sie 
auf zwei zur gleicben Wirbellinie gehorige Punkte angewendet 
werden sollen, seize man zn Anfang des Zeitelements dt 


^ = (250) 


wo nun 6 irgend eine unendlich. kleine Grosse ist. Nacli Divi¬ 
sion mit 6 gehen dann die vorigen Gleichungen tiber in 


cZ I av. , 


OV^ 


I 

+ ^3-^ 


1 dri 
s dt 


w. 


dv^ , dv^ 


I dv^ 


1 d^ 

s dt 


w. 


d 

^ dx 


-f- w. 


d% 

dy 


I ^^8 


( 251 ) 


Wir wollen jetzt ferner berechnen^ um wie viel sich die 
Wirbelcomponenten w^w^w^, die zum gleicben Fliissigkeits- 
tbeilchen geboren^ wabrend der Zeit dt andern. Man muss 
sicb dabei vor einigen nabeliegenden Feblern ktiten: znnacbst 

kann namlicb nickt etwa aus GL (250) in ^ ausgedruckt 

werden^ denn diese Gleichiungen gelten nacb. Yoraussetzung nnr 
zu Anfang der Zeit dt und es bleibt vorlaufig ganz zweifel- 
baft^ ob sie auch spaterhin nocb besteken bleiben. Ansserdem 

darf nicbt mit dem sicbi auf den constanten Ort bezieben- 


den 

der Znsammenbang 


dt werden; zwiscben beiden bestebt vielmebr 



428 


Fiinffcer Abschnitt, Hydrodynamik. 


d d iv. , 0 


+ ‘^'2 



dw^ 


Zur Bereclinung von kann man nattirlicli nicht dnrcli bios 

geometriscbe Betracbtungen gelangen, derm die Fltissigkeits- 
bewegung bangt von dem dynamischen Grrundgesetze ab und 
wir mtissen daber von den Euler’scben Gleicbnngen (213) 
ausgeben, dnrcb die dieses zum Ausdrncke gebracbt wird. Die 
dritte von diesen sei naeb die zweite nacb z partiell diffe- 
rentiirt nnd Heranf diese von jener snbtrabirt. Dadnrcb beben 
sicb die recbten Seiten von einander fort nnd nacb Wegbeben 
des constanten Faktors y, bleibt 


A 

dy\dt ^ 
A _L 

dz\dt ‘ 


dt\ 


V. 


dv^ , 

1 


dv, 

dy 

dVj 

dy 


1 dx + gy +% Sz) 
a®s\ 




Beim Auflbsen der Klammern entsteben je sieben Glieder nnd 
die einander entsprecbenden ans beiden Klammern vereinigen 
■wir in passender Weise mit einander. So wird z. B. 




/ov^ d vA dw^ 

dydt dzdt dt \dy dz) dt 

^'^3 _ A 

dxdy ^ dxdz ^ dx\dy dz) ^ dx 


* n, s. f. Hierdnrcb gebt die vorige Gleicbnng znnacbst liber in 


du\ 

dt 


+ 


^ dx 


^ dy ^ dz ■ dy dxdy dy dy dz 


dt\ dj^ di^s ^^2 d% dv^ 
dz dx dz dy dz dz 


Die ersten vier Glieder bilden aber, wie wir scbon saben, den 
totaled Differentialquotienten von nacb der Zeit. Die secbs 
iibrigen bringen wir auf die recbte Seite nnd ordnen sie passend; 
nacb einigen weiteren Umformnngen_^ namentbcb anf Grnnd der 
Continuitatsgleicbnng (206)^ erbalten wir bieranf der Reibe nacb 
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dw^ 

clt 


dv^ 

d% 
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dv^ 
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dx 
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dx 
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dv^ 
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dx 

dvi 

dy 
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dx 
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(d%, 
\dy ^ 
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dv^ 

dx 

dvi 

dy 
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dx 
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dv^ 

dx 
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dv^ 


dv^ 


dv^ 

dv^ 

dz 

dx 

+ aF 

dy 


dz 
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' dy) 
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f ^^8 


\dz dy) 


_ f d% 

dy 

dv^ 


W. 


dx 

dv^ 


)+%( 


dvj_ ( d'o^ 
dx 
dv^ 


dy dx dx 

dv.\ , -dv. 
dy}'^'^^ dx 




Fiir die Differentialquotienten der beiden anderen Componenten 
von tu gelten entsprecbende Grleiclmngen, die sicb ans der letzten 
durcli cyclisclie Vertauschung ableiten lassen. Im Gfanzen hat 
man daher 


dw^ _ 

dt 
dw^_ 
di 
dw^ 
dt 


W. 


= w. 


= w, 


dvi , 

1 dx + 

dv^ , 

1 + “’s 

dx 




d% , dv. 


dy 

dVj 

dy 


I a«<. 

+ gj 


dy ^ ^ dz 


(252) 


Die rechten Seiten dieser Grleichungen stimmen aber genau mit 
jenen der Gleichnngen (251) iiberein. Hiemach folgt anch- 


d^ dw^ d7i dv)^ d^ div^ 

di ^ IT ^ Ji~ ^ ~dt ^ Ji~~^TT 


(253) 


nnd der Vergleich mit den Grleichungen (250) lehrt^ dass s 
als eine der Zeit nach constante Grosse anzusehen ist nnd dass 
dann die znerst nnr fur den Beginn des Zeitelements dt anf- 
gestellten Gleichungen (250) anch weiterhin giiltig bleiben. 
Nach Ablanif der Zeit dt ist namlich, wie ans der Verbindnng 
der Gleichungen (250) mit den Gleichungen (253) hervorgeht, 
anch noch 


I 4“ ^ (^1 + ^^^i) ? ri dri = B (^2 + ^^^ 2 ) .5 

g + = £ {w^ + cZk’s). 
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Hieraus folgt^ dass zwei benaclibarte materielle Punkte 
der Fliissigkeit^ die anfanglicH aaf einer Wirbellinie 
lagen^ auch nocb in jedem folgenden Angenblicke auf 
einer Wirbellinie entbalten sind. Jedem Wirbelfaden zu 
Anfang der Zeit entspricbt daber anch nacbber nocb ein Wirbel- 
faden^ der dieselben Tbeilcben der Fliissigkeit umfasst. Ferner 
ist die Entfernnng der beiden Punkte in jedem folgenden Augen- 
blicke der Grosse des Wirbelyektors proportional. Betracbten 
wir nun ein Element des Wirbelfadens, das zu Anfang den 
Querscbnitt dF batte und dessen Lange gleicb dem Abstande 
der beiden materiellen Punkte war. Alle Tbeilcben der Flussig- 
keit^ die zu Anfang in diesem Wirbelfadenelemente entbalten 
waren^ bilden aucb in jedem folgenden Angenblicke ein Wirbel- 
fadenelement. Wegen der Unzusammendriickbarkeit der Fliissig- 
keit miissen beide Elemente gleicbes Volumen baben. Wenn 
sicb daber wegen der Veranderung der Grosse des Wirbel- 
yektors die Lange des Elements vergrossert oder verkleinert 
bat, so muss sicb der Querscbnitt entsprecbend yerkleinert oder 
yergrossert baben, so dass das Produkt dF- w constant bleibt. 
Der Wirbelfaden bestebt daber nicbt nur stets aus 
denselben Tbeilcben, sondern er bat aucb in jedem 
folgenden Angenblicke dieselbe „Starke^^ wie zu An¬ 
fang. Hiemacb kann man jedem einmal in einer reibungs- 
freien Fliissigkeit bestebenden Wirbelfaden eine selbstandige 
Esistenz zuscbreiben; er bewegt sicb mit unveranderter Starke 
in der Fliissigkeit sammt den Tbeilcben der Fliissigkeit, an die 
er gebunden ist, weiter und kann nur entweder durcb Reibungen 
in der Fliissigkeit oder durcb aussere Kraffce, die sicb nicbt 
Yon einem Potentiate ableiten lassen, yernicbtet (oder neu ge- 
scbaffen) werden. Der letzte Pall ist ubrigens bei den gewobn- 
licb yorkommenden Pliissigkeitsbewegungen ausgescblossen, da 
als aussere Kraft bei diesen nur die Scbwere in Betracbt kommt, 
die zu einem Potentiale gebort. 

Die Scbliisse, zu denen wir bier gelangten und die zuerst 
yon Helmboltz in einer seiner beriibmtesten Abbandlungen 

o 

gezogen wurden, sind fredicb immer nocb an die Voraussetzung 
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gebunden^ dass die Fliissigkeitsreibung vernaclilassigt werden 
konne. Eine genaue XJebereinstiimnnng mit der WirMichkeit 
ist daber auch. von ibnen keineswegs zn erwarten. Imnierbin 
stimiiien sie aber in vielen Fallen schon sebr n’aberungsweise 
mit den Beobacbtnngen iiberein. Eine der bekanntesten Er- 
scheinungen^ die bierber geboren, bieten nns die Wirbelringe 
dar, die ein Rancher hervorznbringen vermag. Anf verbaltniss- 
niiissig grosse Strecken bin balten diese Baucbringe gat zu- 
sammen nnd dass der Wirbelring dabei stets ans denselben 
Theilcben zusainmengesetzt bleibt, wird in dieseni Palle dnrcb 
die Farbe des Raucbs gekennzeicbnet. Sonst spielt der 
Itaucb natiirlicb bei deni ganzen Vorgange keine Rolle; 
aueli obne Ranch kann man solcbe Wirbelringe in die Lnft 
ausstossen^ sie entzieben sicb dann nnr der nnmittelbaren 
Wahrnehmnng. 

Eine grosse Rolle spielen die Wirbel bei den grossen Lnft- 
bewegnngen in der Atmospb*are der Erde. In der Gegend der 
barometrischen Minima nnd Maxima besteben Wirbel mit nn- 
gefiilir senkrecbter Axe, die anf der Erdoberflacbe enden nnd 
naclx oben bin in nnbekannter Weise weiterlanfen, die so- 
genannten Cyclonen nnd Anticyclonen. Die verbaltnissmassige 
Bestlindigkeit der Wirbel zeigt sicb ancb bei ibnen, indem sie 
sicb oft Tage lang erbalten, wabrend sie iiber die Erde bin- 
wegzieben. Sie scblagen dabei mit Vorliebe gewisse Babnen 
ein, die sogenannten „Zngstrassen^^. Uebrigens ist bei der 
Anwendnng der Wirbellebre anf diese meteorologi- 
scben Vorgange nicht ansser Acbt zn lassen, dass sicb 
nnsere Mecbanik znnachst immer nnr anf den abso- 
luten Ranm beziebt, wabrend bier die Drebnng der 
Erde gegen den festen Raum eine wesentlicbe Rolle 
spielt. Man mnss daber, nm die Bewegnng der Lnftstrdmungen 
relativ znr Erde verfolgen zn konnen, die Erganznngskrafte 
der Relativbewegnng an den Lnfttbeilcben als fernere anssere 
Krafte anbringen. Dabei findet man aber, dass die „zweite'' 
(Coriolis^scbe) Erganznngskraft nicbt zn einem Potentiate 
gebort. In Eolge dessen ist bier, ancb abgeseben von Rei- 
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bungen, ein Grrund zum EntstelierL (oder Versdiwinden) vo] 
Wirbeln gegeben^ der sehr wesentlicli mitspriclit. 

Ein kreisformiger Wirbelring (abnlicli einem der yorbe 
erwalmten Raucbringe) vermocbte sick in einer reibungsfreie] 
Fliissigkeit, so lange nur solcbe Krafte anftreten, die zu einei] 
Potentiale geboren, in nnveranderter Gestalt nnd mit constante 
Gescbwindigkeit in derselben Ricbtung beliebig lange fort 
zubewegen. Relativ zn einem Coordinatensysteme; das sicb mi 
ibm bewegte, ware die Bewegung stationar. Den Gescbwindig 
keiten der Flxissigkeitstbeilcben, die bierbei in Bewegung be 
griffen sind, entspricbt eine gewisse lebendige Kraft. And 
diese Energie bewegt sicb demnacb mit dem Wirbelringe vora: 
nnd es gebort zu den bemerkenswertbesten Eigenscbaften de 
Wirbel^ dass sie die kinetiscbe Energie zusammenbalten un 
mit sicb weiterfubren konnen, obne dass eine andere Zei 
streunng derselben eintritt^ als sie durcb die Fltissigkeits 
reibungen bedingt wird, die zu einem allmablichen Ausbreite: 
und zugleicb zu einem Erloscben der Wirbel ftibrt. — Hiermi 
bangt aucb das in neuester Zeit dem Vemebmen nacb mi 
gutem Erfolge ausgefiibrte ^^Wetterscbiessen^ zum Vertreibe 
der Hagelwetter zusammen. Von einem Tricbter, der sicb a: 
die Miindung des Boilers anscbliesst^ wird ein grosser Wirbel 
ring fortgescbleudert, der liber grosse Strecken bin gut zi 
sammenbalt; die Wolke durcbbricbt und so die. AusbiLdun 
des labilen Gleicbgewicbtszustandes, der zu einem Hagelwette 
zu fiibren pflegt^ stort oder verbindert. 

Auf weitere Betracbtungen, die scbon you Helmbolt 
selbst und spater von Anderen an die vorausgebenden grunc 
legenden Untersucbungen gekniipft warden^ kann icb micb bie 
nicbt einlassen. Icb macbe nur nocbmals darauf aufmerksau 
dass Helmboltz aus Grunden^ die icb nicbt auseinander z 
setzen braucbe und die aucb das Wesen der Sacbe meiner Ai 
sicbt nacb gar nicbt beriibren^ an Stelle des Wirbelvektors 1 
iiberall nur die Halfte davon als Maass des Wirbels gewab 
bat. Mir scbeint es^ dass in den Erwagungen^ die dazu fubrtej 
nur eine. fiir das Verstandniss nutzlose Erscbwerung der Unte; 
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suclmng Kegt und ich habe sie daher - fredicb im Ge^en 
satee 7.U fast AUen, die bisher fiber diesen GegenstaudV 
scbneben baben — emfacb -weggelassen.. Die Gfiltigbeit aller 
vorausgehenden Scblfisse wird toa dem Hinzatreten eines con- 
fitanten Faktors, der im Uebrigen aueb gaaz beliebig gewablt 
werden konnte, zu dem Wirbelvektor bebufs Bildung eines 
Maasses im dea Wirbel^ naturlicli gar nictt beriilirt. 

§ 46. "Wellenbewegiiiigen. 

/j\x dsa b6kainit6st6a Flussigk6itsb6W6guiig6]i gsboron die 
Welleii^ die sich nacb Grleicbgewicbtsstoningeii auf der Ober- 
flache weit ausgedebnter und tiefer Wasserbecken ausbilden. 
Ein kleines Stiickeben Holz, das auf der Wasseroberflacbe 
Bchwimmt und deren Bewegungeu luitmacbt, lebrt uns, dass 
die Wassertheilcben keineswegs in dauernd fortschreitender Be- 
wegung begriffen sind, wie dies nacb. fluchtiger Beobaebtung 
vermutbet werden konnte, sondern dass sie — weuigstens bei 
regelmassiger Ausbildung der Wellen — in sicb zuriicklaufende 
Onrven besebreiben. Im Allgemeinen bleiben demnacb die 
Wassertbeilcben an ibrem' Orte; sie beben sicb, wenn ein 
Wellenkamm nabt, um sicb gleicb darauf wieder zu senken 
und beim Vorbeisebreiten eines Wellentbals ibren tiefsten Stand 
zu erreicben. Nur die Ersebeinung oder „Pbase‘^, d. b. die 
geometriscb wobklefinirte Oberflacbenform ist im Porfcscbreiten 
begriffen, aber niebt die Materie, aus der sie gebildet ist. 

Aus blossen Hebungen und Senkungen kann indessen die 
Bewegung des Wassers in den Wellen niebt besteben, da eine 
Bolcbe Bewegung im Widerspruebe mit der Continuitatsbedin- 
gung ware. Man denke sicb namlicb durcb eine lotbrecbte 
Mantelflacbe einen cylindriseben Wasserkorper von beliebiger 
iSrundflacbe, der bis zum Boden bin reiebt, abgegrenzt. Wenn 
keine Horizontalcomponenten derVGescbwindigkeit vorkiimen, 
wtirde aus diesem Raume Wasser weder austreten nocb ein- 
treten und da das in ibm vorbandene Wasser stets den gleicben 
Raum einnebmen muss, folgt, dass bei festem. Boden aueb der. 

9Q 
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Wasserspiegel — im Mittel wenigstens — stets die gleiclie Holae 
emneliniea musste. Da dies niui fiir jeden soldaen Wasser- 
cylinder gilt, kann okne Horizontalcomponenten der Grescliwiii- 
digkeit uberhaupt keine Wellenbewegung bestehen. 

Jedes Wassertkeilclieii muss liiernacb. eine Baku besckreibeu, 
die bei regelmassiger Ausbildung der Wellen als eiue gescklossene 
ebene Curye angeuommeu werdeu kann, deren Ebene senkreckt 
zur Langsricktung der Wellen, d. k. senkreckt zu den korizon- 
talen Erzeugenden der Cylinderflacke stekt, die das Wasser 
nack oben kin begrenzt. Die Wellenbewegung kann daker als 
eine ebene Bewegung bekandelt werden und insofern verein- 
fackt sick die Aufgabe der TJntersuckung. Dagegen ist kier 
die Bewegung, wie sckan aus den Bemerkungen iiber die aus 
der Beobacktung bekannten Baknen der Wassertkeilcken ker- 
Yorgekt, keineswegs wirbelfrei und daker kann Ton den sick 
auf die Tkeorie der oomplexen Functionen stutzenden bequemen 
Metkoden der §§ 43 und 44 kier kein Grebrauck gemackt 
werden. 

Den Teckniker interessiren vor Allem die grossen wokl- 
ausgebildeten Wellenzuge, die in Folge eines keftigen Sturmes 
auf der Oberflacke des Meeres oder eines grosseren Seees auf- 
treten, Diesen kat auck der beriikmte Wasserbaumeister Hagen 
seine Aufmerksamkeit zugewendet. Er fand durck Beobacktung, 
dass die Wassertkeilcken bei iknen stets ziemlick genau kreis^ 
formige Baknen besckrieben. Hiervon liess er sick bei der 
tkeoretiscken TJntersuckung, die er daran kniipfte, leiten und 
die sick daraus ergebende „Hagen’sckeTkeorie^^ derWasser- 
wellen nimmt in den Kreisen der Wasserbauteckniker bis auf 
den keutigen Tag den ersten Rang ein. Uebrigens war 
Grerstner (1804) im Wesentlicken sckon auf die gleicken Be- 
tracktungen gekommen, wenn er sie auck nickt so weit durck- 
gefiikrt katte. — Ausser der von Hagen betrackteten besom 
deren Bewegungsform sind iibrigens auck nock andere moglick, 
die ikr an Einfackkeit kaum etwas nackgeben, aber dock alb 
gemeiner sind, als sie. Die einzelnen Wassertkeilcken konnen 
namlick ebensogut auck Ellipsen (und auck nock andere Curyen) 
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besc^reiberL Bei Gewassem yon geringer Tiefe im Vergleicbe 

Zw f .T"" Bewegungen der Wassl 

tbeilcheii uberhaupt kerne geniigende Erklarung ftir die Wellen 

geben; man muss daim yielmehr zu deu eUiptischeu Bahnen 
,ubergeben und diese aberdies als sehr laug gestreckt yoraus- 
setzen. Sonst kami aber die sieb yon yoroberein auf die Er- 
fabrung aufbauende Hagen’sebe Tbeorie meist als recbt gut 
zutreffend angeseben werden und daber werde icb micb bier 
aucb damit begnugen, nur diesen einfacbsten Fab der Wasser 
wellen zu untersueben. Wer sicb mit diesem Falle yertraut 
gemacbt bat, wird sicb abrigens obne Scbwierigkeit aucb in 
dem allgememeren Palle zurecbt finden, da die Untersucbungs- 
metbode die gleicbe bleibt. 

Ebe mit der Recbnung begonnen wird, moge die Grund- 
lage, auf der sie beruben soil, nocb etwas naber besprocben 



Abb. 63. 


wer den. Es soli sich also nni eine ebene Bewegnng bandeln^ 
die nnter dem Einflusse der Schwere erfolgt^ wabrend auf der 
freien Oberflache ein constanter Druck — namlicb der Luft:- 
druck — lastet. Das Wasser soil tief im Vergleicbe zu den 
Abmessungen der Wellen sein und aucb nacb den Seiten bin 
soU es als unbegrenzt angenommen werden^ urn die Storungen^ 
die von den Ufern ber erfolgen^ bier aus dem Spiele lassen zu 
konnen. Vermuthet wird ferner auf Grund von Beobacbtungen^ 
dass die Wassertheilcben der Oberflacbe kreisformige Babnen 
durcblaufen. Abb. 63 giebt naber an, wie bierbei die Wellen- 
oberflacbe zu Stande komrat. Ob dies genau zutreffen kaim^ 
lasst sicb auf Grund der Beobacbiung allein nicbt entscbeiden; 
wir werden uns vielmebr davon iiberzeugen miissen, ob eine 
solcbe Bewegung geometriscb und dynamiscb moglicb ist. 

Ferner miissen wir nacb den Babnen fragen, die von den 

28 * 
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nicit zur Oberflaclie geli{)rendeii Theilen eingesclilagen werden* 
Wir denken um in der Bewegungsebene eine horizontale Linie 
gezogen, die bei rnbendem Wasser eine gewisse Tiefe unter 
dem Wasserspiegel kat. Wenn der vorber gradlinige Wasser- 
fipiegel durcb. die Bewegnng in eine Wellenlinie iibergegangen. 
ist, miissen anch die .Wassertbeilcben, die im Gleichgewichts- 
znstande anf jener Geraden lagen, eine Wellenlinie bilden. Die 
WeUenkolie dieser 'Linie ist nnr Ton der Tiefe abkangig, die 
sie nnter dem Wasserspiegel einnimmt. Ihren grossten Wertk 
nimmt sie an der Oberflacke selbst an und von da an muss 
sie nack der Tiefe zu fortwakrend abnekmen, so dass in grosserer 
Tiefe tiberkaupt kaum nock etwas von der Bewegnng wakr- 
zunekmen ist. Dies ist einerseits notkig, damit die Grenz- 
bedingung an der Bodenflacke erfiillt. werden kann und anderer- 
seits weiss man auck sckon aus der Erfakrung^ dass sick die 
Wellenbewegungen im Wesentlicken nur in der Nake der Ober¬ 
flacke abspielen und sckon in einiger Tiefe unter der Oberflacke 
fast unmerklick werden. Die Wassertkeilcken unter der Ober- 
fl*acke werden sick daker im Allgemeinen aknlick wie die an 
der Oberflacke selbst bewegen mtissen, nur mit geringeren 
Ausscklagen. Wir werden daker zu der Vermutkung gefukrt^ 
dass auck diese Wassertkeilcken kreisformige Baknen be- 
sckreiben^ dass aber der Halbmesser der Kreise nack unten 
kin abnimmt. Wenn die Tkeilcken an. der Oberflacke zum 
Gipfel eines Wellenberges gekoren, miissen der Continuitats- 
bedingung wegen auck die Tkeilcken der tieferen Wasser- 
sckickten^ die grade unter jenen liegen^ jedenfalls eine der 
kocksten benackbarte, wakrsckeinlick aber ebenfalls ikre kochste 
Lage einnekmen. Wir vermutken‘daker^ dass die Bewegungen 
in versckiedenen Tiefen an entspreckenden. Stellen in gleicker 
Pkase steken^ d. k. dass die tiefer gelegenen Tkeilcken ikre 
Kreisbaknen mit derselben Winkelgesckwindigkeit beschreibeii; 
wie die an der Oberflacke und dass der vom Mittelpunkte der 
Kreisbakn aus nack dem bewegten Punkte. gezogene Radius 
in jedem gegebenen Augenblicke fiir alle iibereinander liegeii- 
den Tkeilcken die gleicke Ricktung kat. 
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Alle diese Scklusse sind laductionsscHtisse, die als ein 
Muster dafur gelten kdnnen, wie man mit der theoretischen 
Deutung einer aus der BeobacHtung bekannten Erscheinung 
beginnen soil. In wie weit ^an mit diesen Vermuthungen 
das Rechte getroffen bat, kann erst die nachfolgende deductiTe 
Untersuchuug lehren. 

Fiir die DurcMtihrung dieser Untersueliung empfiehlt sich 
im vorliegenden Falle nicht das VerfaFren von Euler, sondern 
das von Lagrange. Denn bei diesem verfolgen wir das ein- 
zelne WassertlieilcFen; wir konnen daber nacF ibm die Unter- 
sucliung in derselben Weise fortsetzen, wie sie vorber be- 
gonnen war. Bei der Lagrange’scben Metbode fallt die Con- 
tinuitatsgleicbiing freilicb erbeblicb verwickelter aus, als nacb 
der Euler’scben; sie spricht aus, dass eine gewisse Deter- 
miiiante constant sein muss. Im Falle der ebenen Bewegung 
und namentlicb in dem bier vorliegenden Falle vereinfacbt 
sicb aber die Gleicbung so erbeblicb, dass sie keine Scbwierig- 
keiten niebr macben kann. 

Wir zieben in der Bewegungsebene eine borizontale X-Axe 
nnd eine Y-Axe lotbrecbt nacb ab warts. Dann nebmen wir 
drei benacbbarte Punkte an, von 
denen der zweite mit dem ersten in 
gleicber Kobe, der dritte mit dem 
ersten auf der gleicben Lotbrecbten 
liegt. Diese drei Punkte ABC in 
Abb. G4 betracbten wir als dieMittel- 
punkte der kreisformigen Babnen 
von drei Wassertbeilcben, deren Be- 
•wegung wir niiber verfolgen wollen. 

In irgend einem Augenblicke sei D 
die Lage jenes Tbeilcbens, dessen abb. 64. 

Mittelpunkt in A liegt. Der Halb- 

messer AD der Kreisbabn sei mit t bezeicbnet*, der Winkel, 
den AD .mii der Lotbrecbten bildet und den wir als den 
Phasenwinkel bezeicbnen konnen, sei zur gegebenen Zeit gleicb (p. 
Wir wollen annebmen, dass die Tbeilcben ibre Babnen in 
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solchem Sinne durchlaiifen, dass der Winkel (p mit der Zeit 
abnimmt-, die Welle pflanzt sicli dann im Sinne der positiTen 
X-Axe fort (vorausgesetzt, dass, wie in der Kgnr schon au- 

genommen, ^ positiv ist). ^ 

Znm Mittelpunkte B geliort das Wassertheilclien E. Wenn 
sich. die Pkase beim Fortschreiten nacb der X-Axe nicht anderte, 
kame E nacb E% so namlicb, dass BE' gleicb und parallel 
mit AD ware. Nnn ist zwar BE immer nocb gleicb ADj 
weil der Halbmesser der Babnkreise fiir alle in derselben 
Scbicbt liegenden Theileben dieselbe Grrosse bat. Dagegen bat 
sicb der Pbasenwinkel 9 urn dtp geandert. Da (p nnr von O) 
abbangig, von y aber unabbangig ist, konnen wir 

d(p = ^ dx 

setzen, falls die Streeke AB mit dx bezeicbnet wird. — Zum 
Mittelpunkte C endlicb gebort der Fltissigkeitspnnkt F. Um 
ibn zn finden, trage man znnacbst CF' gleicb und parallel 
mit AD auf und vermindere bierauf GF' um F' F oder um 
— dr, Der Halbmesser r ist nur von y abbangig und von x 
unabbangig und man bat daber, wenn die Streeke AO mit dy 
bezeicbnet wird, 

Wir miissen erwarten, dass r mit wacbsendem y abnimmt. 

Hier setzen wir aber znnacbst ^ als positiv voraus; die Rech- 

nung muss uns dann von selbst lebren, dass es in Wirklich- 
keit negativ ist. 

Man betraebte den Inbalt des in Abb. 64 durcb Sebraffi- 
rung bervorgebobenen Dreiecks DEF, Wenn die Zeit fort- 
sebreitet, verandert sicb die Gestalt und die Lage dieses Drei¬ 
ecks; ftir jeden folgenden Augenblick lasst es sicb aus den 
festliegenden Mittelpunkten ABC obne Weiteres von Xeuem 
construiren. Das Dreieck wird stets von denselben 
Pliissigkeitstbeileben eingenommen; die Gontinuitats- 
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bedingung verlangt dalier, dass die Flache des Drei- 
ecks wabrend der Bewegung constant bleibt. 

Wir miissen also nun einen Ausdruck fur den Flacben- 
inbalt des Dreiecks aufstellen. Urn dabei 
nicbt auf Lebren der analytiseben Q-eometrie 
Terweisen zu miissen^ yon denen ieb nicbt 
wissen kann^ ob sie dem Leser grade nocli 
im Gedacbtnisse geblieben sind, zeicbne icb 
in Abb. 65 ein Dreieck aus den Punkten 1 , 

2, 3^ deren Coordinaten eingescbrieben sind. 

Der Flacbeninbalt dieses Dreiecks wird durcb 
Zusammensetzen aus den einzelnen Bestand- 
tbeilen gefunden zu 

A = y ^3 63 + — y ^3 = y (as h — "s h), 

wofiir naan aucb in Determinantenform 




^2 ^3 I 

\ ^3 i 


scbreiben kann. 

Urn diese Formel fur die Berecbnung des Dreiecks DEF 
in Abb. 64 yerwenden zu konnen, braucben wir nur zu setzen 


^2 = dx — rdq) cos 9 , 
rd(p sin^p^ 

^3 = — dr sin 
\ — dy — dr cos cp . 


Diese Wertbe ergeben sicb namlicb aus Abb. 64 obne Weiteres^ 
wenn naan nur beacbtet, dass EE' = rdcp und F'F = — dr 
ist. Ware namlicb dr positiy, so lage F jenseits F', wabrend 
es in der Figur zwiscben F' und* G angenommen ist. Fur 
den Dreiecksinbalt A bekommt man demnacb 

A = Y {{dx — rdcp cos cp) {dy — dr cos cp) -j- dr sin cp • rdtp sin q) } 

— ^[dxdy — oo^q{dxdr -|- rdydq)) rdrdq)} 
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oder^ wenn man fur dr und d(p die Vorlier festgestellten Aus- 
drticke einsetztj 

A = {l-C0S9(g + r-g)+rg||}. (254) 

Dieser Ausdruck muss der Zeit nack constant sein. Der Halb- 
messer r und die Differentialquotienten von r und 9 ? sind aber 
unabbangig von der Zeit und die einzige Grrosse^ die in dem 
gefundenen Ausdrucke mit der Zeit ver^derlicb ist^ ist cos cp. 
Tim die Continuitatsbedingung zu erfiillen, miissen wir daber 
den mit cos 9 ? multiplicirten Klammerwertb gleicb Null setzen. 
Wir erbalten damit 

dr d(p 

dy dx 

Da r unabbangig von x ist, kann aucb nicbt von x ab- 

bangen. Wir kdnnen daber einen einfacben Ausdruck fur 
diesen Differentialquotienten aufstellen. Die Lange der Welle,, 
d. b. die Entfernung zwiscben zwei Wellenkammen, sei mit h 
bezeicbnet; dann ist der Pbasenunterscbied, der zu dem Ab- 
stande X gebort, gleicb Da nun der Pbasenunterscbied d(py. 
wie wir saben, uberall proportional zu dem borizontalen Ab- 
stande dx ist, folgt 

dtp=^~dx ' ' ■ (256) 

und die vorige Gleicbung gebt biermit tiber in 

dr 2 3t: 

dy X 

Aus dieser Differentialgleicbung kann sofort r als Function von y 
berecbnet werden. Durcb Trennung der Variabeln erbalt man 
dr 2 7?-, 

_ = ■ 

und bieraus durcb Integration 

lgy=C—(257) 

Zur Bestimmung der Integrationsconstanten C dient die 
Bemerkung, dass fur die Wasseroberflacbe r gleicb der Halfte 
der Wellenbobe h ist, wenn man darunter den Hobenunter- 
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schied zwisdien dem Wellenkamme und dem tiefsten Punkte 
eines Wellenthals verstelit. Wir wollen ferner annehmen^ dass 
die X-Axe in jener Holie gezogen sei, auf der die Mittel- 
punkte der von den Punkten der Wellenoberflache beschrie- 
benen. Kreisbahnen liegen. Dabei ist librigens zn beackten^ 
dase diese Linie nickt etwa xnit dem Wasserspiegel des rnhen- 
den Wassers zusammenfalli Anf Grand dieser Festsetznng 
findet man fiir y = Q aus Gl. (257) 

und wenn man dies einsetzt, geM die Gleickung tiber in 

Der Halbmesser rnimmt also nack eiuem Exponential- 
gesetze mit der Tiefe ab. Da . 

e-2;r _ 0,00187 

ist, mackt r in einer Tiefe, die gleick der Wellenlange A ist, 
sckon nickt mekr ganz zwei Tausendstel des Wertkes an der 
Oberflacke aus und in einer doppelt so grossen Tiefe zaklt r 
nur nock nack Millionteln des Wertkes an der Oberflacke. 
Wir finden damit kestatigt, dass sick die Wellenbewegung 
im Wesentlicken nur in den oberflacklicken Sckickten 
des Wassers abspielt, derenDicke etwa von der Grossen- 
ordnnng der Wellenlange ist. Unsere Lbsuug des Problems 
ist daker jedenfalls auck nur so lange brauckbar, als die Wasser- 
tiefe mindestens auck von dieser Grossenordnung ist. 

Da die Punkte ABC in Abbildung"64 ganz willkiiiiick 
gewaklt waren, ist bei Erfiillung der Gl. (255) oder der daraus 
abgeleiteten Integralgleickung (258) der Continuitatsbedingung 
(bei geniigender Wassertiefe) iiberall geniigt. Die auf in- 
ductivemWege gefundene Bewegungsform stellt daker 
jedenfalls eine geometrisck moglicke Wasserbewegung 
dar. Es bleibt aber nock zu untersucken, ob sie unter den 
gegebenen Bedingungen fiir die ausseren Krafte auck dyna- 
namisck mbglick ist. 
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Zu diesem Zwecke maclieii wir von. dem dAlemkert’- 
schen Prineip Grebraucli. Wenn wir zu den ausseren Kraften 
noch die Tragheitskrafte an den bewegten Wassertbeilcben 
fiigen, muss sick die Wassermasse in der augenblicklicben 
Grestaltj die sie besitzt, im Gleicbgewiclite halten, falls wir sie 
im rubenden Zustande und in dieser Gestalt und Lage sick 
selbst iiberlassen. Die Tr%keitskrafte reduciren sick kier^ da 
die Wassertkeilcken alle kreisformige Baknen mit constanter 
Gesckwindigkeit besckreiben, auf Centrifugalkraffce. Wir kaben 
daher nur nock ein einfackes kjdrostatisckes Problem zu 
untersucken. 

Die Bedingung fur das Gleickgewickt einer Fliissigkeit 
unter dem Einflusse gegebener ausserer Krafte kommt aber 
darauf kinaus^ dass die Flussigkeitsoberflacke eine Mveau- 
flacke bildet, d. k. dass die resultirende aussere Kraft senk- 
reckt zur Oberflacke stekt. Der Druck an irgend einer Stelle 
im Innern regelt sick danack von selbst und kann nack den 
gewoknlicken kjdrostatiscken Gesetzen leickt berecknet werden. 

Die Coordinaten irgend eines Fliissigkeitstkeilckens zur 
Zeit t seien mit die des Mittelpunkts der von ikm be- 
sckriebenen Kreisbakn, wie vorker, mit xy 
bezeicknet (vgL Abb. 66 ). Dann ist 
^ — x — rsing?; ri = y — r cos (p. 
Setzt man speciell y = 0 und sckreibt 

Jl 

man fiir das zugekorige r, d. k. fur ~ 



jetzt der Kiirze wegen 




r]-- 


so wird dies 
^0 cos (p^ (259) 


und wenn man aus diesen Gleickungen (p eliminirt^ nackdem 
man zuvor x mit Hiilfe von GL (256) in 9 ausgedruckt kat^ 
erkalt man daraus die Gleickung der Wellenoberfl*acke zur 
Zeit t. Anstatt diese Elimination auszufiikren^ konnen wir aber 

auck den Differentialquotienten auf den es allein ankommt, 

unmittelbar aus den Gleickungen (259) in Verbindung mit 
GL (256) ermitteln. Man kat namlick 
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d?] _ dri 

dl dx ’ dx^ 

"wobei nacb. den genannten Gleiclningen 

dr] . dw 

^ = roSm9.^=-r„sm9,, 

d^ M d(p . 27 f 

-=l-_r,cos9-5^ = l--rocos^ 

zn setzen ist. Hiernacb wird 

dr) Sjtn sin qd 

M ~ (260) 

iind biermit ist aiicb die Ricbtnng der Tangente an die Wellen- 
oberflacbe an einer Stelle, die der Phase (p entspricbt, bekannt. 

Auf ein Wassertbeilchen, das an dieser Stelle der Wellen-* 
oberfiacbe liegt, wirkt — abgeseben von dem Luftdrucke, der 
auf der Wasseroberflacbe lastet, und der iiberall als constant 
nnd normal zur Oberfiacbe angeseben wer- 
den kann — die Scbwerkraft nnd die zur 
Herstellung des statischen Problems beizu- 
fugende Centrifugalkraft. Die Resultirende 
aus den beiden znletzt genannten Eraften 
muss senkrecbt zur Wellenoberflacbe steben. 

Zerlegen wir also die Resultirende in eine 
borizontale Componente und in eine veitikale Componente Pg, 
wie es in Abb. 67, die ein Stuckcben der Wellenoberfiacbe 
angiebt, angedeutet ist, so muss sicb verhalten 

P, _dn 
Pa di ‘ 

Wir werden also das Verbaltniss der Componenten und P^ 
berecbnen und seinen Wertb mit dem des Differentialquotienten, 
der aus Gl. (260) bekannt ist, vergleicben miissen. 

Die Masse des Tbeilcbens, das wir betracbten, sei m, 
Dann ist die an ibm wirkende Centrifugalkraft G 

n mv'^ 9 

G = —.= mirr^. 

^0 

Die Winkelgescbwindigkeit -w, die bierin vorkommt, ist 

dt 






( 262 ) 
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Fur erhalten wir daher 

Pi = C sin 9 = w (^) Vo sin 9 , (263) 

wenu als positiv in jener RicMung gerecbnet wird, die 
durch. den Pfeil in Abbildung 67 angezeigt ist. Bei Pg kommt 
ausser der Vertikalcomponente der Centrifugalkraft nock das 
Gewickt mg des Tkeilckens in Betrackt; man kat daker, wie- 
derum nnter Berticksicktigung der Yorzeickenfestsetzungen, 

= mg — C cos (p = mg — ni Tq cos q), 


GL (261) gekt kiermit und nnter Beriicksicktignng yon Gl. (260) 
uber in 


/dw\^ 

rpsiny 


sin (p 

%— COS gp 


und diese Gleicknng muss, wenn die Bewegung nnter den ge- 
gebenen XJmstanden anck dynamisck moglick sein soil; fiir 
jeden Pnnkt der Wellenoberfiacke; d. k. ftir jeden Wertk von cp^ 
erfullt sein. Dies trifft, wie wir seken; in der Tkat ZU; falls 
nnr zwiscken den in der Gleicknng vorkommenden constanten 
Grossen die Bedingungsgleicknng 

g|)':f7 = 2jr; P • ■ (264) 

erfullt ist. Um dieser Gleickung eine fiir die weitere Yer- 
wendung bequemere Form zn gebeU; fiikre ick ferner nock 
die Sckwingungszeit t eiU; also jene Zeit; wakrend deren 
jedes Fliissigkeitstkeilcken seine kreisformige Bakn einmal 
durcklauft. ' Es ist dies zugleick anck die Zeit; wakrend deren 
sick ein Wellenkamm (oder iiberkaupt jede bestimmte , Pkase 
der Bewegung) in stetiger Folge um die Wellenlange A fort- 
bewegt kat. Bezeicknet man demnack die Fortsckreitnngs- 
gesckwindigkeit der Wellen mit so ist anck 

2 




(265) 
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Andererseits lasst sicli aber ^ in t ausdriicken. In r wachst 
namlich (p um 2jr und dalier ist 

dcp _ _ 27t?d 

dt t ~ l ‘ 

Setzt man dies in Gl. (264) ein^ so erbalt man 



nnd Meranf durcb Auflosen nacL. 

■ s-l/fi- ( 266 ) 

Wir sind damit im Wesentlicben am Schlusse nnserer 
Betracbtnngen angekommen. Es zeigte sich, dass die znerst 
auf Grund der unmittelbaren Beobacbtung gebildete Vorstellung 
Yon der Art der Wellenbewegnng insofern zntreffend war, als 
sie in der That im Allgemeinen einer geometrisch nnd dyna- 
misch moglichen Bewegungsform in der reibnngsfreien Fliissig- 
keit entspricht. Es mussten dabei nnr die Bedingungsglei- 
chnngen (258) nnd (266) erfiillt sein. Wir haben daher 
mehr gefnnden, als eine blosse Bestatignng fiir die 
Znlassigkeit nnserer Inductionsschliisse, denn wir 
wissen jetzt anch, nach welchem Gesetze die Bewegung 
nach der Tiefe hin abnimmt nnd wie die Fortpflan- 
znngsgeschwindigkeit derWellen mit der Wellenlange 
znsammenhangt. Besonders beachtenswerth ist hierbei, dass 
die langen Wellen nach Gl. (266) schneller fortschreiten/ als 
die knrzen, wahrend es anf die Hohe der Wellen dabei nicht 
ankommt. Dieses Ergebniss ist dnrchans yerschieden von dem 
Gesetze, nach dem die Schallwellen in einem elastischen Korper 
fortschreiten, denn in diesem Falle ist die Fortpflanzangs- 
geschwindigkeit nnabhangig von der Wellenlange. Es steht 
aber mit der Erfahrnng ganz gut in Uebereinstimmnng. Bei 
bewegtem Meeres- oder Seespiegel kann man oft neben langeren 
Wellen, die dann gewohnlich anch von grosserer Hohe sind, 
kleinere Kranselnngen beobachten, die zu Wellen von kleinerer 
Lange gehoren und die sich xiber die langen Wellehzuge ohne 
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wesentliclie gegenseitige Storung superponiren. Man wird dann 
stets bemerken, dass die langen Wellen viel scbneller fort- 
scbreiten als die kurzen, die sie schnell binter sick lassen. 

Bei den Wellenbewegungen besteben, wie scbon ziiTor 
bemerkt wurde^ Wirbel. Die einzelnen Wirbelfaden sind bier 
gradlinig nnd senkrecbt znr Bewegungsebene^ also parallel zur 
Z-A-xe gericbtet. Die Aufgabe, nm die es sicb banptsacblicb 
bandelte, konnte zwar scbon obne weitere Beacbtung der Wirbel 
gelost werden; es ist aber nicbt obne Interesse^ nacbtraglicb 
ancb nocb die Wirbel zn berecbnen. 

Nacb Gl. (217) war der Wirbelvektor la 


la 


=‘{i 


^2/ 


. /g 

dz) ' ^ U 


oxj ‘ \dx dyl 


dy) 


\dz dxj 

Hier ist t; 3 == 0 nnd nnd sind nnabbangig * von daber 

vereinfacbt sicb la zn 

\(jx dy/’ 


d. b. la ist, in TJebereinstimmnng mit einer znvor scbon ge- 
macbten Bemerkung, parallel znr Z-Axe, Es bandelb sicb 
daber nnr nocb nm die absolnte Grosse von la, namlicb 



Um diesen Wertb zn ermitteln, kebren wir znr Betracbtnng 
von Abb. 64 (S. 437) znriick. Im Pnnkte D des festen Ranmes 
stebt die Gescbwindigkeit a in dem Angenblicke, anf den sicb 
die Abbildnng beziebt, recbtwinklig zu AD nnd sie bat die 
Grosse wenn u wieder die Winkelgescbwindigkeit (ibrem 
absolnten Betrage nacb) bezeicbnet. Wir nabmen frflher an^ 
dass die kreisformigen Babnen der einzelnen Wassertbeilcben 
in solcber Ricbtnng dnrcblanfen wiirden, dass cp mit der Zeit 
abnimmt nnd wollen an dieser — an sicb tibrigens gleicb- 
giiltigen — Annabme ancb bier festbalten. Ftir die Gescbwin- 
digkeitscomponenten nnd u, im Pnnkte D erbalten wir dann 


= ur cos 9 ?', = — ur sin g). 

Es jfragt sicb jetzt, nm wie viel sicb diese Componenten in den 
Pnnkten E' nnd F' von denen im Pnnkte D znr gleicben Zeit 
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untersclieiden. Unmittelbar bekannt ist die Geschwindigkeit in 
den Nackbarpunkten E imd F von E' und F'. Die Projektionen 
der Strecke EE anf die Axenricbtungen sind dx — rdcp cos cp 
imd rd(p sin 9 . Die Aenderung dv^ der Gescb-windigkeitscom- 
ponente v^, die beim Fortscba-eiten vom Punkte D znm Punkte E 
entstebt, kann daber 

di\ — {dx — rd(p cos (p) rdq) sin (p 

. /l \ I d'o. 27tr . 1 

gesetzt werden, wobei auf GrL (256) zn acMen war. Anderer- 
seits ist aber die Gescbwindigkeit im Punkte JE ebenso gross 
als im Punkte D und nur die Ricbtung bat sich um dcp ge- 
andert. Man bat daber fiir dv^ aucb den Ausdruck 

dv^ = — ur sin ^ ^ dtp = — sin (p • dx. 

Die Gr-leicbsetzung beider Wertbe liefert die erste der Tier 
folgenden Gleicbungen 


1 


2 7tr 



2Ttr 



2%t 



1 — 


<p) 

+ Tri 

1 

sin 

9 = 

= _«_r 

sin 99, 



2 7tr 

\ 

, d V.. 

2'jtr 



2Tcr 


dx ' 

1 — 

r 

<p)- 

-f --,T^ 
cy 

. T 

sin 

cp = 

- - “ - T- 

cos 

dv^ 

dx 

27tr 

sin 9? -f- 

bv-i 

dy 

( 1 + 

27tr 

X 

cos 

9 ) = 

11 

1 

r 

- COS (Pj 

d% 

dx 

27tr 

' ~T“ 

sin (p -f- 

dvj^ 

dy 

(>+ 

27cr 

'x~ 

cos 

9 ) = 

27i; r . 

“ “IT 


Die zweite dieser Gleicbungen wird namlicb gefonden, 
wenn man in derselben Weise die Aenderung untersucbt, die 
% beim Uebergange Yon D nacb E erleidet und die beiden 
letzten Gleicbungen bezieben sicb ebenso auf die Verscbiebung 
Yon E nacb F. Durcb Auflosen der Gleicbungen erbalt man 
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Fiir die Intensitat des Wirbels findet man dalier 

Der Wertli von w bangt demnacli bei einer gegebenen Wellen- 
bewegung (d. b. bei gegebenem u und 1) nur nocb von dem 
Halbmesser des Eieises ab^ den das Theilcben bescbreibt^ das 
sicb grade an der betreffenden Stelle befindet. Aucb dieses 
Resnltat lasst uns wieder erkennen, was friiber schon all- 
gemeiner bewiesen wnrde, dass namlicb die Wirbelfaden dauernd 
an dieselben Tbeilcben der Fltissigkeit gebnnden sind nnd sicb 
in nnveranderter Starke mit diesen bewegen. Jeder Wirbel¬ 
faden bescbreibt daber ebenfalls eine kreisformige Babn. 

Wenn an irgend einer Stelle 2jtr — X ware, wiirde tv 
nacb GrL (267) unendlicb gross. Dieser Fall ist indessen bei 
einer Wellenbewegnng ausgescblossen, wie man aus GL (260) 
erkennt. Wenn namlicb 27trQ nicbt kleiner als X ware, batte 
die Wellenoberflacbe an irgend einer Stelle eine senkrecbte 

Tangente, da unendlicb gross wiirde. Die Wellenoberflacbe 

wiirde nacb den abgeleiteten Gleicbungen oben eine Scbleife 
bilden; ein Fall, der natiirlicb faktiscb ausgescblossen ist. Die 
Wellenlange muss demnacb immer wenigstens etwas mebr als 
das :7i:-facbe der Wellenbobe betragen; sollte sie grade das 
jr-facbe betragen, so miisste der Wellenkamm oben in eine 
Spitze auslaufen. 

Ganz abnlicb wie die bier besprocbenen fortscbreitenden 
Wellen sind aucb die .stebenden Wellen zu beurtbeilen, 
die sicb unterbalb eines Webres oder eines abnlicben Hinder- 
nisses in einem Flusslaufe ausbilden. Die Fortscbreitunscs- 
gescbwindigkeit dieser Wellen . relativ . zur bewegten Wasser- 
masse ist ebenso gross und entgegengesetzt gericbtet wie die 
Stromgescbwindigkeit, die die Wassermassen im Ganzen ge- 
nommen nacb abwarts fiibrt. Aus dieser Bedingung ergiebt 
sicb nacb Gl. (266) die Lange der Wellen, wenn ge- 
gegeben ist. 
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§ 46 a. Gezeiten-'Welleii. 

Von ganz anderer Arf als die soeben besprochenen Ober- 
flachenweUen sind jene langgezogenen nnd daber ibrer Wellen- 
form nach. beim blossen Anblicke nicbt iibersebbaren Scbwin- 
gungsbewegungen, die sick in den Gezeiten, also in langsam 
erfolgenden periodiscben Scbwanknngen des Wasserspiegels 
kundgeben. Dazu gehort zimachst die Ebbe- nnd Flutb- 
bewegung der Meere^ von der man weiss, dass sie von der 
verschieden starken Anziehnng berriibrt^ die nacb dem ISiewton- 
scben Gesetze vom Monde (bezw. der Sonne) anf verscbieden 
weit davon gelegene Punkte der Erde ausgeiibt wird. Anch 
die nnter dena ISfamen der ^^Seicbes^^ bekannten, zuerst am Genfer 
See nnd spater ancb an anderen Seeen beobacbteten See- 
spiegelscbwanknngen befolgen,. abgeseben davon^ dass bier die 
die Scbwingnngen erregende XJrsacbe eine andere ist, im We- 
ficntlicben das gleicbe Gesetz. Aebnlicbe langsam verlaufende 
Pendelungen des Wasserspiegels kommen ancb in langen- 
Kanalhaltnngen nnd in mancben anderen Fallen vor. Die ein- 
fachsten Bedingnngen fiir das Fortscbreiten dieser Gezeiten- 
Welleii liegen in einem gradlinigen borizontalen Kanale von 
iiberall gleicbem Querscbnitte vor, der nberdies nocb von ge- 
manerten senkrecbten Seitenwanden begrenzt sein moge. Auf 
diesen Fall, der iiberdies dem Tecbniker. besonders nabe liegt, 
soil sicb die bier durcbzufiibrende Betracbtnng in erster Linie 
bezieben, * , 

Dabei mag ganz dabin gestellt bleiben, wie die Gezeiten- 
Welle urspriinglicb bervorgerufen wnrde. Wir woUen sie nnr, 
nachdem sie auf irgend eine Art entstanden ist und nacbdem 
die erregende Ursache zn wirken anfgebort bat, in ibrem 
weiteren ungestorten Fortscbreiten verfoigen. Namentlicb soil 
also bier nicbt anf die Entstehung der Ebbe- und Plntbwelle 
im grossen 'Ocean’ eingegangen werden, wabrebd das Fort¬ 
scbreiten dieser vom Ocean ber eintreffenden W^elle in einem 
langgezogenen kleineren Gewasser mit in den Bereicb dieser 
Untersucbtmg gebort. 

IP op pi, Dynamik. 2. Aufl. 
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Die in der angegebenen Weise beschrankte Theorie der 
Gezeiten-Wellen ist erbeblicli einfaclier als die Theorie der 
Oberfiachenwellen und zwar weil bei diesen langsam erfolgenden 
Schwingiingen die Beschleunignngen der Wassertheilchen niir 
sehx gering sind. Dai*um fallen anch die nach dein d’Alembert- 
sehen Princip znr Znruckfiihrung des dynamischen Problems 
anf ein statisches einzufiihrenden Tragheitskrafte nnd nament- 
lich deren Vertikal-Componenten, auf die es hierbei in erster 
Linie ankommt, ansserst klein ans^ so dass sie bei der Be- 
rechnnng des an irgend einer Stelle der Pliissigkeit anf- 
tretenden Drnckes ganz yernachlassigt werden konnen. Der 
Drnck hangt daher nnr davon ab^ wie tief diese Stelle grade 
iinter der jeweiligen Wasseroberfiache liegt und er ist ebenso 
gross wie der hydrostatische Drnck bei der gleichen Tiefe. 
Sieht man von dem als constant vorausznsetzenden Lnftdrucke 
auf die Wasseroberfiache^ der sonst nnr als ein constanter 
Summand mitzuschleppen ware, ab, so ist der Drnck p an 
irgend einer Stelle in der Hohe y fiber der Kanalsohle 


p^.yQt-^-ri — 'y) (267 a) 

zu setzeii, wenn unter y das Grewicht der Volumen-Einheit^ 
nnter h die Hohe des Wasserspiegels im ungestorten und unter 
Ti -j- ri im augenblicklichen Zustande verstanden wird. Unter 
ri ist demnach die zur Zeit t stattfindende Erhebung des 
Wasserspiegels fiber den normalen Stand in Folge der Schwin- 
gungsbewegung zu verstehen. Rechnet man die Abscissen x 
in der Richtung der Canal-Axe/so ist rj eine unbekannte 
Function der beiden unabhangigen Yariabeln x und t 

Fur das Druckgefalle in horizontaler Richtung findet man 
durch Differentiation 


dp 
d X 



(267 b) 


es ist daher unabhangig von der Tiefe unter dem Wasserspiegel 
und ebenso wie iq nur von rr und t abhangig. Hiermit hangt 
jene Eigenthfimlichkeit der Grezeiten-Wellen zusammen, durch 
die diese sich am meisten von den Oberfiachenwellen unter- 
scheiden. Die Unabhangigkeit des horizontalen Druckgefalles 
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1 

i 


von der Wassertiefe liat namlieli znr Folge, dass auch. die 
Horizontal-Coro.ponenten der Tragheitskrafte in alien Punkten 
eines Qnerschnitts jederzeit gleich gross sein miissen^ da sick 
diese Horizontal-Componenten mit dem korizontalen Druck- 
gefffle im Gleichgewickte halten miissen. Hierbei ist nock zii 
beackten;, dass die Horizontal-Componenten der Tragkeitskraffee^ 
obsckon sie ebenfalls nnr sekr gering sind, nickt vernack- 
lassigt werden durfen, weil sie sick wegen der grossen Langs- 
ausdeknnng des Kanals schliesslick dock zu grosseren Betragen 
summiren. Auck das korizontale Drnckgefalle ist nur sekr 
gering; zwiscken weit genug von einander entfernten Quer- 
scknitten bestekt aber dock ein merklicker Niveannntersckied 
and kiernait ein merklicker Drucknntersckied zwiscken gleick 
hock liegenden Punkten beider Querscknitte. Dieser Druck- 
untersckied ist gleick dem Linienintegrale der Tragkeitskrafte 
langs der zwiscken beiden Querscknitten liegenden Strecke der 
Kanalaxe. Bezeicknet man die Horizontal-Componente der Gre- 
sckwindigkeit mit so ist 

1 .. ^ ^ ^3 

g dt dx ^ dx^ 

denn die Besckleunigung kann ki^r okne in Betrackt 


kommende Fekler durck ersetzt werden. 

at 


Aus der Gleickung 


dvi _ dj] 

dt ^ dx’ 


(267 c) 


die zu jeder Zeit erfiillt ist, folgt aber, dass ebenso wie 77 
auck ^ und kiernack anck wenn diese Gesckwindigkeit 

lediglick in Folge der Sckwingungsbewegung aus dem anfang- 
licken Rukezustande kervorgegangen ist, fur alle Punkte eines 
Querscknitts zur gleicken Zeit denselben Wertk kat. An der 
Wellenbewegung nekmen daker bei der Gezeiten- 
Welle (abgeseken von den ausserst geringen, durck 
die kier vernacklassigten Yertikal-Componenten der 
Tragkeitskrafte kervorgebrackten Untersckieden) im 
Gegensatze zu den Oberflaokenwellen alle Wasser- 
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tteilcken eines Quersdinitts mit derselben Grescliwin- 
digkeit Tlieil. 

Zu GL (267 c) tritt nock die Continuitats-Gleickung. Man 
betrackte den zwiscken zwei anfeinander folgenden Qner- 

0 “i? • • • 

scknitten liegenden Ranm. Wenn -rr^ positiv ist, stromt ans 
^ ox ^ ' 

ikm in der Zeiteinkeit die Menge 

hQi + v)^^-dx 

mekr ans als ein, wenn die Breite des Qnerscknitts mit b be- 
zeieknet wird, so dass bQi'^rj) den Flacheninkalt des Quer- 
scknitts angiebt. Wenn mekr ausstromt als einstromt^ muss 
der Wasserinkalt entspreckend abnekmen nnd dies kann nur 
dadnrck gesckeken, dass sick rj entspreckend vermindert. Man 
erkalt so die Gleicknng 

h(h + 'ri)^dx = — idx-i^- 

^ ^ cx ot 


Streickt man auf beiden Seiten die gleicken Faktoren nnd 
nimmt man ferner nock an, dass die Spiegelsckwan- 
knngen tj gering sind im Vergleicke zur Tiefe h des 
Kan als, so dass rj gegen h vernacklassigt werden k.ann, so 
erkalt man die Continnitatsgleicknng in der yereinfackten Form 


h = 


ox 


dt 


(267 d) 


Ans den beiden Differentialgleichnngen (267c) nnd (267 d) 
kann man nnn leickt eine der beiden Veranderlicken xmd ')] 
eliminiren, indem man die eine Gleicknng nack x, die andere 
nack t dilferentiirt nnd nack Mnltiplikation der einen oder 
anderen mit g oder Ji beide yon einander snbtrakirt. Man ge- 
langt so zn den Gleickungen 


ct^ 



d~7i 



(267 e) 


Die beiden Veranderlicken nnd rj miissen daker derselben 
partiellen Differentialgleicknng zweiter Ordnnng gentigen, die 
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oibrigens zu. jenen wenigen gekort, deren allgemeine Losimg 
bekannt ist. Verstebt man unter und F^ zwei Functionen 
Ton beliebigem Ban, so ist 

% =^F^{x-\- ct) -f- F^ (x — ct) (267f) 

und dieselbe Losung gilt aucb der Form nacb fiir rj, Vorans- 
gesetzt wird dabei, dass die Constante c passend bestimmt 
wird und zwar findet man beim Einsetzen des Wertbes in die 
Differentialgleicbung, dass 

c = Yg}i .(267g) 

sein muss. Die Functionen jF^ und F^ erbalten ibre nabere 
Bestimmung durcb die im Anfangszustande gegebenen Grrenz- 
bedingungen. Es ist aber gar nicbt notbig, dies weiter aus- 
zufdbren, da das Fortpflanzungsgesetz der Welle scbon aus 
Grl. (267f) deutlicb genug erbannt werden kann und, wie aus 
dieser Grieicbung bervorgebt, Yon der besonderen Wellenform 
ganz unabbangig ist. Die Gleicbung stellt zwei sicb iiber- 
einander lagernde und in entgegengesetzter Ricbtung obne 
Formanderung fortscbreitende Wellen dar. Betracbten wir 
zunacbst die durcb das zweite Glied dargestellte, in der Ricb¬ 
tung der positiven X-Axe fortscbreitende Welle, setzen also . 
v^ = F^{x — ct), 

SO erkennen wir, dass wir nacb Ablauf einer Zeit /\t uberall 
wieder zu demselben Wertbe yon gelangen wie Yorber, 
wenn wir zugleicb um eine Strecke Ax fortscbreiten, so dass 

A rc 

ist. Dasselbe gilt aucb fur Die Welle bat sicb also in 

At obne jede weitere Aenderung nur um Ax yerscboben und 
die durcb Gl. (267 g) naber bestimmte Constante c stellt die 
Fortscbreitungsgescbwindigkeit der Welle dar, die natiirlicb 
Yon der Gescbwindigkeit der Wassertbeilcben wobl unter- 
scbieden werden muss. Damit ist aber die Aufgabe, die wir 
uns stellten, gelost, denn man erkennt auf dieselbe Art, dass 
aucb das erste Glied in Gl. (267 f) eine mit der gleicben 
.Gescbwindigkeit c, aber.im Sinne der negatiyen X-Axe fort^ 
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schreitende Welle Yon beliebiger Gestalt darstellt^ die sicb der 
ersten iiberlagert. 

Die Fortscbreitungsgescbwindigkeit ist nacb Gl. 
(267g) nur yon der Tiefe des Gewassers abhangig und 
zwar ist sie doppelt so gross^ als die Fallgeschwindig- 
keit, die ein Korper beim freien Fall aus einer Hohe 
Ji annelimen wiirde. 

§ 47. Stromung in Rohren; die Zahigkeit des "Wassers. 

Die Bewegung des Wassers in Robrleitmigen interessirt 
den Tecbniker in bobem Grade. Leider ist jedock die Theorie 
dieses Vorgangs so yerwickelt, dass man in den praktisch 
wicktigeren Fallen anf Nabernngsannabmen angewiesen ist, die 
nickt aus der Tbeorie selbst, sondern aus Versucbsergebnissen 
abgeleitet sind. Man besitzt zwar eine ganz einfacbe Tbeorie, 
die eine moglicbe Bewegungsart fiir die Wasserstromung in 
Robren kennen lebrt. Der Erfabrung zufolge kommt diese 
Bewegung aber nur dann wirklicb zu Stande, wenn die Wasser- 
gescbwindigkeit im Robre yerhaltnissmassig gering ist. Fur 
jede Robrweite giebt es iiamlicb, wie 0. Reynolds durcb um- 
fangreicbe Versucbe festgestellt hat, eine gewisse kritiscbe 
Gescbwindigkeit, nacb derenDeberscbreitung die Bewegungs¬ 
art plotzlicb wecbselt. Bezeicbnet man den Durcbmesser des 
Robrs mit d, die specifiscbe Masse der Fliissigkeit mit den 
auf den folgenden Seiten naber zu besprecbenden Zabigkeits- 
Coefficienten mit Iv und yerstebt man unter K eine aus den 
Versucben abgeleitete Constante, so ist die kritiscbe Gescbwin¬ 
digkeit V (als Durcbscbnittsgescbwindigkeit fiir den ganzen 
Robrquerscbnitt aufgefasst) nacb Reynolds durcb die empirische 
Formel 

JcK 

“■ lid 

gegeben. Die Constante K ist, wie aus den Dimensionen der 
in der Formel auftretenden Grossen beryorgebt, eine absolute 
JZabl und zu 1900 bis 2000 ermittelt. Setzt man Wasser von 
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ungefahr 15^ 0. voraus, wofiir Tc etwa gleick 140 • 10“"^ ^ sec 

angenommen werden kann, so erkall man mit m == 
und K = 2000 rnnd 

v = ^> 8 . 10-^^4 
sec a 

also z. B. -y = 0,28 — fiir = 1 cm = 0,01 m oder v — 0,0028 — 
sec ^ r sec 

fiir = 1 m. Man erkennt daraus, dass die kritiscke Ge- 
sckwindigkeit bei sebr engen Roliren Yerbaltnissm*assig gross, 
bei grossen Wasserleitungsrobren aber so klein ist, dass die 
einfache Theorie fiir diese gauz obne Bedeutung ist. In der 
That stimmen aucb die Ergebnisse der einfacben Theorie mit 
den von Poiseuille an engen Rohren durchgefiihrten und spater 
dfters wiederholten Versuchen recht gut iiberein, wahi'end der 
Leitungswiderstand bei weiten Rohren viel grosser ist, als aus 
der einfacben Theorie folgen wtirde, Auf diesen Punkt werde 
ich nacbber nocb einmal zuruckkommen, vorher aber die fiir 
die Bewegung in engen Rohren giiltige einfache Theorie aus- 
einandersetzen. 

Jedenfalls spielt bei alien Wasserstromungen in Rohren 
(oder auch in offenen Kanalen) die innere Reibung oder mit 
anderen Worten die Zahigkeit der Fltissigkeit eine so wesent- 
liche Rolle, dass sie you Anfang an in passender Weise be- 
riicksichtigt werden muss. Nun weiss man zwar noch keines- 
wegs genau, welchen Gesetzen die Pliissigkeitsreibung unter- 
worfen ist, Es scheint indessen, dass sie — im Gegensatze 
zur Reibung zwischen festen Korpern — unabhangig von dem 
Drucke ist, mit dem die einzelnen Stromfaden aufeinander- 
gepresst sind. Dagegen hangt sie sehr wesentlich von den 
Geschwindigkeitsunterschieden zwischen benachbarten Strom¬ 
faden ab. Mit den Geschwindigkeitsunterschieden nimmt auch 
die innere Reibung bis auf Null ab und solange die Geschwin- 
digkeitsunterschiede nicht -zu gross werden, kann man — 
wenigstens vorlaufig und naherungsweise — die innere Reibung 
als proportional dazu ansehen. Ausserdem hangt die Reibung 
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nattirlicli auch Ton der Art der Flussigkeit und auch von ihrer- 
Temperatur ab. Um dem Recbnnng zu tragen, fuhren wiir 
eine Constante h ein, die -wir als den Zahigkeitscoefficienten. 
bezeiebnen woUen. Der Wertb von 7; kann nur durcb Yersncke- 
ermittelt werden. Fiir Wasser ist er nach Versucben voel 
0. E. Meyer 

bei 10,1“ 15,5« 17,9° 21,6° C. 

gleicb 157.10-° 136.10-° 129.10-° 118.10-° ^ • see 


nach. TJmreclinung auf das techniselie Maasssystem. . Die Dimen¬ 
sion von Ivj die Hier angegeben ist, ergiebt sicb ans den nach- 
folgenden Formeln. 

Wir betracbten eine Wasserstromnng im RoKre, bex 
der die Stromlinien sammtlicli gradlinig nnd parallel 
zur Robraxe sind. Der Querscbnitt des Robres wd als 

-kreisformig vorausgesetzt, so dass der Sym- 

/ Gescbwindigkeit nnr von dena 

( 1 Robraxe abbangig ist. In 

\ I stelle der anssere Kreis den inneren 

y Umfang des Robrs im Querscbnitte dar. Wir 
' betracbten die Bewegnng des Wassers inner- 
balb des dnrcb Scbraffirnng bervorgebobenen 
Kreises von dem beliebigen Halbmesser x. Die Gescbwindig¬ 
keit am Umfange dieses Kreises sei gleicb v. Wenn x urn. 
dx wacbst, andert sicb .v um dv. Diesem Gescbwi'ndigkeits- 
gefaUe ist die Reibnng an dem Umfange des scbraffirten Kreises 
zwiscben den innerbalb und den ansserbalb , liegenden Strom- 
faden proportional zu setzen. Am Robrumfange wird das 
Wasser dui*cb die Reibnng an der‘ Robrwand' festgebalten- 
daber wird die Gescbwindigkeit von der Mitte aus mit wach.- 
sendem ^ abnebinen, d. h., dv ist als negativ zu erwarten.. 
Die Reibnng zwiscben den Stromfaden tritt in solcbem Sinne 
auf, dass das scbneller fliessende Wasser das langsamer fliessende 
mit sicb fortzureissen - sucbt oder — was auf dasselbe .Kinaus^ 


kommt — dass das langsamer fliessende das scbneller fliessende 
aufzubalten sucbt. Fiir die innerbalb des scbraffiften Kreises. 
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liegenden Stromfaden ist die Reibnng daber eine verzogernde 

Kraft, -wenn negativ ist. 

^ dx ^ 

Die Wasserbewegung erfolgt aber nach Voraussetzung 
gradlinig und daber dqr ^ Continuitatsbedingung wegen aucb 
mit constanter Grescbwindigkeit. Demnacb miissen sicb alio 
YOU aussen ber auf ein beliebig abgegrenztes Volumenelenient 
iibertragenen Krafte im Gleicbgewicbte mit einander balteii. 
Der Kreis vom Halbmesser x bilde den Qnerscbnitt eines 
Wassercylinders^ dessen Lange d 0 sei. Parallel zur 
die mit der Robraxe ziisammenfallt, wirken atif diesen Wasser: 
cylinder die Reibungen am IJmfange yerzogernd ein. Ibre 
Snmme ist gleich 

dx 

Durcb diesen Ansatz wird zngleicb die Bedentung des 
Z'abigkeitscoefficienten 7c naber definirt. Damit Grleicb- 
gewicbt bestebe, muss zwiscben beiden Oylindergrundflacben 
ein Druckunterscbied von derselben Grosse auftreten. Hiermit 
erklart sicb zunacbst das Druckgefall langs der Robraxe, das 
scbon aus der Erfabrung bekannt ist. Bei einer Yollkommen 
reibungsfreien Fliissigkeit w^re zwiscben yerscbiedenen Quer- 
scbnitten einer borizontal yerlaufenden Leitungsrobre kein 
Druckunterscbied zu erwarten. Da ferner v unabbangig yon 0 
ist^ folgt^ dass aucb der Druckunterscbied proportional mit d 0 
ist. Daber ist 

dp ^ Po— Pi 
. . dz ' I 

wenn der Druck im Anfange und pj^ der Druck am Ende 
der Robrlange I ist und die Druckabnabme auf die Langen- 
einbeit zur Abkiirzung mit c bezeicbnet wird. Piir das Gleicb^ 
gewicbt der Kraftcomponenten im Sinne der Z-Axe erbalten 
wir biernacb die Bedingungsgleicbung 

cd 0 • = ■— 27tx ^ 



oder kurzer 
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dv _ c 

Duxci. Integration folgt darans 

v = (269) 

Die Integrationsconstante C ist ans der Grenzbedingung am 
Robxnmfange zn ermitteln. Dnter der Voranssetznng^ dass die 
Reibnng zwiscten einem festen Korper und einer ibn beriibren- 
den Fliissigkeit demselben Gesetze folgt^ wie die Reibnng 
zwiscben verschiedenen Fltissigkeitsscbichten^ muss man er- 
warten^ dass die Fliissigkeit am Robrnmfange die Geschwin- 
digkeit Null bat, weil einem plotzlicben Sprunge in der Ge- 
scbwindigkeit zwiscben der rubenden Robrwand und der an- 
grenzenden Fliissigkeitsscbicbt nacb unserer Voraussetzung fiber 
die Wasserreibung eine unendlicb grosse Reibung entsprecben 
wfirde. Dieser Scbluss scbeint aucb im Allgemeinen durcb die 
Erfabrung bestatigt zu sein; nacb Versucben yon Helmholtz 
scbeint es freilicb moglicb zu sein, dass zwiscben besonders 
glatten Wanden und angrenzenden Fliissigkeitsscbicbten aucb 
endlicbe Gescbwindigkeitsunterscbiede moglicb sind. Es ist 
aber nocb sebr zweifelbaft, ob die betreiffenden Beobacbtungs- 
ergebnisse nicbt ricbtiger darauf zuriickzuffibren sind, dass der 
Ansatz fiir die Fliissigkeitsreibung von vornberein nicbt genau 
zutrifft. An gewobnlicben Glaswanden oder an den rauben 
Oberflacben von Metallrobren diirfte indessen die angrenzende 
Fliissigkeit festbaften. Icb fiibre daber die Grenzbedingung 
ein, dass fiir x = r die Gescbwindigkeit — 0 wird. Damit folgt 



und biermit 

^ = (270) 

Tragt man in jedem Punkte eines Durcbmessers die 
zugeborige Gescbwindigkeit v in einem passenden 
Maassstabe recbtwinklig ab, so erbalt man als Ge- 
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scliwindigkeitsYertlieilungsdiagrartini einen Parabel- 
bogen. 

Die durcli jeden Querschnitt der Rohre in der Zeiteinheit 
fliessende Wassermenge sei mit Q bezeiclinet. Man findet 
indem man jedes Flaclienelement des Qnerscbnitts mit der 
zugeliorigen Gescbwindigkeit mnltiplieirt nnd bieranf uber den 
ganzen Querscbnitt integrirt. Man bat daber 

r 

27txdx — J*(r^x — x^) dx = r\ (271) 

0 0 

Unter der mittleren Gescbwindigkeit der Stro- 
mnng yerstebt man jene Gescbwindigkeit^ die alien Stromfaden 
znkommen rniisste, wenn sie bei alien gleicb gross sein nnd 
dieselbe Flussigkeitsmenge Q dnrcb den Querscbnitt fiibren 
sollte. Man bat daber 

7 tr^ SJc 

Die Gescbwindigkeit in der Mitte ist daber doppelt 
so grosS; als die mittlere Gescbwindigkeit. 

Man verwendet diese Formeln gewobnlicb entweder, um 
bei gegebenem h den Druckbobenverlust c fur die Langen- 
einbeit zu berecbnen^ der erforderlicb ist^ um eine verlangte 
Flussigkeitsmenge Q durcb die Robre zu treiben^ oder um /r 
aus den iibrigen Wertben^ die bei einem Yersucbe direkt 
beobacbtet sind, zu ermitteln. Durcb Aufldsen nacb c findet 
man aus Gl. (272) 

—p, Slcv 

^ _ ■'^0 _ m 

I “ ^ 

d. h, das Druckgefall wird biernacb proportional der 
ersten Potenz der Gescbwindigkeit und umgekebrt 
proportional der zweiten Potenz der Robrweite ge- 
funden. 

Bei den Versucben von Poiseuille mit engen Robren 
traf dies zu; bei gewobnlicben Wasserleitungsrobren und bei 
den WassergescbwindigkeiteUj mit denen man es in den ge- 
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wolmlicli Yorliegenden Fallen zu thun hat^ lelirt aber die Er- 
fahrung, dass das Druckgefall Yielmehr nahezu pro¬ 
portional der zweiten Potenz der Giescliwindigkeit nnd 
nmgekelirt proportional der ersten Potenz* der Rohr- 
weite gesetzt werden kann. Man findet, dass der Druck- 
kohenYerlust fur eine Rohrlange, die etwa das 40- bis 50-faclie 
des Rolirdurclimessers betragt, so gross ist^ wie der Druck^ 
der erforderlich ist, um dem Wasser beim Ausstromen aus 
einem Grefasse in die freie Luft die Gescbwindigkeit zu 
ertbeilen. Man driickt dies aucb dabin aus^ dass der durcb 
die Fliissigkeitsreibung berbeigefiibrte Verlust an mecbaniscber 
Energie auf die angegebene Strecke bin ebenso gross ist^ wie 
die kinetiscbe Energie des stromenden Wassers. 

Eine Erklarung fiir das abweicbende Verbalten der Stro- 
mung oberbalb der kritiscben Gescbwindigkeit ist darin zu 
erblickeuj dass die einfacbe gradlinige Stromuiig d'ann 
nicbt mebr stabil ist. Denkt man sicb namlicb diese Stro- 
mung anfanglicb gegeben und setzt Yoraus^ dass durcb zu- 
fallige Umstande eine geringe Abweicbung Yon ibr Yeranlasst 
werde^ so fragt es sicb, ob diese Abweicbung alsdann Yon 
selbst wieder erliscbt, so dass die ursprunglicbe Stromungsart 
wieder bergestellt wird^ oder ob sie sicb Yielmebr Yon selbst 
Yergrossert^ so dass dadurcb die Stromung der Art nacb yoU- 
standig geandert wird. Im ersten Falle ist die Stromung stabil; 
im anderen Yermag sie sicb in der Yorausgesetzten Art liber- 
baupt nicbt dauernd aufrecbt zu erbalten und der endgultige 
StromungsYorgang muss ein Yolbg daYon Yerscbiedener werden. 

Bis zu einem gewissen Grade Yermag man sicb durcb 
freilicb sebr Yerwickelte Recbnungen Recbenscbaft daYon zu 
geben^ wann der eine oder der andere Fall zu erwarten ist. 
Zu diesem Zwecke denkt man sicb die ganze Stromung in 
eine parallel zur Robraxe Yeiiaufende Hauptbewegung und eine 
sicb liber sie lagernde periodiscb wecbselnde Nebenb.ewegung 
zerlegt^ so dass beide die Cohtinuitatsbedingung und die Grenz- 
bedingungen fur sicb genommen erfulleo. , Dabei zeigt sicb 
zunacbst^ wenn man die im nacbsten Paragrapben aufzustellen- 
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den Bewegungsgleiciiungen fur die zalae Fltissigkeit zu Ratlie 
zieht, dass die. Hauptbewegung selbst durcb das Besteben der 
Nebenbewegung in Mitleidenscbaft gezogen wird^ so dass fiir 
sie andere Gleicbungen gelten^ als wenn' diese wegfiele. Perner 
ergiebt sicb, dsiss die lebendig'e Kraft der ganzen Stromung 
gleicb. der Summe der lebendigen Krafte fiir die einzeln ge- 
nommeneu: beiden Bewegungsantbeile gesetzt werden bann. 

^ Man leitet dann eine Formel ab fiir die zeitlicbe Aendernng 

der lebendigen Kraft E' der Kebenbewegung und siebb 

zu^ ob dieser Aiisdruck negativ oder positiv ausfallen wird. 
TJeberwiegen die negativen Griieder, so erliscbt die Meben- 
bewegnng; im anderen Falle steigert sie sicb und die vorans- 
gesetzte Hauptbewegung ist labil. 

Obne auf die Durcbfiibrung dieser Betraobtungen weiter 
einzugeben, erwabne ich nur, dass sie in TJebereinsthnmung 
mit den Beobacbtungstbatsacben zu dem Scblusse fiibrt, dass 
die einfacbe Hauptbewegung, die wir vorber in diesem Para- 
grapben betracbteten, urn so eber labil werden rniisse, je grosser 
ibre Gescbwindigkeit und je grosser der Robrdurcbmesser wird. 
Dagegen ist es bisber nicbt gelungen, auf tbeoretiscbem Wege 
eine bestimmte Auskunft daruber zu erlangen, von welcber 
Art die Hauptbewegung nacb Ueberschreitung der kritiscben 
Gescbwindigkeit wird. Yon dieser Hauptbewegung bangt 
natiirlich die Beziebung zwiscben der durcb das Robr fliessen- 
den Wassermenge und dem Druckgefalle ab. 

Einen ungefabren Anbalt dafiir erbalt man jedocb durcb 
einige einfacbe Ueberlegungen. Man denke sicb wieder wie 
vorber in Abb. 68 einen Cylinder vom Halbmesser x, aber 
von einer ini Yergleicbe zum Robrdurcbmesser grossen Lange L 
abgegrenzt. Als bescbleunigende Kraft wirkt auf die in dem 
Cylinder entbaltene Y^assermasse wieder wie vorber der Druck- 
unterscbied an beiden Endquerscbnitten. Diese 'Kraft kann 
aber jetzt nicbt ausscbliesslicb ’ zur Ueberwindung der Plussig- 
keitsreibung am Cylinderumfaiige verbraucbt warden. Wegen 
der nacb Yoraussetzung bestehenden ^Mebenbewegung^^’ findet 
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namlicli zugleicli durcli den Cylinderumfang ein Austansch 
YOU Flllssigkeitstlieilcheii statt. Da nun die Yon aussen her 
eintretenden Theilchen im Allgemeinen eine geringere Ge- 
schwindigkeit in der Riektung der Rokraxe mit sick bringen^ 
als die austretenden^ so muss ein Theil des bestekenden Druck- 
gefalles zur Besckleunigung dieser Tkeilcken Yerwendet werden. 
Hiermit erklart sick zunackst, warum das Druckgefall fiir die 
nack der Mitte kin liegenden Wasserf'aden grosser werden muss, 
als wenn die Hauptbewegung mit Aussckluss der Neben- 
bewegung Yor sick ginge. Die der Wand nake liegenden 
Sckickten erfakren umgekekrt durck die Einwanderung Yon 
sckneller fliessenden Tkeilcken aus dem Innern — im Aus- 
tauscke gegen die langsamer fliessenden der ausseren Sckickten 
— einen Antrieb nock liber das Druckgefffl kinaus. Daraus 
folgt, dass dort grossere Flussigkeitsreibungen zu uberwinden 
sind, d. k. dass die Abnakme der Gesckwindigkeit nack aussen 

kin Oder ^ in der Yorausgekenden Recknung nack der Wand 

zu bedeutend grosser werden muss, als dort gefunden wurde. 
Wakrend im friikeren Falle eine paraboliscke Gesckwindigkeits- 
Yertkeilung uber den Querscknitt gefunden wurde, mussen wir 
als Folge des Hinzutretens der ISTebenbewegungen erwarten, 
dass sick die Gesckwindigkeit Yon der Mitte aus nack aussen 
kin zunackst Yiel weniger andert und dass erst in der Nake 
der Wand ein weit starkerer Abfall der Gesckwindigkeit eintritt. 

In der Tkat lekren auck Beobacktungen uber die Ge- 
sckwindigkeitsYertkeilung in weiten Rokrleitungen, dass die 
Gesckwindigkeit innerkalk des bis nake zum Rande kin reicken- 
den mittleren Querscknittstkeiles nur wenig, in der Nake der 
Rokrwand aber Yiel sckneller nack aussen kin abnimmt. Man 
kann dies in einfackerer Zusammenfassung der Yorkergekenden 
Erorterungen damit erlautern, dass durck die Durckeinander- 
rukrung der mittleren Wassermassen ein Ausgleick der Ge- 
sckwindigkeiten kerbeigefukrt wird. Die der Rokrwand zunackst 
liegenden Sckickten konnen sick an diesem Ausgleicke nickt 
betkeiligen, da sie wegen der Grenzbedingung am Rande nickt 
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nacli innen lim answeichen und dalier aucli nicht gegen von 
innen znstromende Massen ausgewechselt werden konnen. 

Die Reibnng an der Rolirwand, die fiir einen bis dabin 
reichenden Wassercylinder in jedem Falle gleicb dem Druck- 
nnterscbiede zwiscben den Endquerscbnitten sein mnss, ist dem 

G-escbwindigkeitsabfalle fdr x = r proportional. Da nnn 

oberhalb der kritiscben Gescbwindigkeit dieser Wertb viel 
grosser, als nacb den friiher aufgestellten Pormeln wird, so 
folgt, dass aucb ein entsprecbend grosseres Drnckgefall notbig 
ist, um die Bewegung zu nnterbalten. Es lasst sicb ancb 
voransseben, dass die Miscbnng der einzelnen Wasserfaden 
dnrcb die ISTebenbewegung nm so starker erfolgt nnd der 6e~ 
scbwindigkeitsabfall sicb nm so mebr nacb der Robrwand bin 
znsammendrangt, je grosser die dnrcbscbnittlicbe Stromnngs- 
gescbwindigkeit ist. Hiernacb ist zu erwarten, dass der Ge- 
scbwindigkeitsabfall an der Robrwand nnd biermit ancb die 
Reibnng an der Wand, sowie das erforderlicbe Drnckgefall 
scbneller wachsen als die Gescbwindigkeit selbst. Dass freilicb 
das Drnckgefall nnn grade der zweiten Potenz der Gescbwindig¬ 
keit proportional sein iniisse, ist ans dieser Betracbtung nicbt 
abznleiten. In der That ist es ancb nicbt wabrscbeinlicb, dass 
dies genan zntrafe. Vielmebr weisen die Beobacbtungsergeb- 
nisse nmgekebrt daranf bin, dass der Widerstand etwas lang- 
samer als die zweite Potenz znnebme; nacb den Versncben 
von Reynolds ware etwa die 1,7. Potenz der Gescbwindigkeit 
anzunehmen. 

§ 48. Die Bewegungsgleicbungen fiir zalie Fliissigkeiten. 

Die Entwickelnngen in der ersten Halfte des vorigen 
Paragrapben bilden das einfacbste Beispiel fiir den bente 
iiblicben Ansatz znr tbeoretiscben Untersncbnng von Flnssig- 
keitsbewegnngen, bei denen man den Einflnss der Reibnngen 
— so gnt als es eben moglicb ist — zu beriicksicbtigen 
wiinscbt. An sie scbliessen sicb leicbt die allgemeineren Be- 
wegnngsgleicbnngen an, von denen man annimmt, dass sie 
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dem wirkliclieii Verlialten der zlLhen Fliissigkeiten am besten 
entspreclieii. 

Beim Auftreten von Reibungen ist der Flussigteitsdriick 
nach versckiedenen Riclitnngen kin verscliieden gross. Um die 
inneren Ejr'afte in nbersichtliclier Weise z\x bezeiehnen, greift 
man daber am besten anf die ans der Festigkeitslehre bekannte 
Darstellnng’sweise ztiriick. Ftir das Gleichgewicbt eines Vo- 
Inmenelements erliielten wir in Band III^ S. 23 die Bedingnngs- 
gleicbungen 


^ + ^ + ^ + ^ = 0 
ox ' oy ^ oz ' 

+ ^ + + r= 0 

oy ' OX ' oz ' 


, dt. 
+ 


dz 


dx 


‘ dy 


.+ ^= 0 . 


Diese konnen ancb bier sofort verwendet werden^ wenn 
man den 6 und x ibre friibere Bedentung lasst^ nnter den r 
also die Componenten der inneren Reibungen verstebt-^ in die 
Componenten XYZ der ausseren Massenkraft aber zugleicb 
die Tragbeitskraft mit einrecbnet^ die man beifiigen muss, um 
das dynamiscbe Problem* auf ein statiscbes zuriickzufiibren. 

Gewobnlicb kommt es auf die Scbwere nicht an; man 
fragt vielmebr, wie scbon bei der TJntersucbung im vorigen 
Paragrapben, damacb, wie sicb der Vorgang gestaltet, wenn 
das Gewicbt ausser Acbt gelassen wird. Dann sind unter X YZ 
nur nocb die Componenten der Tragbeitskraft zu versteben 
und man erbalt 


^ dt ■ dx dy dz 


dv^ 


dy ‘ dx 


^ dz 


^ ~dt ~ dz dx ~d^) 


(274) 


Diese Gleieliungeii treten an die Stelle der Euler’sell en 
Gl. (212) oder (213). Fur die totalen. Differentialquotien,ten. 
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der Grescliwmdigkeitscomponeiiten nach der Zeit konnen 

auck tier wieder die Wertke aus den Gl. (211) eingefiikrt 

werden. — Dass sick das Vorzeicken von gegeniiber — ^ 

0 OG 0 OG 

kier im Vergleicke zu den Gl. (212) oder (213) umgekekrt 
kat, ist xibrigens einfack darauf zuriickzufiikren^ dass in der 
Festigkeitslekre Zngspannnngen iiberall positiv^ gerecknet wnrden^ 
wakrend kier ein positives p einen Drnck bedentet. 

Wir miissen jetzt nock die Annakme iiber den Zusammen- 
kang zwiscken den inneren Reibnngen nnd den Gesckwindig- 
keitsdifferenzen, von der wir sckon im vorigen Paragrapken 
ansgingen, znm Ansdrucke bringen. Dabei ist vor Allem zn 
beackten^ dass auck kier die in der Festigkeitslekre bewiesenen 
Gleichungen 

'^xy '^yx) '^xz '^zxl '^yz '^zy 


nnverandert bestehen bleiben. Die innere Reibuns ist 

o xy 

znnackst in Zusammenhang zu bringen mit dem Differential- 
quotienten ; denn ist gleichgericktet mit nnd fiir die 

Reibnng kommt die Aenderung in Betrackt, die ^2 erfakrt^ 
wenn man in der Ricktung x weiter gekt. Wenn aber eine 
Reibnng x^y entstekt, so entsprickt ikr zngleick auck eine 
Reibnng Xy^ nnd umgekekrt. Die Reibnng Xy^ stekt nack der 
friiker anfgestellten Annakme im nacksten Znsammenkange 


mit dem Differentialqnotienten - 


dv^ 


dy ’ 


Wir erkennen darans, 
nnd 


dass fiir den gemeinsckaftlicken Wertk von 

o xy 

Xy^ beide Differentialqnotienten maassgebend siiid 
nnd setzen 



Dieser Ansatz bildet demnack nnr eine folgericktige Weiter- 

P5ppl, Dynamik. 2. Aufl. 30 
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bildimg des scbon im vorigen Paragraphen gewahlten. — Mit 
den fiir die SclLubspannmigscomponenteii in elastischen Korpern 
aufgestellten Wertben, Band III^ 61. (288), stimmen iibrigens 
die aus den 61. (275) eng xiberein. Man braucbt nur an Stelle 
der 6escliwindigkeitscomponenten die Verschiebungs- 

componenten | & ^in nebmen, nnd den Zabigkeitscoefficienten h 
durcb den Scbnbelasticitatsmodul G zn ersetzen, um zu den 
friiberen Formeln zn gelangen. Man kann dies zn einer an- 
scbanlicben Darstellnng des in den 61. (275) entbaltenen An- 
satzes beniitzen. Man betracbte namlicb die Wassermasse zn 
einer gegebenen Zeit nnd stelle bieranf die Verscbiebungen 
fest, die jeder materielle Punkt wabrend eines passend ge- 
wablten kleinen Zeittbeilcbens erfabrt. Wenn ein ^fester 
Korper nrspriinglicb dieselbe 6estalt batte, wie die 
Wassermasse nnd wenn er bieranf deformirt wird, so 
dass sicb jeder materielle Pnnkt in gleicber Ricbtnng 
nnd nm ebensoviel yersebiebt, wie der ibm in der 
Wassermasse entsprecbende Pnnkt, so entsteben in 
diesem Korper Spannnngen nnd die Scbnbspannungen 
stimmen fiir jede Stelle nnd fiir jede Scbnittricbtnng 
genan uberein mit den Reibnngen in der Wassermasse. 
Dni'cb diese Ueberlegnng wird die innere Reibnng mit einem 
Deformationsznstande in der Wassermasse in Znsammenbang 
gebracbt. 

Die gleicbe Ueberlegnng fiibrt ancb znr Anfstellung der 
Ansdriicke fiir die Normalspannnugen Diese konnen 

im Allgemeinen nicbt mebr genan gleicb nnter einander sein;; 
wir denken nns jede yon ibnen ans einem gewobnliclien Pliissig-* 
keitsdrueke p, der nacb alien Seiten bin gleicb ist, nnd aus 
einem Znsatzgliede znsammengesetzt, dessen Wertb yon der 
Zcibigkeit abbangt. Dieses Znsatzgbed bestimmen wir im 
XJebrigen ebenso ans dem Deformationsznstande wie yorber die 
Scbnbspannnngscomponenten. Wir baben dann in Anlebnnng 
an die 61. (292) yon Band III nnter Beriicksicbtigung der 
Unzusammendruckbarkeit der Pliissigkeit, die e gleicb Null 
niacht, zu setzen 
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= + (276) 

Die Bedeutung von p folgt iibrigens leicM aus diesen Glei- 
clmngen, wenn man sie addirt. Der Continnitatsbedmgnng 
wegen heben sicb dabei die mit Jc bebafteten Glieder fort nnd 
man behalt 



d. b. jp ist der aritbmetiscbe Mittelwertb des normalen Fltissig- 
keitsdruckes auf irgend drei zu einander senkrechte Scbnittflacbem 

Znr Begriindiing des dnrch die Gl. (276) ansgesprocbenen 
Ansatzes ist nocb darauf binznweisen^ dass die Ansdrticke fiir 
die Scbubspanniingscomponenten oder Reibungen in den Gl. (275) 
fiir jede Orientirung des Coordinatensystems giiltig bleiben. 
Nacbdem aber die Componenten r fiir alle Scbnittriebtnngen 
bereits festgelegt waren^ durften die Normalcomponenten o 
nicbt mebr willkiirlicb angenommen werden, sondem sie sind 
damit gleichfalls scbon impbcite gegeben: durcb die Bedingung 
namlicb, dass alle Spannnngen an einem beliebig berans- 
gegriffenen Volumenelemente im Gleicbgewicbte mit einander 
steben miissen. Der Uebergang von den Gl. (275) zu den 
durcb sie mit bedingten Gl. (276) konnte bier am einfacbsten 
durcb den Yergleicb mit den entsprecbenden Untersucb^ingen 
der Elasticitatstbeorie bewirkt werden. Man weiss namlicb 
scbon von friiber ber, dass Scbubspannungen, die dem An- 
satze (275) und Normalspannungen, die dem Ansatze (276) 
entsprecbeU; zu einem Gleicbgewicbtssysteme von Spannnngen 
geboren. 

Aucb die Arbeiten^ die von den Spannungscomponenten 
an der Oberflacbe eines Raumelementes bei der Verscbiebung 
urn v^dtj v^dt geleistet werden^ sind ebensogross wie 

bei der durcb die Verscbiebungen ausgedriickten Form- 

anderung eines elastiscben Korpers. An Stelle der umkebrbar 
aufgespeicberten Formanderungsarbeit tritt bier freilicb ein 

30 ‘'‘ 
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Verlust an mechanisclier Energie^ die wakrend der Zeit dt m 
Warme verwandelt wixd. Dieser Verlnst kann aber im Wesent- 
licben genau nach denselben Formeln bereclinet werden wie 
die ibni entspreckende elastische Formandernngsarbeit. Gegen- 
iiber dem Ansatze in 61. (296b), Bd. Ill, der etwa bierzu iiber- 
nommen -werden kann, ist nur zu beacbten, dass die Arbeit 
bier doppelt so gross ist, als dort, weil dort die Formanderung 
und die Krafte Yon Null an bis zu ibrem Endwertbe wucbsen, 
wabrend bier die Xrafte wabrend der ganzen Formanderung 
denselben Wertb bebalten. 

Wenn k = 0 ist, wird die Arbeit der Spannungen an 
jedem Raumelemente zu Null, d. b. in der Yollkommenen Fl-iissig- 
keit kann keine mecbaniscbe Energie verloren geben. Man 
kann daber eine Yollkommene Fliissigkeit aucb dabin 
definiren, dass bei ibr (abgeseben von Stossvorgangen, bei 
denen Fliissigkeitstbeile mit endlicb verscbiedenen Gescbwindig- 
keiten unmittelbar aufeinanderprallen) keine mecbaniscbe 
Energie in Warme verwandelt werden kann. 

Setzt man die Wertbe fur die Spannungscomponenten in 
die erste der Gl. (274) ein, so gebt diese -iiber in 



Nacb der Continuitatsgleicbung ist aber 


• ^ I ^ '^2 ^ '^8 _ n 

dx ' dy '' dz 

und daber aucb 

_L I _ A 

dx^ dxdy dxcz 

tliernacb beben sicb drei Glieder in der Klammer gegenein- 
ander fort und man erbalt mit Einfiibrung des Zeicbens 
fiir die Laplace’scbe Operation 


dv^ 

dt 




Entsprecbende Gleicbungen gelten aucb fiir die anderen Axen- 
ricbtungen. Setzt man nocb an Stelle der Bescbleunigungs- 
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componenten ilire Wertlie aus den Grl. (211), S. 372, so 
erhalt man 


lU.- -t- 


. dt 

(dVc, , 

'•W + 'i 

c ft? + % ? 


dx 

dv^ 

dx 


+ ®2 
dec + 


, dt\\ 

^ ^ -y. 

Sy'+O. ■ 


, dt 


dz 

^ dz) 

dv, 


O-(“ '^3 

oy ^ oz 


)= 


dx 
dp 
dy 


+ 


(277) 


Mit yfc = 0 gehen diese wieder in die Enler’schen Gleichnngen 
uber. Man kann aneb alle drei Gleicbungen in eine einzige 
Vektorgleicbnng znsammenfassen. wie es friiher mit den Enler- 
seben Gleicbnngen in Gl. (214) gesebeben war. Diese Glei- 
cbnng lantet bier 

(w + b) = - Vi) + fcV^b. (278) 

Wegen der yerwickelten Gestalt dieser Bewegungsglei- 
chnngen maebt die Lbsung Yon Anfgaben iiber die Bewegung 
zaber Flussigkeiten weit mebr Scbwierigkeiten, als die Losung 
der entspreebenden Anfgaben fur reibungsfreie Flussigkeiten. 
Um diese Scbwierigkeiten zu vermindern, begniigt man sich 
meist damit, den Bewegungsvorgang unter der Voraussetzung 
zu untersueben, dass die Gescbwindigkeiten nur sebr klein seien. 
Dann kann in GL (278) auf der linken Seite (i)V)iJ gegen 

Yernacblassigt, d. b. 

gb _^ 

dt dt 

gesetzt werden. Fiir eine stationare Bewegung ffflt dann die 
linke Seite iiberbaupt ganz fort und man erbalt 

(279) 

wozu nocb die Continuitatsgleicbung kommt. Durcb Zerlegen 
in Componenten wird iibrigens aus (279) 

iVS-g; 


(280) 
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Differentiirt man die erste dieser Gleiclinngen nacli die 
zweite nact y nnd die dritte nach 0 nnd addirt, so erbalt man 
mit Rticksiclit auf die Continuitatsbedingiing 

V^i; = 0. ■ ‘ (281) 

Man gelangt nun zu mogliclien Fliissigkeitsbewegungen, 
wenn man znerst fiir p eine Function der Coordinaten p = /*(;r2/^) 
waUt, die der Yorausgelienden Gleichung geniigt. Da es sich 
dabei um die einfacbe Laplace’scbe Gleicbung bandelt^, ver- 
mag man beliebig viele partikulare Losungen obne Weiteres 
anzugeben. Hierauf muss die Stromung^ die dieser Druck- 
vertkeilung entspricbt^ mit Htilfe der 61. (279) oder (280) 
ermittelt werden. Auf eine nabere Bescbreibung des Weges, 
der bierzu eingeselilagen werden kann^ werde ich micb aber 
bier nicbt einlassen. 

Dagegen soli nocb ein specielles Beispiel, namlicb die Be- 
wegung einer Kugel in einer zaben Fliissigkeit Er- 
wabnung finden^ womit die Untersucbung in § 41 eine will- 
kommene Erganzung erfabrt, Man setze 



Fiir alle Punkte auf der Oberflacbe der Kuo-el 

O 

vom Halbmesser Qj also fiir r — q veVscbwinden diese 
Gescbwindigkeitscomponenten. Fiir r= 00 verscbwinden 
und wabrend = a wird, d. b. die Fliissigkeit bewegt 
sicb in grosserer Entfernung von der Kugel parallel zur ^-Axe 
mit der Gescbwindigkeit a. Fiir die Differentialquotienten der 
Componenten erbalt man 
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Addirt man die drei Werthe zn einander, so erhalt man Null; 
die Continuitatsbedingung ist also erfiillt und durcli 
die Gl. (282) wird in der Tliat eine geometrisch mogliche 
Fliissiglieitsbewegung beschrieben, die^ wie wir vorber scbon 
sahen, auch die Grenzbedingungen an der Oberflacbe der 
rulienden Kugel und im XJnendlichen erfullt. 

Zur Ausfiibrung der Laplace’schen Operation an den 
Ausdriicken (282) kann man sicb der in Band III, § II bei 
Durclifiibrung einer mit der jetzigen analjtiscb sebr eng Ter- 
wandten TJntersuchung abgeleiteten Satze bedienen. Wir fanden 
damals z. B. in Gl. (358), S. 464, 2. Aufl. 


Y72 _ 

V 7F —■ 


Q>xz 


und auf demselben Wege erbalt man aucb 
V^(i) = 5 und = 

Mit Rucksicht hierauf ergiebt sick aus den Gl. (282) 


0 . 




aQ 




9 yz 

Y ^; 




o aQ 
Y Y"* 


Tragt man diese Wertbe in die GL (280) ein, so erbalt 
man nacb Ausfiibrung der leicbt zu bewerkstelligenden Inte¬ 
gration 

P =Po — T ^3 • (284) 


Die Integrationsconstante bedeutet den Flussigkeitsdruck in 
grossem Abstande yon der Kugel, auf den es aber im TJebrigen 
nicbt ankommt. 

Es fragt sicb jetzt nur nocb, wie gross der resultirende 
Druck ist, den die Fliissigkeit auf die ibr im Wege 
stebende Kugel ausiibt. Aus Symmetriegriinden muss diese 
Kraft parallel zur Z-Axe sein. Bezeicbnen wir sie mit P, so 
ist zunacbst 

P==^JdF.p„,, 
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wenn mit die ^-Componente des specifisdien Fliissigkeits- 
drucks im Oberflachenelemente dF der Kugel bezeiclmet und 
die Integration iiber die ganze Kugelflacbe erstreckt wird. 

Fiir bat man aber nacb GI (6), S. 25 yon Band III 

Pnz = COS {nz) + eos {nx) + cos (nij). 

Dabei kann man die Eichtnngscosinns der Iformalen zur Kngel- 
oberflacbe in unserem Falle leicbt in den Coordinaten von dF 
ausdriicken^ womit der vorige Ausdruck nbergeht in 


Pn 


— o', -\ -T -|- 


Q S-- 


Fiir die Spannungscomponenten 6^ n. s. f. an der Kugel- 
oberflacbe findet man ans den GL (275) nnd (276)^ nacbdem 
man in diese die Gescbwindigkeitscomponenten ans den 61. (282) 
eingesetzt nnd bieranf r = p gemacbt bat. 


, BaTc/Zz 

/X 2xz-\ 
Q‘' ) 




Bah 
”2“ 
Bah / y 

“ 2 ” [j 


Q 

[ _22/^\ 

- ) 


2zh 

) 


Hiermit wird endlicb 




Bah 

-Bz- 

2i!‘ 


2x^-z^- 


2y^z^' 

2 

-9^ ~ 

?■* ' 

1 

Q- 


' 9® 

9"^ - 


]!• 


Beacbtet man, dass 


S' 


dF-0 = O 


ist, imd dass sicb die Glieder in der eckigen Klammer zn 1 
znsammenzieben, so vereinfacbt sicb dieser Ansdrnck zn 


Oder wenn man fiir die Kngeloberflacbe J*dF ibren Wertb 
47tQ^ einfiibrt, 

P = &jtahQ, (285) 

d. b. der resnltirende Fliissigkeitsdrnck wird propor¬ 
tional der ersten Potenz der Gescbwindigkeit nnd zn- 
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gleicli anch proportional der ersten Potenz des Kugel- 
halbinessers gefnnden. 

Besonders znyerlassig ist dieses Resultat/ wie sckon friilier 
bemerkt wnrde^ freilich keineswegs. Vor allem muss man sick 
erinnern, dass die ganze Betracktung nur fiir seki' kleine Gre- 
sckwindigkeiten a giiltig ist. Fiir solcke sckeint nun freilick 
die Proportionalitat mit der ersten Potenz der Gesckwindigkeit 
kinreickend genau durck die Erfakrung bestatigt zu sein. Fiir 
grossere Gesckwindigkeiten wackst aber der Erfakrung nack P 
jedenfalls sckneller als a, und zwar ungefakr proportional mit 
dem Quadrate yon a. Auck dass P dem Halbmesser und nickt 
der Flacke der Kugel proportional gefunden wurde, befremdet 
zunackst und fiir grossere Gesckwindigkeiten trifft dies auck 
in Wirklickkeit nickt zu. 

Anmerkung. Eine Anwendung yon besonderer Art findet die 
Tkeorie der z^ken Eliissigkeiten auf die Reibungsersckeinungen 
zwiscken gut gesckmierten Masckirentkeilen. Unter der 
Yoraussetzung, dass das Sckmiermittel die im Eingriffe mit einander 
stekenden Tkeile yollstandig trennt, kaun die Eeibung nur in der 
Sckmiersckickt iibertragen werden. Insofem sick das Sckmiermittel 
aknlick wie eine zilke Eliissigkeit yerkElt, kommt dann eine Eliissig- 
keitsreibung in Betrackt, die nack Annakme yom Drucke unab- 
kangig und der Gesckwindigkeit proportional ist. Bis zu einem 
gewissen Grade wird dies auck, wie sckon in Band I besprocken 
wurde, durck die Erfakrung bestatigt. Man muss nur kinzufdgen, 
dass das Sckmiermittel bei kokem Drucke eine gewisse Eestigkeit 
Oder wenigstens grosse Zakigkeit besitzen muss, damit es nickt aus 
der Druckflacke kerausgepresst wird. So kabe ick yor Kurzem ge¬ 
funden, dass man bei Gelenkbolzen unter kokem Drucke (yon 200 atm 
an) bei Sckmierung mit Stearin oder Paraffin, also mit Korpern, 
die man unter gewoknlicken Umstanden nickt als Elussigkeiten be- 
zeicknen kann, nur sekr geringe Keibungen kat. Bei Yerwendung 
yon Masckinenol oder yon „consistentem Eett“, wie es im Handel 
erkaltlick ist, wird die Eeibung unter den angegebenen Umstanden 
etwa 50mal so gross als bei karten Sckmiermitteln. Eine Tkeorie 
der Eeibung, die auf diese Umstande keine Eticksickt nimmt, kat 
keinen praktiscken Wertk. 
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§ 48 a. Der Satz von Carnot iiber den Verlnst an lebendiger 
Kraft in der tecbnischen Hydranlik. 

Bei einer Reike von Fragen iiber Fliissigkeitsbewegungen^ 
die. beim keutigen Stande nnseres Wissens keine genauere Be- 
antwortung zulassen, stiitzt man sicb^ um wenigstens zu einer 
naberungsweise zutreffenden Losung zii gelangen, an£ eine An- 
nabme^ die in manchen Fallen bis zu einem gewissen Grade 
durck unmittelbare Versucksergebnisse gerecktfertigt ersclieint^ 
auf andere Fake aber zugleick in ziemlick willkiirlicker Weise 
iibertragen wird. Diese Annakme ist unter der Bezeicknuug 
des Carnot’scken Satzes bekannt. Der Umstand^ dass sick 
die Aussage des Satzes im Wesentlichen mit jener deckt^ zu 
der wir bei der Untersuckung des unelastiscken Stosses starrer 
Korper in § 25b auf Grund einer Betracktung gelangten, die 
sick far den dort vorausgesetzten Fall als eine streng beweis- 
bare Folgerung aus den zuverlassigsten Grundgesetzen der 
Meckanik darstellte, erweckt leickt die Meinung^ als ob dem 
Satze auck bei den Anwendungen^ die er in der Hydrodynamik 
findet, eine aknlicke Bedeutung zukomme. Davor ist aber 
entsckieden zu warnen. Vielmekr sind alle Yersucke, die man 
seitker unternommen kat^ den Carnot’scken Satz fiir Fliissig- 
keitsbewegungen aus den Grundgesetzen der Meckanik abzu- 
leiteii, missgliickt; die angeblicken Beweise sind nur Sckein- 
beweise, insofern als dabei Annakmen mit unterlaufen^ die 
selbst wieder ebenso willkurlick und unberecktigt sind, als der 
Satz selbst, den man beweisen will. Es ist notkig, dass man 
sick kieriiber im Klaren ist, um sick vor einer Uebersckatzuncj 
der Zuverlassigkeit der aus dem Carnot’scken Satze abgeleiteten 
Recknungen zu bewakren. Dagegen ist es ganz gerecktfertigt, 
unter dem Yorbekalte des Zweifels an der Genauigkeit der 
erlangten Resultate in solcken Fallen, bei denen eine kin- 
langlicke Bestatigung durek die Ergebnisse von Yersucken 
fehlt, die Recknungen unter Annakme des Carnot’scken Satzes 
durckzufukren, um iiberkaupt ein Resultat zu erlangen, dem 
eine ungefakre Wakrsckeinlickkeit zukommt, indem man sonst 


§ 48 a, Der Satz von Carnot fiber den Verlust an lebendiger Kraft etc. 475 


Trei Verwerfung dieser Annalime der Frage iiberliaupt ganz 
ratlilos gegenuber steben wiirde. Eine selbst nur ganz be- 
dingungsweise und ungefabr zutreffende Tbeorie ist, sofern 
man sie nur niit der nothigen Vorsicbt benutzt, inuner nocb 
besser^ als gar keine. 

Die einfachste Erscheinung, auf die man den Carnot’sclien 
Satz anzuwenden pfiegfc nnd fiir die er anck durck die dariiber 
Torliegenden Versucksergebnisse als kinlanglick bestatigt zu 
erachten ist, besteht in dem Drnckkokenyerlnste, der in Folge 
ciner plotzlicken Erweiternng des Rokrqnerscknitts beim Stro- 
men des Wassers in einer Rohrleituug eintritt. 

In Abb. 68 a sei AJB ein Langsscknitt durch das engere, 
HC ein Schnitt durch das weitere Rokr, das sick bei JB in 
Echroftein XJebergange an jenes ansetzt. In den Querscknitten 
A und (J der beiden Rokre, die weit genug yon der Ueber- 


gangsstelle abliegen, erfolgt 
die Strdinung yoraussicktlick 
unge.f alir in parallelen Strom- 
f aden. Bei B geken die Strom- 
f iiden, wie man annimmt, etwa 
in der aus der Abbildung er- 
siclitlichen Weise auseinander. 


A 



Abb. 6Sa. 


Zwiscken den aussersten Stromfaden dieses Blindels und den 


Rolimyanden liegt an der TJebergangsstelle ein Raum, dessen 
Wasserinhalt an der fortsckreitenden Wasserstromung nickt 
Theil nimmt, sondern in einer wirbelnder Bewegung begriffen 
ist, die einerseits durck die Reibung der angrenzenden Strom¬ 
faden fortdauernd unterkalten wird, wakrend andererseits die 
Energie dieser wirbelnden Bewegung durck die inneren Rei- 
b ungen der Wassermasse und durck die Reibungen an der 
Grefasswand aufgezekrt wird. Wenn der Vorgang auck nickt 
yon ganz so einfacker Art sein kann, wie er in dieser Sckilde- 
rung dargestellt wird, spielt er sick dock, wie unmittelbare 
Beobacktungen erkennen lassen, ungefakr in der angegebenen 
Weise ab und namentlick kann kaum ein Zweifel dariiber er- 
koben werden, dass der tkatsacklick nackweisbare Verlust an 
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mecbanisclier Energie bei der Erweiterungsstelle auf Recliniing 
der -wirbelnclen Bewegungen zu setzen ist, die dort eiiitreten. 

Bei einem ganz allmahliclieii TJebergange des engeren 
Robrquerscbnitts in den weiteren wird dieser Energieverlust 
vermieden; nur jener, im Vergleicbe dazn wesentlich kleinere 
Energieverlust bleibt aucb bier nocb besteben^ der scbon in 
den cjlindriscben Tbeilen der Robrleitung tiberall auftritt. 
Von diesem moge der Einfacbbeit balber jetzt abgeseben 
werden; er lasst sicb nacbtraglicb obnebin leicbt berilcb- 
sicbtigen. Bezeicbnet man dann mit Vq und die Gescbwin- 
digkeit und den Druck im engeren Robre beim Querscbnitte 
mit und dieselben Grossen fiir den Querscbnitt C des 
weiteren Robres und mit h den etwa bestebenden Hoben- 
unterscbied zwiscben beiden Querscbnitten (wobei C tiefer 
liegen soli, als A, wenn h positiv ist), so bestebt fiir den Fall 
eines allmablicben Uebergangs aus dem engeren in den wei- 
teren Robrquerscbnitt nacb GL (225) dieses Bandes oder aucb 
scbon nacb GL (139) des ersten Bandes zwiscben diesen 
Grossen die Beziebung 

+ + (285a) 

Fiir den Fall des durcb Abb. 68 a dargestellten scbroffen 
Uebergangs wird dagegen der Druck p im weiteren Robre 
kleiner, als das nacb dieser Gleicbung berecbnete p^ und der 
Unterscbied —j)' giebt den durcb die plotzlicbe Erweite- 
rung bervorgebracbten Druckverlust an. Jeder Druck p kann 
librigens mit Hiilfe der Beziebung 

p = yH 

stets aucb in einer ibm zugeborigen Druckbobe H ausgedriickt 
werden und der Unterscbied 

7 

giebt den Druckbobenverlust an, wenn unter y, wie scbon in 
der Yorigen Gleicbung, das Gewicbt der Raumeinbeit der 
Fliissigkeit verstanden wird. Aucb der zugeborige Energie- 
verlust Verl lasst sicb in den yorigen Grossen sofort aus- 
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drilckeii, indem der deni Herabsinken einer Wassermasse M 
vom Grewicbte Mg um die Hoke — H' entsprecbende 
Energieunterscbied 

Verl = Mg - H') = {p, - p') (285 b) 

ist. — Znr Berechnmig des Druckes p' feklt es im vor- 
liegenden Falle an einer einwandfreien TJnterlage^ man bedient 
sick daker kierzn der Hypotkese, dass der Energieverlust bei 
dem Greschwindigkeitswecksel von anf ebenso gross sei^ 
wie beim Stosse plastisck-starrer Korper nack der CarnoFsck'en 
Formel. Man setzt also 

Verl = (285 c) 


imd diese Grleicknng gestattet^ in Verbindung mit den vorker- 
gehenden; sowokl als p'selbst zn bereclinen. Zanackst 

erkalt man ans dem Vergleicke von (285 c) mit (285 b) 


Pi- 


■p'= 


^9 


woraus nach. Einsetzen von aus Grl (285 a) 

r 


p = i’o + 2 y ~ '' + ' 


^9 


= Po + 7^ + j {% — ®i) (285 d) 

gefunden Avird. Die Gesckwindigkeiten und sind als ge- 
gegeben zn betrackten, wobei nnr zu beackten ist, dass sick 
beide umgekekrt wie die zngekorigen Querschnittsflacken ver- 
kalten. Liegen beide Rokrquerscknitte A und C in gleicker 
Hoke, wie in Abb. 68 a, so ist das Glied yh zn streicken. 

Urn ferner zn zeigen, in welcker Weise man gewoknlick 
eine Begriindnng fiir den kier willknrlick eingefiikrten Ansatz 
in GL (285 c) zn geben versncht, wakle ick eine Darstellnng, 
die geeignet ist, den Kern der Sacke moglickst dentlick 
kervortreten zn lassen. In Abb. 68 b, die sick anf denselben 
Fall beziekt, wie sckon Abb. 68 a, seien wieder zwei Qner- 
scknitte A nnd C im engeren nnd im weiteren E-okre von den 
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Flacheniiilialten Fq imd F' ansgew*alilt; die 23 a an jetzt am besteii 
in ziemlich grossem Abstande Yon der Erweiterungsstelle B 

I annimmt. Wir betracb- 

^^^- >1 ^ ten die ganze Wasser- 


1 

1 

i ! 

masse^ die in einem 
gegebenen Augenblicke 
zwiscben den Quer- 

i 


A| 1 

1 

1 

-r 

If 

H.i ! 

1 1 

I 

II 

scbnitten F'f) und ent- 

i ^ ' 

"la 

balten ist und berecb- 

h 


nen den Abstand Sq des 


Abb. 68 b. 


Scbwerpunktes dieser 
Masse Yom Anfangs- 

querscbnitte 

Fq. Dieser 

wird leicbt 

zu 


aF^ 

.A+ 6 J’'(a 

+ y) 


^0 “ 

aF^ + hF' 


gefunden. Nacb Ablauf 

einer Zeit 

die nicbt zu gross ge- 


wahlt werden darf, befindet sicb dieselbe Wassermasse, wenn 
Yon Gescbwindigkeitsnnterscbieden der parallelen Stromfaden 
innerhalb der Querscbnitte A nnd C abgeseben werden kann,^ 
zwiscben zwei anderen Querscbnitten, die sicb gegen die An- 
fangslage um v^t bezw. vt Yerscboben baben. Berecbnet man 
aucb jetzt wieder den Scbwerpunktsabstaud 5 derselben Wasser- 
masse Yon dem nrsprunglicben Anfangsqnerscbnitte^ so er- 
balt man 

5 (a -j- 6 F') = (a — fj F' • (a -]— ^' 

Durcb diese Grleicbung wird der Scbwerpnnktsweg s der ins 
Auge gefassten Wassermenge als Function der Zeit t darge- 
stellt. Durcb zweimalige Differentiation nacb der Zeit erbalt 
man daraus die Bescbleimigung (bezw. Verzogerung)^ die der 
Scbwerpunkt erfabrt. Man findet 

{aF,+ IF') g = - V^o+ 


Oder wenn man mit der specifiscben Masse y beiderseits miilti- 
plicirt und auf der linken Seite die zwiscben beiden Qnerscbnitten 
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'i 

4 

3 

I 

I 

■I 

I 

I 


euthaltene Wassermasse, aiif die sicb. die Grleicliiing 
der Ktirze balber mit m bezeicbnet, 


m 


d tr 



9 


beziebt^ 


(285e) 


Hierbei ist nocb zii beacbten, dass VqFq= v'F' ist^ da 
jedes dieser Produkte das in der Zeiteinbeit die Robre durcb- 
fliessende Wasservolumen darstellt. Bezeicbnet man daber^ 
wie scbon in den friiberen Entwicbelungen^ die Masse dieses 
Volumens mit so gebt die Gleicbnng ancb iiber in 

m g = - M(v, — v'). (285f) 


Ifacb dem Satze von der Bewegnng des Scbwerpnnkts ist 
das anf der linken Seite stebende Prodnkt gleicb der Snmme 
aller ansseren Krafte^ die auf die gesammte Wassermasse ein- 
wirken. Dabei braucben wir nur anf jene Componenten der 
ansseren Krafte zn acbten^ die in die Bewegnngsricbtnng fallen. 
Der Bewegnng entgegen wirkt der Drnck F'p'^ der im Qner- 
scbnitte C als anssere Kraft anf die betracbtete Wassermasse 
tibertragen wird. Gleicbgerichtet mit der Bewegnng ist der 
Drnck F^p^ im Qnerscbnitte A nnd der Drnck, den die znr 
Robraxe senkrecbte Abscblnsswand an der Erweiternngsstelle B 
anf die Wassermasse ansiibt. Der Flacbeninbalt dieser Ab- 
scblusswand ist gleicb F '— Fq. Wie sicb der Fllissigkeits- 
drnck Tiber diese Wand vertbeilt, ist nnbekannt. Bezeicbnen 
wir den ebenfalls nnbekannten Mittelwertb dieses Fliissigkeits- 
drnckes mit so ist der von der Abscblnsswand B ber-- 
riibrende Drnck anf die Wassermasse gleicb (F '— F^p^. 
Siebt man, wie es znnacbst gescheben sollte, von der Reibnng 
zwiscben der Fltissigkeit nnd den Robrwanden ab, so stebt an 
alien anderen Stellen der von der Robrwand anf die Fliissig- 
keit ansgeiibte Drnck senkrecbt znr Robraxe nnd liefert keine 
Componente in der Ricbtimg der Scbwerpnnktsbewegiing. 
Wenn das Robr, wie bier ferner angenommen werden soll^ 
horizontal liegt, bat ancb das Eigengewicbt keine Componente 
in der Bewegnngsricbtnng nnd der Satz von der Bewegnng 
des Scbwerpnnkts fiibrt daber zn der Gleicbnng 
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mg = -J’y+'j’oPo+ iF'-F,)p„ (285g) 

aus der durcli Vergleich mit Gl. (285 f) folgt 

F'p - F,p,- (F'- F,)p, = M {v,- «'). (28511) 

Abgeselien von der vorlier znr Vereinfacliung der Be- 
traelitungen eingefiilirteii Annahme^ dass anf die Greschwindig- 
keitsnnterscHede zwiscben den parallelen Wasserfaden inner- 
lialb der Querscbnitte A und C nicbt geacbtet zn werden 
braucbe (welcbe Annabme aber an sicb unwesentlich ist und 
leicbt aucb vermieden werden konnte)^ sowie der vorlaufig als 
zulassig angenonimenen Vernacblassignng der Reibnng des 
Wassers an den Rohrwanden, lasst sicb gegen die strenge 
Gtiltigkeit dieser Betracbtiingen bis bierber in der That nicbts 
einwenden. Znr Ermittelung der Unbekannten p ist aber 
Gl. (285 b) nocb niebt verwendbar, da in ibr ansserdem nocb 
die zweite TJnbekannte vorkommt. Hier mnss mm, nm zu 
einem greifbaren Resultate zu gelangen, ansserdem nocb eine 
willkiirlicbe Annabme binzntreten. Man setzt willknrlicb 
vorans, dass 

Pi = Po (285 i) 

gesetzt werden konne. Scbliessen wir nns dem an, so 
finden wir ans GL (285 b) 

/= ^ -Po+ f (^0- ^') (285k) 

in Uebereinstimmnng mit der ans der Carnot’scben Annabme 
abgeleiteten Gleicbnng (285 d). LsTatarlicb kann, nacbdem diese 
Gleicbnng anf solcbe Art gefnnden ist, darans ancb riickwarts 
wieder die Carnot'scbe Formel (285 c) bergeleitet werden, von 
der die Gleicbnng frnber als eine Folgernng erscbien. Die 
dnrcb Gl. (285i) ansgesprocbene Annabme ist daber gleicb- 
bedentend mit der Voranssetznng der Giiltigkeit der Carnot- 
schen Formel (285c); die eine ist aber ebenso willknr¬ 
licb als die andere nnd ein Beweis des Garnot’scben Satzes, 
der sicb anf die Annabme (285 i) stiitzt, ist daber nicbt nnr 
werfcblos, sondern ancb scbadlicb, da er Solcbe, die den Febler 
nicbt nierken, zu weiteren falscben Scbliissen verfiibren kann. 
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Hierzu bemerke icb nocb^ dass man den Beweisgang im 
Binzelnen noch mannickfach verandern kann, okae dass davon 
der Kern der Sacke berdkrt wiirde. Man kann z. B. zur Her- 
leitung von GL (285k) an Stelle des Satzes von der Bewegnng 
des Sckwerpunkts auck den Satz vom Antrieb benutzen^ wo- 
durck die Entwickelung zndem nock etwas abgektirzt wird. 
Aker auck in diesem Falle bildet die wiUkiirlicke Annakme^ 
die durck Gl. (285 i) ausgesprocken wird^ die wesentlicke 
Unterlage des Scklussresultats. — Eine direkte Priifung der 
Zulassigkeit dieser Annakme konnte dadurck ausgefiikrt werden^ 
dass man die Abscklusswand B an versckiedenen Stellen an- 
bokrte und von da feine Rokrcken zu dem Rokre A fiikrte. 
Durck diese Rokrcken dtirfte keine Wasserstromung statt- 
finden^ wenn der Druck an beiden Enden gleick gross sein 
soUte. Soviel mir bekannt ist^ kat man dies bisker nickt aus- 
gefiikrt, sondern die kinreickend genaue Giiltigkeit der ganzen 
Betracktung stets nur aus dem Vergleicke der Pormeln (285 d) 
kezw. (285k) mit manometriscken Messungen von und j)' 
in den Rokrquerscknitten A und C nackgewiesen. Auck dar- 
iiker sckeinen bisker keine Versuche vorzuliegen^ welcken Ein- 
fluss die Zakigkeit der Pliissigkeit auf die mekr oder weniger 
genaue Uebereinstimmung der vorausgekenden Formeln mit 
der Wirklichkeit kat. Namentlick nack dem auf der Annakme 
A = ^0 ftissenden Sckeinbeweise des Camot’scken Satzes konnte 
man zu dem Scklusse verleitet werden^ dass die Zakigkeit nickt 
von Einfluss auf den durck die plotzlicke Erweiterung kerbei- 
gefiikrten Energieverlust sein konne. Ick glaube aber daran 
zweifeki zu miissen; zum mindesten ware es erwiinsckt^ das 
Verkalten von anderen Fltissigkeiten^ z. B. von Oel darauf kin 
durck den Versuck zu priifen. 

Die vorkergekenden Betracktungen bezieken sick stets auf 
den Fall^ dass das Wasser aus dem engeren Rokre in das 
weitere ubertritt. Auf den Fall der umgekekrten Stromungs- 
ricktung sind die aufgestellten Formeln nickt verwendbar. Man 
kilft sick^ um ftir diesen Fall eine ITakerungsformel fur den 
Druckverlust zu erkalten^ damit^ dass man zunackst die Con- 

rcppl, Dynamik. 2. Aufl. 31 
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traction ins Ange fasst^ die der Strahl’beim Uebergange in 
das engere Rokr erfabrt. Im engsten Qnerschnitte des con- 
trabirten Stralils ist die Gresebwindigkeit am grossten nnd Yon 
da ab nimmt sie in dem Maasse wieder ab, als sicb der 
Strablqnerscbnitt Yergrossert, bis er nacb einiger Zeit den 
Yollen Qnerscbnitt des engeren Kobres ansfiillt. Der Energie- 
Yerlust^ der dem Uebergange ans der grossten Gresebwindigkeit 
in die normale Gresebwindigkeit im engeren Robre entspriebt^ 
wird dann wiederum nacb der Carnot^seben Formel bereebnet. 
Unter der Voraussetzung, dass der Contractions-Coefficient be- 
kannt ist, stebt der Dnrcbfubrung dieser Recbnnng, die sicb 
ganz so abspielt, wie im Yorigen Falle, kein Hinderniss 
im Wege. 

Aucb in einer Reibe Yon anderen Pfflen iiber Wasser- 
bewegnngen gelangt man in ganz abnlicber Art unter Zugrunde- 
legung des Carnot’seben Satzes zu einer annabernden Losung. 
Als Beispiel bierfxir moge nocb die Bereebnung eines Strabl- 
apparates angefubrt werden. Miseben sicb namlicb zwei 
Wasserstrablen, die in parallelen Riebtungen zugefubrt werden 
nnd Yon denen der eine Yorber mit der Gresebwindigkeit 
unter dem Drucke stromte, wabrend sicb die Buebstaben 
^2 auf den zweiten Strabl nnd v p auf den Yereinigten Strabl 
bezieben sollen, so setzt man den Yerlust an meebaniseber 
Energie bei der Vereinigung, dem Carnot'seben Satze ent- 
spreebend, zu 

Verl = -f- 

an. Dabei bedeuten m-^ und die auf die Zeiteinbeit be- 
zogenen Wassermassen beider Strablen, die sicb selbst wieder 
in den Grescbwindigkeiten und und den Querschnitten der 
beiden Zufubrungsrobre ausdriicken lassen. An der Vereini- 
gungsstelle ist p^ = p<^ zu setzen und der Druck p nacb der 

Vereinigung (am Ende des „Miscbungsraumes^V sicb 

ausdruckt) kann auf Grrund des gewablten Ansatzes so wie 
Yorber bereebnet werden, Wegen der weiteren Ausreebnung, 
auf die bier niebt eiugegangen werden kann, sei auf das Werk 
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von Zenner uber die Theorie der Turbinen^ Leipzig 1899^ 
verwiesen. 

§ 49. Grundwasserstromungen. 

Wesentlicb verscbieden von den bisher besprocbenen ist 
die Bewegnng des Wassers dnrcb ein Filter oder dnrcb eine 
wasserdurcblassige Bodenscbicbt, die gleicbfalls als ein Filter 
betracbtet werden kann. Am naclisten verwandt ist diese Be- 
•wegnng mit der in § 47 besprocLenen Strbmnng dnrcb. ein 
sebr enges Robr. Die Wassertbeilcben miissen sicb dnrcb die 
engen nnd nnregelmassig anfeinander folgenden Hoblranme 
des Filters bindnrcbwinden nnd kdnnen aucb bei grossen 
Drncknnterscbieden wegen der Reibnng an den dicht bei ein- 
ander liegenden Sandkornern o. dgl. verbaltnissmassig nnr sebr 
geringe Grescbwindigkeiten annebmen. 

Wenn znm Zwecke der Wassergewinnnng ein Scbacbt in 
eine wasserfiibrende Scbicbt des Bodens abgetenft nnd das 
Wasser dnrcb eine Pnmpe daraus stetig entnommen wird^ 
senkt sicb der Grrnndwasserspiegel an dieser Stelle. Hierdurcb 
entstebt ein Gefall nacb dem Brnnnen bin von solcber Grosse, 
dass der dadnrcb bewirkte Znflnss des Grundwassers im Be- 
barrnngsznstande ebenso gross ist, als die Wasserentnabme ans 
dem Brnnnen. Die Zuflnssgescbwindigkeit libersteigt bierbei 
selten einige Meter in der Stnnde nnd ist in einiger Ent- 
fernnng vom Brnnnen nocb erbeblicb geringer. Die lebendige 
Eraft des stromenden Wassers ist daber sebr gering nnd die 
dnrcb die Spiegelsenknng ansgeloste potentielle Energie wird 
fast ansscbliesslicb znr XJeberwindnng der Reibnngen verbrancbt. 

Es lasst sicb biernacb scbon erwarten, dass das znr 
Anfrecbterbaltnng der Stromnng erforderlicbe Drnck- 
gefall wie bei den engen Eobren, die mit geringer 
Gescbwindigkeit dnrcbstromt werden, der ersten Po- 
tenz der Gescbwindigkeit proportional ist. Dies stebt 
ancb in gnter Uebereinstimmnng mit der Erfabrung. Im 
TJebrigen kommt es natnrlicb wesentlicb anf die Znsammen- 
setznng des Filters, anf die Grosse, Gestalt nnd Lagernng der 

31 =^ 
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Sandkorner ii. s. f. an, wie gross das zu einer gegebenen Stro- 
mungsgescliwiiidigkeit exforderliclie Druckgefall sein muss. Die 
Zusammensetzung des Bodens kann auck langs der wasser- 
fiilirenden Sckiclit starken und unregelmassigeu Scbwankungen 
unterworfen seiu, durck die Abweickungen iu der Wasser- 
bewegung kerbeigefukrt werden, die sick nickt vorausseken 
lassen. Immerhiu wird mau sick zunackst ein Urtkeil dariiber 
yersckaffen mtissen, welcke Bewegung unter regelmassigen Um- 
stauden zu Stande kame. 

Wie man Aufgabeu dieser Art bekandelt, wird sick aus 
dem folgendeu einfacken Beispiele ergeben, auf dessen Unter- 

suckung ick mick kier 
besckranke. In Abb. 69 
sei AB der horizontale 
Grmndwasserspiegel vor 
dem Betriebe des Brun- 
nens. Die Terrainober- 
flacke ist gleickgiiltig und 
daker in der Abbildung 
weggelassen. CD sei die 
Oberflacke der undurck- 
lassigen Sckickt, die den 
Grundwasserstrom nack 
Abb. 69. unten kin begrenzt. Die 

Oberflacke CD moge eine 
korizontale Ebene bilden. JK sei die Axe und LM, NO 
•seien die Seitenwande des im Grundrisse kreisformigen Brunnen- 
sckacktes. EF sei der Wasserspiegel im Brunnen, der sick 
im Bekarrungszustande einstellt, wenn die Wassemenge Q in 
der Zeiteinkeit entnommen wird. FH und EG sind Tkeile 
des gesenkten Grundwasserspiegels im Bekarrungszustande. 

Da wir tiberall gleicke Bodenbesckaffenkeit voraussetzen, 
bildet der gesenkte Grundwasserspiegel eine Rotationsflache, 
deren Axe JK ist. Die Gesckwindigkeit v der Grundwasser- 
stromung im Abstande x yon der Axe kann nack unserer 
Annakme 
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fresetzt werden, wem I einen von der Bodenloescliaffenlieit ab- 
hmgigen Coefficienten bedeutet, der im eiiizeluen FaUe aus 
besonderen Versucben zu ermittela ist. Die Gescbwindig- 
keit V ist iibrigens in alien auf derselben Lotbrecbten 
liegenden Punkten als gleick gross anzusehen. Fiir die 
Wassermenge Q, die von aussen ber durch den Cylindermantel 
vom Halbmesser jo stromt, bat man daber 


Q = 2%xyv = 2nkxy —■ 

a o(j 

Der Continuitiitsbedingung wegen mnss durcb jeden Cy- 
lindermantel von einem beliebigen Halbmesser x, der zwiscben 
T und oo liegt, dieselbe Menge stromen. In der voransgebenden 
Gleichung ist daber Q eine Constante. Scbreiben -wir die 
Gleicliung in der Form 

dx ^Tck , 

- = ydy, 


SO kann Bie ohne Weiteres integrirfc werden und liefert 

lgx=^ O + ^y^. ( 287 ) 

Pur X — r wird y = h, d. li. gleich der H(3lie des Wasser- 
spiegels im Brunnen liber der undurcUassigen Sckiclit. Daraus 
folgt fiir die Integrationsconstante C 

6’ = lgr — 

Setzt man das ein und lost nach Q auf, so erkalt man 

( 288 ) 

‘*T 

In einem Abstande J? vom Brunnenscbaclite sei ein Bobrlocb 
niedergetrieben; in dem man die Hohe S. des Grundwasser- 
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spiegels beobacMet. Das gesammte Gefall S — 7^ Yom Bokr- 
locbe bis zum Bxmmen sei femer nock zur Abkurzung mit s 
bezeicknet. Dann liefert die vorige Gleickung mit x — B 
und y = H 

Q^^k?^^ = ^s(2H—s). ( 289 ) 

Aus dieser Gleickimg erkennt man den Zusammenkang zwiscken 
dem Gefalle 5 nnd der Ergiebigkeit des Bmimens. Wenn die 
undurcklassige Sckickt CD sekr tief liegt, H also sekr gross 
gegen 5 ist, wackst die Ergiebigkeit des Brnnnens znnackst pro¬ 
portional mit der Spiegelsenknng. 

Es moge sckliesslick nock darauf kingewiesen werden^ 
dass man zn nngereimten Resnltaten kame^ wenn man 
die Spiegelcurve FS auf Grnnd der vorausgekenden 
Gleickungen bis ins Unendlicke yerfolgen wollte. Das 
ist anck ganz selbstverstandlick. ISTack unserem Ansatze wurde 
nirgends ein Zuflnss znm Grundwasser Yoransgesetzt, Yielmekr 
angenommen, dass der Grnndwasserspiegel yor Betrieb des 
Brnnnens iiberall korizontal nnd das Grundwasser okne eigene 
Bewegnng gewesen sei. Wenn dies so ware^ konnte aber nack 
Betrieb des Brnnnens ein Bekarrnngsznstand iiberkaupt nickt 
eintreten^ da die fortgesckaffte Wassermenge dnrck stets weiter 
fortsckreitende nnd sick sckliesslick bis anf die grossten Ent- 
femnngen kin merklick mackende Spiegelsenknngen ansge- 
glicken werden mnsste. In Wirklickkeit wird yielmekr in 
grosserer Entfernnng Yom Bokrlocke dnrck den Zusammenkang 
mit anderen Gewassern eine Speisnng des Grnndwassers statt- 
finden^ die den Abgang okne merklicke fernere Spiegelsenknng 
stets wieder ersetzt. Das Bokrlock, yon dem Yorker die Bede 
war, sollte demnack nur eine Stelle bezeicknen, bis zn der kin 
die Gnltigkeit der gemackten Voranssetznngen nock genan 
genng angenommen werden kann. 

Als bemerkenswertkes Beispiel fiir den Nntzen, der ans 
Recknnngen solcker Art gezogen werden kann, darf ein Vor- 
trag des Herrn A. Tkiem bezeicknet werden, der kiirzlick in 
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jjSchillmgs Journal fur Gasbeleuchtung und Wasserversorgung^^^ 
1898, erscbienen ist. Ich. kann mir es nickt versagen, aus der 
Abkandlung dieses bervorragenden Ingenieurs, der anf dem 
Gebiete der Wasserversorgung anf praktische Leistungen nnd 
auf Erfabrungen zuriickblicken kann, wie kaum ein'Anderer, 
bier einen Satz anzufubren, der mir so recbt geeignet erscbeint, 
dieses Bncb abzuscbliessen. • 

Nacb der Bescbreibung einer Wasserfassnng, die er bei 
Essen a. d. Ruhr ausfiibrte, sagt Tbiem: 

moge dieser Vorgang als Seispiel dafiir dienen, dass 
der TheoretiJcer mit JSiilfe eines zuverldssigen Geset^es und der 
daraus gewonnenen Ableitungen auch mf dem Gebiete der Hydro- 
logie mit SicherJieit und sehenden Auges Wege ieschreiten Icann^ 
die der Uosse PraktiJcer nur mit verbundenen Augen tastend_ mruc'k- 
legt, wenn iJm dies uberhaupt gelingV^ 


Znsammenstelliiiig der wicMigsten Formeln. 


Erster Absclinitt. 

Dynamik des materiellen Pimktes. 

Seite 

Vq}r = ^^Vmti-r (2) 7 

allgemeinste Aiissage des Fladiensatzes fiir den materiellen 
Pnnkt; m — Masse^ ti = Gescliwindigkeit, ^ = aussere Kraft 
an x der you einem festen aber beliebig gewaklten 
Momentenpnnkt gezogene Radiusvektor oder Hebelarm^ V^t 
das statiscke Moment von die Bewegungsgrosse des 

des PunkteSj VmU • r deren statiscbes Moment oder der 
Draft 

Tz — Zy = (mv^z — mv^y ), ( 3 ) » 

Flackensatz fiir die X-Axe als Momentenaxe; XYZ die 
Componenten von xy^ die von r. 

Ymti • t = (6) 11 

Flackensatz fiir den Pall, dass das Moment von ^ verschwindet, 
ein constanter Vektor. 

f = 0 , ( 8 ) 16 


Bedingnng dafiir, dass ein Kraftfeld wirbelfrei ist; die In¬ 
tegration ist Tiber eine gescblossene Curve zu erstrecken. 

A 

Va = Vo (10) 20 

0 


Definititions-Gleicliung fiir das Potential Va im Punkte A] 
0 Anfangspunkt, Vo bleibt willkurlicb. 


1 
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II P __1I P 

dx^ -^2 ~ gy ’ ~ 



SP==_VF, 

Ableitung der Kraft des Feldes aus dem Potentiale V. 


Seitft 

( 12 ) 22 
(13). 22 
(14) 2a 


^2 +-^2 = 4 " -^ 1 ? ( 15 ) 27 

die Summe aus der potentiellen Energie V und der kinetischen 
Energie L bleibt wahrend der Bewegimg im Kraftfelde 
constant. 

m^ = —-cx, (16) S» 

Differentialgleichung der gradlinigen barmonisdien 
ScEwingung^ c ein die Intensitat des Feldes besclirei- 
bender Proportionalitatsfaktor. 

I X—AsiaatB oos at^ (17) B1 

j «-y¥- ( 18 )“ 

^ Losung der Grleicbung (16)^ A und B Integrationsconstanten^ 

I die von den Anfangsbedingungen abbangen. 


I 


I 



cc 



(20) 32 


Fofmel fur die Scbwingungsdauer der barmoniscben 
Scbwingung. 

t der Kadiusvektor bei der elliptiscben barmoniscben 
Scbwingung zur Zeit t, tio Anfangsgescbwindigkeit^ a An- 
fangswert von r. 


m 



j dx 


(22) 87 


Differentialgleicbung fur die gedampfte gradlinige Scbwin- 
gung^ h der Dampfungsfaktor. 
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Zusammenstellung cler 'widatigsten Formeln. 


Seite 

(23) 38 


x==Ae Be e~y^, 

allgemeinste Losung der Differentialgleiclmng, A und B In- 
tegrationscorLstanten, y zur Abkiirzimg fiir den constanten 
Werth. - 

v=V—, — ~- 

* Y 4:m~ m 


x = (ey^ 


e-~y% . (24)30 

dieselbe Losnng nacli Anpassung an die Grrenzbedingungen. 




(25) 40 


XJmfornanng der vorigen Losnng fiir den Fall,, dass y = iy 
imaginar ist, d. b. fiir den Fall der periodiscben Bewegnng. 


rp _ 27t _ 4:7Cm 

y '\/^mc — 


(26) 41 


Fo'rmel fiir die Schwingnngsdaner der gedampften barmoniscben 
Schwingnng. 

lga„-lga.+i = ;7=i== = |^, (30)43 


l/4mc — . 


Formel fiir das logaritbmiscbe Decrement zweier aufein- 


ander folgenden Ausscblage nnd 

P mirity 


d^x , . T dx 

m -jTo €X -\-]v -7 


(31) 48 


Differentialgleicbnng fiir die erzwnngenen Scbwingnngen, 
P der grosste Betrag der die Scbwingnngen anregenden 
periodiscb veranderlicben Kraft, rj ein Faktor, der von deren 


Periode abbangt. 


tgg> = 


Icr] 


<p Pbasenverscbiebungswinkel. 

P 


C- 


cos 9 (c — mri^) — kri sin 9 ^ 


(33) 49 


(34) 40 


C die Amplitude der erzwnngenen Scbwingnngen im Be- 


barrnngsznstande. 
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jp . Seite 

^ I — i J (39) 56 

giebt den Scliwingungsverlanf bald nach Beginn der Erregung 
nnter der Voranssetzung an^ dass die Dampfung bis dabin 
yernacblassigt werden kann. 

^ = —t/(r), (40)57 

^ als Centralkraft dargestellt; die znnacbst unbekannte Func¬ 
tion der Entfernnng f(r) ist auf Grand der B^epler’scben 
Gesetze zu ermitteln. 


tx — ar — (41) 59 

Ellipsengleicbung, r Radinsvektor Tom Brennpnnkt, c Ex- 
centricitat, a and h Halbaxen der Ellipse. 




m 




(45) 62 


folgt aus den beiden ersten Kepler’scben Gesetzen; der letzte 
Paktor stellt nacb dem dritten Kepler’schen Gesetze die 
Sonnenmasse dar, T ist die TJmlanfszeit des Planeten. 


r=2^]/|, (48)73 

Nabernngsformel fxir die voile Scbwingungsdaner eines 
einfacben Pendels von der Lange 1. 

genaue Formel fiir das einfacbe Pendel^ a Scbwingungs- 
amplitude, F das Punctionszeicben fiir das elliptiscbe Inte¬ 
gral erster Gattung. 

(Eine abgekiirzte Tabelle fiir die WertEe von F findet sick anf S. 77.) 

T = 2®]/I(l + ^), (57)80 

genanere JSfaberungsformel fiir das einfacbe PendeL 

T Dauer der Schwingungen auf der Cycloide. 


(60) 82 
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Zusammenstellung der wicMigsten Formeln. 


Zweiter Alischnitt. 

Dynamik des starrea Korpers and des PnnktTiaufens. 

Seite 

(69)107 

§ Tragheitskraft^ die an jedem materiellen Punkte anzu- 
bringen ist, mn ein Gleicligewichtssystem von Kraften ker- 
znstellen (d’Alembert). 

2;(SP —mg) 52 = 0, (71)110 

Anssage des d’Alembert’schen Princips in Verbindnng 
mit dem Principe der virtnellen Grescbwindigkeiten; dS vir- 
tnelle Verschiebungen. 

— ® 9j (74) 11 & 


Differentialgleicbung fiir die ScKwingnngen des physischen 
Pendels, 0 Tragbeitsmoment fiir die ScKwingungsaxe, 
(p Ansscblag, Q Gewicht, s Scbwerpnnktsabstand von der 
S cbwmgiingsaxe. 


I reducirte Pendellange. 



(76) lid 


^ 2:Vmti • t = 2; Vipr Oder ^ = 2; V^Sr, (82) tind (82a) llB 

Aussage des Plachensatzes fiir den Pnnktbaufen; gilt 
fiir jeden beliebigen Momentenpnnkt. 


EMr cos a = 0 nnd EMr sin cu = 0^ (83) 138 

EMra cos a = 0 nnd EMr a sia = 0^ (84) 140 

Bedingnngsgleicbnngen fiir den Scblick’schen Massenaus- 
gleich bei Schiffsmascbinen, M die bin- nnd bergeben- 
den Massen^ r die Kurbelbalbmesser^ a die Wiakel zwiscben 
den folgenden Kurbeln nnd der ersten nnd a die Abstande 
der Knrbelmecbanismen von dem ersten. 
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Seite 

® = i:TOVr-Vur, (85) 146 

der Drall eines um den Schwerpunkt mit der Winkel- 
gescliwindigkeit it rotirenden starren Korpers. 


Smt • ur II Uj 

BedinOTM fiir die freiea Axen. 


(89) 140 


B'=u0, (90) 151 

JB' Drall des rotirenden Korpers in Bezug anf die Drehaxe. 


dt 


I, (91) 155 

Anssage des Plachensatzes fiir den starren Korper, an dem das 


Kraftepaar voni Momente ® angreift. 


S 


dt 


K 


(93) 155 

folgt ans dem Vorigen fiir den Fall; dass St in die Ricktung 
einer freien Axe fallt. 

CKdt fK.dt ^ fK,dt 

n die Winkelgeschwindigkeit; die durck einen Drekstoss ker- 
Yorgekrackt wird, dessen Impnlscomponenten in den Rick- 
tungen der Haupttragkeitsaxen gleick JK^dt u. s. £ sind; 
wakrend die 0 die zugekorigen Haupttragkeitsmomente sind. 




(97) 102 


folgt ans dem Vorigen; die B sind die Componenten yon 
nack den 3 Hanptaxen. 


du^ 

di 

du^ 

dt 

du^ 

dt 


■■ U.Ui 


©S — @2 

— ^8 


%% 0^ 


= 




(101) 170 


Grleickungen von Enler; gelten fiir einen freien starren 
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Zusammenstelliiiig der wichtigsteii Formeln. 


Korper imd geben die Vefanderlicbkeit yon tt mit der Zeit 
relatiy zum Korper selbst an. 


B ( 105 ) 1 ' 

Ldsung der Enlerscben Grieicbnngen ftir den Fall @3 = @ 3 ; 

A nnd B Integrationsconstanten, y znr Abkiirzung ein- 
gefiibrt fiir 

_ ^1 ^3 

T TJmlaufszeit der Kntationsbewegung. 




( 110 ) 1 


V««. 


(Ill) 11 


Beide Grieicbnngen znsammen bestimmen die Bewegung eines 
scbweren Kngelkreisels, D Gewicbt (als gericbtete 
Grosse anfgefasst), § Scbwerpnnktsabstand Yon der festen 
Spitze. 


§ = au 


(117) 1 


partiknlares Integral der Yorbergebenden Gleicbnngen, das der 
regularen Pracessionsbewegung entspricbt, a Integra- 
tionsconstante. 


(121a) I 


w Winkelgescbwindigkeit der Pracession. 


0u= @Uo + (122) V 

Verandernng Yon Uq in n durcb einen sebr knrz danernden 
Drebstoss Yom Impulse 


rp _ ^ _ 2‘JtU0 

Y 


( 123 ) 1 


T TJmlaufszeit bei der pseudoregularen Pracession. 
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Seite 

K=uSw, (125) 202 

K DretimoineBt, das erforderlicli ist, um einen mit u rotirenden 
Schwungring vom Tragheitsmomeute @ mit der Winkel- 
geschwindigkeit w (senkrecM zur XJmlaufsaxe) zu drehen. 


4f _ I (^1 I -^1.^ -^2 Pi -^sPl -diPs\ 


+ i($ + 


APs — APi 

0 , 


A Ps -A Pi 


) 


+ '(»+*■! - >■, (125d) 315 


b Grescliwindigkeit^ die ein Punkt des starren Korpers vom 
Radiusvektor r erlangt, wenn ein Stoss vom Antriebe 81 
auf einen Punkt vom Radiusvektor (vom Sckwerpunkte 
aus gerecknet) ausgetibt wird. 


ti3 = b'M (125e) 210 

sprickt den Satz von der Gregenseitigkeit der Stosegesckwindig- 
keiten aus; b und b' Gesckwindigkeiten der Punkte x bezw. pj 
wenn jedesmal am anderen Punkte der Stoss vom Antriebe 
81 bezw, 3 ausgetibt wird. 


Verl = imj, (w — + ^^2 (^2 “ ^)^ (l^Og) 224 


Satz von Carnot tiber den Verlust an lebendiger Kraft beim 
Stosse starrer Korper; und die Gescbwindigkeiten der 
Massen % und vor dem Stosse^ tv Gescbwindigkeit nach 
dem Stosse. 






(126> 235 


Diiferentialgleicbung fiir die Scbwingungen eines Stabes 
mit gleicliformig vertkeilter Masse, ^ Masse fiir die 
Langeneinheit, y Durchsenkung an der Stelle zur Zeit 
E Elasticitatsmodul, 0 Tragbeitsmoment des Querscbnitts. 

2/ = JLsm^sini J]/^- (129) 286 

Losung der vorigen Gleicbung fiir den Fall der Grund- 
scbwingungen, I die Lange des Stabs. 
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Zusammenstellnng der wicMigsten Formeln. 


m_ ^ 

~ 7c V EG’ 

T Dauer einer vollen Grrundscliwingung. 


Seite 

(130) 236 


^71 05 t I u 

-■-jp +00 + 6 COS ut = 0 
y-^+2/ + «smM# = 0 


(131) 


Differentialgleictuiigeii fiir die Schwerpunktsscliwingungen eines 
auf einer sehwanken Welle anfgekeilten Rades (Lavarscke 
Turbinenwelle), xy Sckwerpunktscoordinaten^ e Excen- 
tricitat, c ein Ton der Biegnngselasticitat der Welle ab- 
kangiger Prop ortionalitatsfaktor. 

X at IB cos at e - 5 cos iit\ 

L (132) 243 

y = C sin + D cos at e sin ut^ 

Losung der Gleicbungen^ A, JB, C, D Integrationsconstanten^ 
a die Constante 


y m 

(133) 250 

II 

(135) 252 

% die kritiscbe Gescbwindigkeit. 


24=300]/|, 

(137) 255 


Nj^ die kritiscbe Tourenzabl (auf die Minute bezogen), 
Q das Gewicbt des Rades, P die Kraft, die erforderlicb ist, 
nm die Welle um 1 cm durchzubiegen. 




g + 2^§-«^a + -fa = 0 I’ 


(142) 262 


Dijfferentialgleicbungen fiir die Scbwingungsausscblage einer 
scbnell umlaufenden Hangespindel, I Lange der 
Spindel, Q das an ibr aufgebangte Gewicbt. 
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Seite 

( 149 ) 264 

( 150 ) 264 


und die Winkelgescliwmdigkeiten^ zwischen denen die 
Schwingungen der Hangespindel zu grossen Ausschlagen 
fukren^ walirend sie unter und fiber klein bleiben. 


Dritter Abschnitt. 

Die Relativbewegung. 


clt'^ dt^ 


+S+ 2 V: 


™ ■ 
dt 


( 160 ) 296 


Satz von Coriolis; % der Radiusvektor des beweglicben Punktes 
von einem festen Anfangspunkte im absolnten Raume^ ^ der 
Radiusvektor nacb dem Punkte des Fabrzeugs, mit dem der 
beweglicbe Punkt grade zusammenfallt; vom gleicben An¬ 
fangspunkte aus gerecbnet, r der Radiusvektor des beweg¬ 
licben Punktes von einem Anfangspunkte^ der mit dem 
Fabrzeuge fest verbunden ist^ und u die Winkelgescbwindig- 
keit des Fahrzeugs. 


dt 


d^ I dx 


( 161 ) 296 


Zusammenrecbnung zwiscben absoluter Geschwindigkeit, Fahr- 
zeuggescbwindigkeit und Relativgeschwindigkeit. 


m = IJ} -I- § — 2mVtiu, (165) 301 

^ die jjOrste Zusatzkraft^^ der Relativbewegung, das fol- 
gende Grlied giebt die ^^zweite Zusatzkraft“ an; darin 
ist ti die Relativgeschwindigkeit des bewegten Punktes 
gegen das Fahrzeug. 

m~ = @ + SPi —2mV»u, ( 166 ) 802 

gilt fur die Bewegung eines materielleii Punktes relativ zur 

Pdppl, Dynamik. 2. Aufl. 32 
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Zusammenstellung der wicbtigsten Formeln. 


Erde, (B das Grewiclit des Punktes, die Resultirende 
der librigen an ilini angreifenden Krafte^ u Winkel- 
geschwindigkeit der Erde. 

g = g —sVau, (167) 303 

Differentialgleiclimig ftir die Pallbewegung mit Beriiek- 
sicbtigimg der Erddrebnng^ g Beschlennigung der 
Scbwere^ als gerichtete Grosse aufgefasst. 

r = g|- —yVgit, (168) 303 

naherungsweise gultiges Integral der vorigen Gleichnng- 


Vierter Absclmitt. 

Dynamik zusammengesetzter Systeme. 

r = /’(ro9'i^2'--2'«), (169)312 

r Radiiisvektor eines Massenpnnktes^ der zii einem System 
Yon n Freiheitsgraden gebort, to Wertb von r in der 
Normallage, q die allgemeinen Coordinaten des Systems. 




L die lebendige Kraft des Systems, 


Fi = Urn 


dt) dx 
dt dq- 


(171) 31B 


(172) B14 


Fi die anf die Coordinate qi reducirte aussere Kraft. 


d /^X^ 
dt\dd. t 


(174) B15 


G-leicliung von Lagrange, gilt fur jeden Freiheitsgrad und 
folgt aus der vorigen GleicLung. 


Is 

9 g * 


®1 + — + ^ 
9 9 ' 


. q. + qJ - -ft,. —' d”) »* 

Bedingung dafur, dass der Kloppel nicht an die Glocke 
scUagt, Bedeutung der Buchstaben aus Abb. 56, S. 318. 
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d'^cp 


sin 9 ) cos 9 ) — y sin 93 ^ 


Seite 

(178) 330 


Differentialgleichung fur die Pendelschwinguiigen relativ 
zu einem mit der Winkelgeschwindigkeit u rotirenden 
Raume (unter der Voraussetzung, dass die Schwingungen 
nur nach. der einen Seite der Lothreckten kin erfolgen). 




2'KuI 


(187) 334 


vWTrp’ 

T Sckwingungsdauer filr kleine Sckwingungen im vorker- 
gekenden Palle. 


m 

d^cp __ 




f ((-!)’“* f - (w)/” f.) ] ’ 


(190) 1^39 


Bewegungsgleicliungen fiir die Schwingungen eines Regu¬ 
lators (Giiltigkeit an besondere Voraussetzungen gebunden). 


rj = (193) 341 

ri Abweichung der Winkelgeschwindigkeit der Maschine von 
der normalen, A, B, G Integrationsconstanten^ a-^a^a^ die 
drei Wurzeln der kubischen Gleichung 

a? = al )— coj; 

a, b, c sind Constanten, die von der Einrichtung der 
Maschine abhangen. 


d{L-V) d /dL\ 
dq^. ~ dt\dqj^ 


(195) 343 


Gleichung von Lagrange fiir den Pall^ dass sich die ausseren 
Krafte von einem Potentiale V ableiten lassen. 


S 



= 0 


(196) B44 


0 

spricht das Princip von Hamilton aus; 8 bedeutet die 
Aenderung, die der Werth des Integrals erfahrt, wenn man 

32 
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ZusammensteUung der wiclitigsteii Formeln. 


Seit' 


sich. die Bewegung wahrend der Zeit Yon 0 bis ^ in will- 
ktirlicber Weise unendlicli wenig verandert denkt. 

Hauptbedingung fiir die dynamiscbe Aebnlichkeit zwischen 
einer Maschine und ibrem Mo dell, it das Verbaltniss 
der Krafte, ft das Verbaltniss der Massen, I Verbaltniss der 
Langen und r Verbaltniss der Zeiten. 


Punfter Abschnitt. 


Hydrodynamik. 


^ a- ^ j- ^ — n 

dx ' dy dz ^ 


(206) 868 


Continuitatsbedingung fur die unzusanunendruckbare 
Fllissigkeit, Grescbwindigkeitscomponenten nacb den 

Axenricbtungen. 


zeigt, wie sicb die Bescbleunigung aus der Veranderung am 
gleicben Orte und aus der durch die Verscbiebung selbst 
bedingten Aenderung von d zusammensetzt. 


(ov. , dv. , dv. . d vA 

^ Ty + W) 




^ \dt ' ^ ax ' dy ' * cz) 


~ 'la -+ 


oy 


dy 


l?i + *^1 7^ + ay + dJ) 


dy 


, (213) 374 


Grleichungen von Euler, ft specifische Masse, p Druek, 
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XYZ Componenten der ausseren Kraft^ die zum Poten- 
tiale V gehort. 

(W + ^ = - V(F + i9), (214) 374 

abgektirzte Wiedergabe der Euler’schen Grleicbungen. 


0 

/' 


big = 0, 


(215) B75 


Bedingung fiir die wirbelfreie Bewegung; das Integral 
erstreckt sich auf eine beliebige gescblossene Curve. 

a# 

dx ’ dy ^ dz ^ 

0 Gescliwindigkeitspotential, nur fiir wirbelfreie Be¬ 
wegung verwendbar. 

to der Wirbelvektor. 

to = curl 0 (219) 380 

abgektirzte Wiedergabe der vorigen Gleicbung. 


02 //’ 


(216) 378 


(217) 379 


da;^ dy^ 

Cojutinuitatsbedingung fiir die wirbelfreie Beweguug. 


(220) 381 




C, 


(225) 383 


allgemeines Integral der Euler’schen Gleichungen fiir 
die gtationare wirbelfreie Bewegung^ C eine Constante, die 
sowohl von der Zeit als vom Orte unabhangig ist. 

$ = (226) 388 

Geschwindigkeitspotential fiir die Stromung um eine Kugel, 

Q der Kugelhalbmesser, r die Entfernung vom Kugelmittel- 
punkt, a Geschwindigkeit der Stromung in grosser Ent¬ 
fernung von der Kugel (parallel zur Z-Axe). 
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Zusammenstellung der wicMigsten Pormeln. 

P = PoV 


Seit 

(230) 39C 


p Flussigkeitsdruck an irgend einer Stelle mit der Geschwindig- 
keit ti, jjfl Druck in grosser Entfernung von der Kugel. 


yS i" 


(234) 40( 


' dy 

ContinuitatsbediDguiig fiir die ebene wirbelfreie Fllissigkeits- 
bewegimg. 

z=-x-\ryi 1 
l = ix-\-\yY 


(235) 405 


Zimmmenbang zwiscben der complexen Zabl z imd dem 
ziigehorigen Vektor j. 

w = F{^) = i (236) 404 

^ Stromfunction, w irgend eine Function der complexen 
Variabeln 


_ dw 

dx ^ 2 / ’ ^ 


(237) 104 


Zusammenhang zwiscben Grescbwindigkeitspotential und Strom- 
function. 

w = a (^0 ^ , (240) 40' 

Beispiel^ das der Stromung um einen Cylinder vom Halb- 
messer q entspricbt. 




(241) «■ 


entspricbt der Bewegung in einem Fltissigkeitsstrahle, der 
aus einer Oeffnung in diinner Wand austritt. 


Differentialgleicbung fur die freie Grenzlinie des Fltissigkeits- 
strabls^ die Constante C wird spater gleicb — gefunden. 
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I I SjOs _ A 

dx dy dz ^ 


Wirbelcomponenten. 

dv. . dv, . dv,\ 

dw^ d% . dv^ . d% 

dw. I ^^<11 d'o. 

^ = + + % wi 

Gleichungen fiir den zeitlichen Verlanf der Wirbel. 


-j h _ 27r 

Vr ~ IT > 


Seite 

(248) 425 


(2&2) 429 


(258) 441 


h Hohe einer Wasserwelle (Oberflachenwelle), r Halbmesser 
des Kreises, den ein in der Tiefe y gelegener Pnnkt bescbreibt, 

X Wellenlange. 

5r=yfl, (266) 445 

Gleichung fiir die PortscLreitungsgescliwmdigkeit ^ der Wellen 
von der Lange X (im tiefen Wasser). 


dv. dr} 

dt ^ dx^ 

, ^ _ __ H 

dx~ dt^ 


(267 c) 451 
(267 d) 452 


Differentialgleiclinngen fur die Fortpflanzung der Gezeiten- 
wellen; Geschwindigteit der Plussigkeit in der Fort- 
pflanzungsricbtung^ r] Erhebung des Wasserspiegels fiber 
den normalen Stand in Folge der Schwingung^ wird als 
klein betracLtet gegeniiber der Tiefe h des Gewassers^ g Be- 
scLleunigung der Scliwere; 


= JFi(ir + ct) -\-F^{x — ct)j (267f) 45B 

allgemeine Losung der Gleichungen^ und F<^ zwei beliebige 
Functionsformen., die zwei in entgegengesetzter Richtung 
fortschreitenden Wellen von beliebiger Gestalt entsprechen^ 

G Portschreitungsgeschwindigkeit der Wellen. 
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Zusamraenstellung der wichtigsten Fomeln. 


_ Seit 

c='\/gh (267g) 45 f 

giebt die Fortscbreittiiigsgescbwindigkeit an. 

(270) 45J 

V Gescbwindigkeit der Wasserstromnng in einem engen 
Robre vom Halbmesser r im Abstande x von der Mitte, 
c die Druckabnabme auf die Langeneinheit des Robrs und 
der Zahigkeitscoefficient. 


CT" ^ 






(272 u. 273) 451 


Vm die diircbscbnittlicbe Geschwindigkeit der Wasserstromnng 
im engen Robre. 

= = + 


(275) 46! 


ilblicber Ansatz flir die zaben Pliissigkeiten^ T.^ey n. s. f. 


die Componenten der inneren Reibungen. 
<3^.r 

<5^: 


-p + 2i||; ,,-J> + 2<=|i. 


.i. + 2 S^ 


(276) 46 


dient zur Erganznng der vorigen Gleicbnngen, p der Mitteb 
werth des normalen Pliissigkeitsdrnckes. 




/d_^ 

\dt 


+ 

^ \ Wt + 


ax 

dv. 


I 


dv^ 


)— 








'9 I L/ t^a t 

Tx + ^ 

■1 i!: + If + IJ) = ■ 


&i + '. |5 + 


d^J 

dv^ ' 
dz j 


■|f + ‘VS 




, (277) 46 


Bewegnngsgleichungen fiir zabe Fliissigkeiten^ die 
mit I' — 0 wieder in die Euler’scben Gleichungen iiber- 
geben. 
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/Qij V Seite 

^ (dt + (>1 V) b) = — Vj) 4- , (278) 469 

abgeliiirzte Wiedergabe der vorigen Gleichungen. 

(280)469 

vereiiifackte Form der Bewegiingsgleiclmngen fiir stationare 
Stromuiigenj die mit sekr geringer Greschwindigkeit 
erfolgen. 

P = 67ta]cQj (285) 472 

P der Widerstand^ den eine Kugel vom Halbmesser q bei 
gleichformiger Bewegung mit der Gescbwindigkeit a in 
einer Pliissigteit vom Zabigkeitscoefficienten h findet. 

Verl = (285c) 477 

willkurliche Annalime fur den Verlust Verl an mecbaniscker 
Energie bei Wasserstromungen, die mit einem scbnellen 
Q'eschwindigkeitswecbsel von Vq auf verbunden sind^ z. B. 
beim Stromen aus einem engeren Rohre in ein weiteres 
oliiie allmablichenUebergang. SogenannterSatz von Carnot^ 
in der tecbiiischen Hydraulik vielfach zu Grrunde gelegt. 

p'= Po +7I K — ®i) (285 d) 47 7 

Pormel zur Berechnung des Druckverlusts beim plotzlicken 
Uebergang aus einem engeren Rohre in ein weiteres unter 
Voraussetzung der Griiltigkeit des Carnot’schen Satzes; p' Druck 
im weiteren^ Pq im engeren Rohre, und Vq Geschwindig- 
keiten in beiden Rohren, h Hohenunterschied der beiden 
ins Auge gefassten Stellen, y Gewicht der Volumeiieinheit 
der Pltissigkeit. 

v = k^l, (286) 485 

Ansatz fiir die Geschwindigkeit der Grundwasserstromung 
beim Gefall k eine von der Bodenbeschaffenheit ab- 

hangige Constante (nicht zu verwechseln mit dem vorher 
ebenso bezeichneten Zabigkeitscoefficienten). 

P 5 p p 1, Dynainik. 2. Aufl. 32 
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Q = xTc =-^s(2H- s), (289)486 

Ig — 

r r ' 

Q Ergiebigkeit eines Brunnens vom Halbmesser r bei 
der Wasserspiegelliohe 7^ im Brunnen; H die Wasserspiegel- 
hobe in der Entfernung B vom Brunnen, s = H—h das 
Gefall Yon da bis zum Brunnen. 
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